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1 はじめに
近年のDirichlet形式理論の発展により、確率論、ポテンシャル論、偏微分方程式をは
じめとする解析学および、量子論をはじめとする物理学のつながりがますます密接なもの
になってきている。その中でも確率論的手法は状態空間が無限次元の場合でも有効に働く
ので、ここから多種多様な無限次元空間上の解析理論を構築する展開が期待できよう。
まず、Dirichlet形式の定義を復習しておく。Xを完備可分距離空間とし、(実際に後で
は確率測度のみを扱うが) µを σ-有限な測度とする。2乗可積分な実関数の空間 L2(µ) =

L2(X; µ)内で稠密な線形空間 F に対して F × F で定義された対称双線形形式 (E ,F)が
Dirichlet形式であるとは、以下の 3条件を満たすときを言う。

(E1): E は非負、すなわち E(u, u) ≥ 0, u ∈ F .

(E2): E は閉形式、すなわちF は内積 E1(u, v) := E(u, v) + (u, v)L2(µ) に関してHilbert

空間になっている。

(E3): E はMarkov性を持つ。
すなわち任意の ε > 0に対して以下の 2条件を満たす関数ϕε : R → Rが存在する。

• ϕε(t) = t, ∀ t ∈ [0, 1]. −ε ≤ ϕε(t) ≤ 1 + ε, ∀ t ∈ R. 0 ≤ ϕε(t
′)−ϕε(t) ≤ t′ − t, t′ > t.

• u ∈ F =⇒ ϕε(u) ∈ F , E
(
ϕε(u), ϕε(u)

)
≤ E(u, u).

Dirichlet形式 (E ,F)に対して、生成作用素と呼ばれる L2(µ)上の非正な自己共役作用素
(L, Dom(L))が

Dom(L) =
{
u ∈ F | ∃ Lu ∈ L2(µ) s.t. E(u, v) = (−Lu, v)L2(µ), ∀ v ∈ F

}
,

E(u, v) = (−Lu, v)L2(µ), ∀ u ∈ Dom(L), ∀ v ∈ F . (1.1)

で定まり、これが生成する半群 {etL}t≥0はL2(µ)上のC0-縮小半群となり、条件 (E3)より
Markov半群 (u ∈ L2(µ), 0 ≤ u ≤ 1, µ-a.e. =⇒ 0 ≤ etLu ≤ 1, µ-a.e.)にもなる。
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また逆に L2(µ)上の自己共役作用素 (L, Dom(L))が、(
Lu, (u − 1) ∨ 0

)
L2(µ)

≤ 0, u ∈ Dom(L) (1.2)

を満たす時 (非正性はこの条件から自動的に従う)、これをDirichlet作用素と呼び、

F := Dom(
√
−L), E(u, v) :=

(√
−Lu,

√
−Lv

)
L2(µ)

, u, v ∈ F

はDirichlet形式になる (条件 (1.1)はMarkov性 (E3)に対応している。また当然であるが、
Dirichlet形式の生成作用素はDirichlet作用素である)。

しかしながら実際に個々の問題を扱う際は、Dirichlet形式およびDirichlet作用素の定義
域が最初から明確に与えられている事はまれである。すなわちC∞

0 (Rn)や滑らかな cylinder

関数全体FC∞
b など、双線形形式 E および対称作用素 L0が計算しやすい L2(µ)の稠密な

部分空間D上でまずは定義されている場合がほとんどである。よって個々の具体的な問
題では、pre-Dirichlet形式 (E ,D) (条件 (E1),(E3)が u ∈ Dに対して成り立つ双線形形
式) がまずは与えられていて、そこから議論が始まる事が多い。

まずはこれが Dirichlet形式に閉拡大できるかという問題を考えねばならない訳だが、
もし E(u, v) = (−L0u, v)L2(µ), u, v ∈ Dと「部分積分」できたとすると (この (L0,D) を
pre-Dirichlet作用素と呼ぶことにする)、(E ,D)は closableとなり、DのE1-位相での閉包
D(E)を考えることができる。閉包をとってもMarkov性は保存されるので、(E ,D(E))は
Dirichlet形式となる。この (E ,D(E))に対応する自己共役作用素 (Lµ, Dom(Lµ))は、(L0,D)

のFriedrichs拡大と呼ばれるDirichlet作用素となり、これが生成する半群はL2(µ)上の
対称Markov C0-縮小半群になる。

すると次に考えるべき問題として、以下の拡大の一意性問題が挙げられると思う。

[ES] (本質的自己共役性, strong uniqueness, L2-uniqueness):

• (L0,D)の L2(µ)における自己共役拡大が一意である。
⇔ • (L0,D)の graph norm ‖u‖L0 := ‖u‖L2(µ) + ‖L0u‖L2(µ) での閉包が自己共役作用素に
なる (E の非負性より (L0,D)は dissipative. よって closableとなることに注意)。

⇔ • 生成作用素が (L0,D)の拡大になっている様なL2(µ)上の対称C0-半群が一意である。

[MU] (Markov自己共役拡大の一意性, Markov uniqueness):

• pre-Dirichlet作用素 (L0,D)が唯一のDirichlet作用素の拡大を持つ。
⇔ • 生成作用素が (L0,D)の拡大になっている様なDirichlet 形式が一意である。
⇔ • 生成作用素が (L0,D)の拡大になっている様な L2(µ)上の対称Markov C0-縮小半群
が一意である。

明らかに [ES]の方が [MU]より強い概念である。ラフに言うと [ES]はCauchy問題

∂u

∂t
= L0u, u0 = f ∈ L2(µ)

の適切性 (well-posedness)、[MU]はL0を生成作用素として持つMarkov過程の一意性を
導く。よってこれは偏微分方程式、確率論の両サイドから見て重要な問題であり、状態空
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間が有限次元の場合は

E(u, v) =

∫
Rn

(∇u(x),∇v(x))Rnρ(x)dx on L2(ρdx) (ただし ρ ≥ 0) (1.3)

を扱ったWielens [40]などの仕事を先駆けとして、多くの研究者がこの問題を偏微分方程
式・確率論双方からのアプローチにより論じてきた (詳細は Eberle [10]を参照)。

それに対して無限次元空間においては (1.3)における flatな Lebesgue測度 “dx”に相当
するような測度が存在しないので、まず (確率論的に構成された) どの測度を参照測度と
して扱うべきかを考える必要がある。その代表例としてWiener空間W0(Rd)上のWiener

測度Wが挙げられよう。これは形式的表現

W(dw) = Z−1 exp
(
− 1

2

∫
R
|w′(x)|2Rddx

) ∏
x∈R

dw(x), (1.4)

(ただしZは正規化定数、
∏

x∈R dw(x)はFeynman流の “flatな測度D(w)”) を持つGauss

測度である。Malliavin解析で基本的な役割を果たすOrnstein-Uhlenbeck作用素とは (1.3)

において、参照測度をW(dw)に置き換えたDirichlet形式に対応するDirichlet作用素の
ことである。これは∆ − x · ∇の無限次元版と思え、固有値、固有関数のすべてが分かっ
てしまうゆえに問題 [ES]は容易に解決される。これが無限次元で最も標準的な状況と言
われるゆえんである。よって参照測度が ρ(w)W(dw)と表される場合の (1.3)に関する一
意性問題が、まずはTakeda [39], Röckner-Zhang [32], [33], Shigekawa [34] などにより (主
にMalliavin解析の手法で)論じられてきたのもある意味では自然な流れである。その他
にも
• 生成作用素が pre-Dirichlet作用素の拡大であるような確率過程 (格子スピン系のRZd

を
例とする無限次元空間上の確率微分方程式の解)を導入し、その一意性を用いた手法
(cf. Albeverio-Kondratiev-Röckner [1])

• 上記のアイデアを確率偏微分方程式の場合にも適用できるように拡張した手法
(cf. Da Prato [6], Da Prato-Tubaro [8], [9], Da Prato-Röckner [7])

• 有限次元近似と熱方程式の次元によらないアプリオリ評価を組み合わせた手法
(cf. Liskevich-Semenov [26], Liskevich-Röckner [25])

などの仕事が挙げられるが、無限次元空間といっても多種多様なので念頭に置くモデルに
よってアプローチは異なってくるのが現状である (更なる詳細は [10]を参照)。

本講演の主な目的は、無限体積経路空間C(R, Rd)上のGibbs測度を参照測度とした場
合の (1.3)に相当する pre-Dirichlet形式 (および対応する pre-Dirichlet作用素)の一意性問
題および time dependent Ginzburg-Landau型確率偏微分方程式と呼ばれるR上で定義さ
れたランダムな反応拡散方程式との関連をMichael Röckner氏 (Bielefeld大学)との共同
研究 [23] に沿って論じることである。ここで言うGibbs測度とは、形式的には

µ(dw) = Z−1 exp
(
− 1

2

∫
R
|w′(x)|2Rddx −

∫
R

U(w(x))dx
) ∏

x∈R

dw(x), (1.5)

ただし U : Rd → Rは自己 potential関数
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と表されるC(R, Rd)上の確率測度であり、ユークリッド化された場の量子論における無
限体積の P (φ)1-モデルや、統計力学における界面モデル (の連続版)での平衡状態を記述
する際に登場する重要な対象である。また一見すると µはWに対して絶対連続のように
も思われるが、そうとはならないのも (技術的な)特徴として挙げられよう (Remark 2.4)。
最後に本稿の構成について述べておく。第 2節ではGibbs測度 (1.5)の数学的定式化お
よび基本的事項をまとめた後、(1.3)に相当する pre-Dirichlet形式 (E ,FC∞

b ) および pre-

Dirichlet作用素 (L0,FC∞
b )を導入し、主要な結果である一意性定理を述べる。第 3節では

証明の概略を述べる。生成作用素が (L0,FC∞
b )の拡大であるような確率過程が Iwata [16],

Funaki [11], [13]などで論じられている time dependent Ginzburg-Landau型確率偏微分方
程式の解であることに着目する。ここではこれを Ornstein-Uhlenbeck過程の “摂動”と
みなし、Ornstein-Uhlenbeck作用素の詳細な性質およびカップリング法による摂動項の処
理を合わせることで主定理が示される。第 4節では一意性定理の応用としてRiesz変換の
有界性 (Sobolev normのMeyer同値性) について述べ、第 5節にて関連する話題、注意、
今後の課題について述べる。

2 問題設定と主要な結果
この節では、経路空間 C(R, Rd)上の (U -)Gibbs測度 µ に関する基本的性質を整理し、
これから考える問題設定を行う。その後、我々の主要な結果 (pre-Dirichlet作用素なる微
分作用素の本質的自己共役性、pre-Dirichlet形式のMarkov拡大の一意性)を述べる。
以下でDirichlet形式を導入する際に、状態空間として３つ組 (rigged Hilbert space)をと
るほうが都合が良いので、そのために必要な関数空間を準備しておく。まずχ ∈ C∞(R, R)

を |x| ≥ 1で χ(x) = |x|なる正値対称凸関数として、重み関数 ρr ∈ C∞(R, R), r ∈ Rを
ρr(x) := erχ(x), x ∈ Rと定義する。以後断らない限り、r > 0を (後の Proposition 3.6の
ために) K1 + 2r2 > 0となるように大きめに取り固定しておく (K1は条件 (U1)に出てく
る定数）。

• E = L2
r(R, Rd) := L2(R, Rd : ρ−2r(x)dx). これは内積

(X,Y )E :=

∫
R

(
X(x), Y (x)

)
Rdρ−2r(x)dx, X, Y ∈ E

でHilbert空間となる (normを ‖ · ‖Eと記す)。

• H := L2(R, Rd). (通常の内積でHilbert空間となり、normを ‖ · ‖H と記す)。

ここで Rieszの同型 H∗ ∼= H によりH∗とH を同一視する。この同一視の下、稠密か
つ連続な埋め込みE∗ = L2

−r(R, Rd) ⊂ H ⊂ E が成り立つ。

これらの他にもC(R, Rd)の temperedな部分空間 C を

• C :=
{
w ∈ C(R, Rd) | lim

|x|→∞
w(x)ρ−r(x) = 0 for every r > 0

}
=

⋂
r>0

{
w ∈ C(R, Rd) | ‖w‖r,∞ < ∞

}
, ただし ‖w‖r,∞ := sup

x∈R
|w(x)|ρ−r(x)
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で定義する。この空間は semi-norm系 {‖ · ‖r,∞}r>0 でFréchet空間になり、埋め込み C ↪→
E ∩ C(R, Rd) はEの位相で稠密かつ連続となる。

本節では potential関数 U ∈ C(Rd, R)に対して以下の 3つの条件を課す。

(U1): There exist a constant K1 ∈ R and a convex function Ũ : Rd → R such that

U(z) = −K1

2
|z|2 + Ũ(z), z ∈ Rd.

(U2): There exist K2 > 0 and p > 0 such that

|∇̃U(z)| ≤ K2(1 + |z|p), a.e. z ∈ Rd,

where ∇̃U(z) := −K1z + ∂0Ũ(z), z ∈ Rd and ∂0Ũ is the minimal section of the subdiffer-

ential ∂Ũ , i.e.,

∂Ũ(z) :=
{
z∗ ∈ Rd | Ũ(z′) ≥ Ũ(z) + (z′ − z, z∗)Rd , for all z′ ∈ Rd

}
,

∂0Ũ(z) :=
{
y0 ∈ Range(∂Ũ(z)) | |y0|Rd = min

y∈Range(∂ eU(z))
|y|Rd

}
.

(U3): lim|z|→∞ U(z) = ∞.

Remark 2.1 U ∈ C1(Rd, R)の場合は、(当然ながら) ∇̃U は通常の gradient ∇U と一致
する。この時、条件 (U1)は one-sided Lipschitz condition

(U1)’
(
∇U(z1) −∇U(z2), z1 − z2

)
Rd ≥ −K1|z1 − z2|2, z1, z2 ∈ Rd.

と同値になる。さらに U ∈ C2(Rd, R)の時は∇2U ≥ −K1と同値になる。

Example: U(z) =
2m∑
j=0

aj|z|j, a2m > 0, m ∈ N.

(square potential U(z) = a|z|2や double-well potential U(z) = a(|z|4 − |z|2)は上記のクラ
スの代表的な例である。また Ũ(z) = |z|は凸関数であるがC1-級ではなく、∂Ũ(0) = [−1, 1]

なので ∂0Ũ(z) = −1 (z < 0), 0 (z = 0), 1 (z > 0) である。)

2.1 C(R, Rd)上の (U-)Gibbs測度からの準備

この小節では、(1.5)にて形式的に導入された経路空間 C(R, Rd)上の (U -)Gibbs測度
(P (φ)1-測度)なる確率測度を Simon [38], Iwata [15], Betz-Lörinczi [5]に従い、数学的にき
ちんと定義し、いくつかの基本的性質をまとめておく。ここでは C(R, Rd)には広義一様
収束位相を入れ、C(R, Rd)上の σ-field B := σ({w(x); x ∈ R}) を与える。P(C(R, Rd))を
可測空間 (C(R, Rd),B) 上の確率測度の全体とする。T1, T2 ∈ Rに対して、Bの sub-σ-field

たち B[T1,T2] := σ({w(x); T1 ≤ x ≤ T2}), B[T1,T2],c := σ({w(x); x ≤ T1, x ≥ T2})も与えて
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おく。さらにHW := −1
2
∆と書くことにする。ただし∆ :=

∑d
i=1 ∂2/∂z2

i は通常の d-次元
Laplacianである。すると半群 e−tHW の核関数は以下のように与えられる。

p(t, z1, z2) :=


1

√
2πt

d
exp

(
− |z1 − z2|2

2t

)
, t 6= 0,

δ(z1 − z2), t = 0.

まず最初に、形式的表現 (1.5)内のGauss測度に相当する部分の数学的な意味をどう与
えるべきかを考えたい。x1 < x2 < · · · < xn, A1, A2, · · · , An ∈ B(Rd)に対して、

A := {w ∈ C(R, Rd) | w(x1) ∈ A1, w(x2) ∈ A2, · · · , w(xn) ∈ An}

とC(R, Rd)上の cylinder setを定義する。これに対して

W(A) =
(
1A1 , e

−(x2−x1)HW1A2e
−(x3−x2)HW1A3 · · · e−(xn−xn−1)HW1An

)
L2(Rd,R)

=

∫
Rd

dq1 1A1(q1)

∫
Rd

dq2 p(x2 − x1, q1, q2)1A2(q2)

×
∫

Rd

dq3 p(x3 − x2, q2, q3)1A3(q3) · · ·
∫

Rd

dqn p(xn − xn−1, qn−1, qn)1An(qn) (2.1)

を満たすような (C(R, Rd),B)上の測度が一意的に存在する。これはC(R, Rd)上のWiener

測度と呼ばれ、time intervalが全区間Rの d-次元Brown運動 (βt)t∈R が導く測度であり、
形式的表現 (1.4)の数学的定式化と思われるが、W(C(R, Rd)) = ∞なので確率測度にはな
らず、扱いづらい。(構成する際に直接Kolmogorovの拡張定理が使えず、通常のBrown運
動を時刻 0で折り返して張り合わせる議論を要する。詳細は [38]の 39ページを参照せよ。)

これに対して、有限体積の経路空間であれば、T1 ≤ x1 < x2 < . . . < xn ≤ T2, z1, z2 ∈ Rd

に対して、(2.1)に類似の関係式

Wz1,z2

[T1,T2](A) =
(
e−(x1−T1)HW1A1e

−(x2−x1)HW1A2 · · ·

e−(xn−xn−1)HW
(
1Anp(T2 − xn, ·, z2)

))
(z1)

=

∫
Rd

dq1 p(x1 − T1, z1, q1)1A1(q1)

∫
Rd

dq2 p(x2 − x1, q1, q2)1A2(q2) · · ·

×
∫

Rd

dqn p(xn − xn−1, qn−1, qn)1An(qn)p(T2 − xn, qn, z2), (2.2)

をみたす (C([T1, T2], Rd),B[T1,T2])上の測度Wz1,z2

[T1,T2] が一意的に存在することが分かる。こ
れは条件付けWiener測度と呼ばれ βT1 = z1, βT2 = z2なる Brownian bridgeが導く測度
である。なおWz1,z2

[T1,T2](C([T1, T2], Rd)) = p(T2 − T1, z1, z2)となり、確率測度ではないこと
に注意。後のためにこれを与えられた (外側の path) ξ ∈ C(R, Rd) を用いて

Wξ
[T1,T2](dw) :=

{
Wξ(z1),ξ(z2)

[T1,T2] (dw), if w = ξ on [T1, T2]
c

0, otherwise.
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とC(R, Rd)上の測度に拡張しておく。(ただし特に ξ(x) ≡ z1 (x ≤ T1), ξ(x) ≡ z2 (x ≥ T2)

の場合は、簡単のためWz1,z2

[T1,T2]とそのまま書くことにする。)

次に、上記のGauss測度にpotential関数Uに関する部分を加味し、C(R, Rd)上にGibbs

測度µを構成しよう。ここでは、Schrödinger作用素HU := HW +Uが生成するL2(Rd, R)

上の Schrödinger半群 {e−tHU}t≥0の核関数K(t, z1, z2)が

K(T2 − T1, z1, z2) =

∫
C([T1,T2],Rd)

exp
(
−

∫ T2

T1

U(w(x))dx
)
Wz1,z2

[T1,T2](dw) (2.3)

とFeynman-Kacの公式より汎関数積分表示できることがKeyとなる。まずは条件 (U3)の
下での Schrödinger作用素HU に関する基本的な性質を整理しておく (詳細はReed-Simon

[31]を参照)。

• (HU , C∞
0 (Rd, R))はL2(Rd, R)にて本質的自己共役 (これの自己共役拡大もHU と記す)。

• HU は purely discrete spectrumを持つ。

• HU の最小固有値 λ0(> min U)は simpleで、対応する規格化された固有関数 (ground

stateと呼ばれる) Ωは正にとれる。

• 任意の α > 0に対して定数C = C(α) > 0が存在し、|Ω(z)| ≤ Ce−α|z|が成り立つ。

以下では、U0 := U − λ0とし、対応する Schrödinger作用素をHU0 := HU − λ0と書くこ
とにする。e−tHU0 = eλ0te−tHU , e−tHU0Ω = Ωなる関係が成り立つことに注意。

C(R, Rd)上の確率測度 µ = µU が (U-)Gibbs測度 (または P (φ)1-測度)であるとは、
cylinder set

A := {w ∈ C(R, Rd) | w(x1) ∈ A1, w(x2) ∈ A2, · · · , w(xn) ∈ An}(∈ B[T1,T2]),

ただし T1 ≤ x1 < x2 < . . . < xn ≤ T2, A1, . . . , An ∈ B(Rd) に対して

µ(A) =
(
Ω, e−(x1−T1)HU01A1e

−(x2−x1)HU01A2 · · · e−(xn−xn−1)HU01Ane−(T2−xn)HU0Ω
)

L2(Rd,R)

を満たすものである。
(
e−tHU0 の L2(Rd, R)-対称性および e−tHU0Ω = Ωを用いると、これ

の右辺は (
Ω1A1 , e

−(x2−x1)HU01A2 · · · e−(xn−xn−1)HU01An Ω
)

L2(Rd,R)
(2.4)

となり、両端 T1, T2に依存しない。これによりKolmogorovの拡張定理を用いてこのよう
な確率測度 µが一意的に存在することが分かる。

)
Remark 2.2 先ほどの Feynman-Kacの公式を用いると、µの定義式は

µ(A) = e(T2−T1)λ0

∫
Rd

dz1Ω(z1)

∫
Rd

dq1 K(x1 − T1, z1, q1)1A1(q1)

×
∫

Rd

dq2 K(x2 − x1, q1, q2)1A2(q2) · · ·
∫

Rd

dqn K(xn − xn−1, qn−1, qn)1An(qn)

×
∫

Rd

dz2 K(T2 − xn, qn, z2)Ω(z2)

= e(T2−T1)λ0

∫
Rd

∫
Rd

Ω(z1)Ω(z2)E
Wz1,z2

[T1,T2]

[
exp

(
−

∫ T2

T1

U(w(x))dx
)
; A

]
dz1dz2
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のような表現にもなる ([15]ではこの表記が定義となっている)。

以下、このGibbs測度 µの持ついくつかの基本性質をまとめておく。

[1].上記のGibbs測度の定義式 (2.4)から明らかにµは平行移動不変である。これと先のΩ

の評価をあわせると、Kolmogorov-Totoki論法により µ(C) = 1であることが分かる ([15]

の Proposition 2.7を参照)。

[2]. Rd上に ν(dz) := Ω(z)2dzなる確率測度を導入し、

Hνf := Ω−1HU0(Ωf) = −1

2
∆f +

(∇Ω

Ω
,∇f

)
Rd

, f ∈ C∞
0 (Rd, R)

なる作用素を考えると、これはL2(ν) = L2(Rd, R; ν)上で本質的自己共役である (これの自
己共役拡大もHνと記す)。すると e−tHνf = Ω−1e−tHU0Ωf, f ∈ L2(ν) であり、{e−tHν}t≥0

は L2(ν)上の対称Markov半群となる。また (2.4)は

µ(A) =
(
1A1 , e

−(x2−x1)Hν1A2 · · · e−(xn−xn−1)Hν1An

)
L2(ν)

と書き換えられる。これは我々のGibbs測度 µが、−Hν を生成作用素とし定常分布 νを
持つMarkov過程 (ωt)t∈Rの導くC(R, Rd)上の確率測度であることを意味している。ちな
みに (ωt)t∈Rは確率微分方程式

dωt = dβt −
∇Ω

Ω
(ωt)dt, t ∈ R

の解であり、P (φ)1-processと呼ばれる。
このことから、∫ ( ∫

R
|w(x)|mρ−2r(x)dx

)
µ(dw) ≤ 1

r

∫
Rd

|z|mΩ(z)2dz < ∞, m ∈ N, r > 0 (2.5)

なる評価を得る。この評価は後でよく用いられる。

[3]. 我々のGibbs測度 µはDLR方程式を満たす。すなわち以下の関係式が成り立つ ([15]

の Proposition 2.7もしくは [5]のTheorem 3.1を参照)。

Eµ
[
1A|B[T1,T2],c

]
(ξ) = Z−1

[T1,T2](ξ)

∫
A

exp
(
−

∫ T2

T1

U(w(x))dx
)
Wξ

[T1,T2](dw),

for µ-a.e. ξ(∈ C(R, Rd)), all T1 < T2 and A ∈ B. (2.6)

ここで Z[T1,T2](ξ) = EWξ
[T1,T2] [exp(−

∫ T2

T1
U(w(x))dx)] は正規化定数である。DLR方程式

(2.6)は形式的表現 (1.5)の一つの数学的定式化と解釈され、本来はこれが Gibbs測度の
定義でもある。逆に、与えられた potential関数 U に対して DLR方程式を満たす µ ∈
P(C(R, Rd))は一般には一意ではない (詳細は [5]を参照)。

[4]. DLR方程式 (2.6)から Gibbs測度 µが C∞
0 (R, Rd)-quasi-invariantであることが分か

る。すなわち、すべての k ∈ C∞
0 (R, Rd)に対してシフトされた測度 µ(·+ k)と µは同値で

あり、µ(k + dw) = Λ(k, w)µ(dw) と書いた際のRadon-Nikodym密度Λ(k, w)は
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Λ(k, w) = exp
{∫

R

(
U

(
w(x)

)
− U

(
w(x) + k(x)

)
− 1

2
|k′(x)|2 + (w(x), ∆xk(x))Rd

)
dx

}
,

ただし ∆x := d2/dx2. (2.7)

と表される (上記の積分の被積分関数は supp(k)の外では 0であることに注意)。

Remark 2.3 U(z) =
1

2
|z|2 − d

2
(調和振動子)に対するGibbs測度 µ0 は

Eµ0 [qj(x)] = 0, Eµ0 [qj(x)qk(y)] =
1

2
e−|x−y|δjk, 1 ≤ j, k ≤ d, x, y ∈ R

を満たすC(R, Rd)上のGauss測度であり、一般のGibbs測度 µをB[T1,T2]上に制限すれば
µ0に関して絶対連続になる (dµU

dµ0
|B[T1,T2]

の具体的表示などの詳細は [38]のTheorem 6.7を
参照せよ)。しかしながら、大域的にはこのようなことは成り立たない (U1 −U2が定数で
ない=⇒ µU1と µU2は特異)ことも知られている。詳細は [38]のTheorem 6.8を参照せよ。

2.2 Dirichlet形式を通した微分作用素の導入および一意性定理

この小節ではDirichlet形式を導入し、我々の一意性問題の設定および主結果を述べる。ま
ずはいくつかの準備と記号の導入を行う。先の小節で定義されたC(R, Rd)上のGibbs測度µ

はµ(C) = 1を満たすので、埋め込み写像C ↪→ Eの連続性より自然にµ ∈ P(E)へと拡張で
きる。よって今後は3つ組 (E,H, µ)を状態空間と解釈して議論を進める。さらにC∞

0 (R, Rd)

はEで稠密である事と、µのC∞
0 (R, Rd)-quasi invariance を用いると supp(µ) = Eが分か

る ([4]のProposition 2.7を参照)。次にE上の滑らかな cylinder関数全体の空間を定義す
る。K ⊂ E∗をEの稠密な部分空間とし、

FC∞
b (K) :=

{
F (w) = f(〈w,ϕ1〉, · · · , 〈w,ϕn〉)

∣∣∣ n ∈ N, {ϕi}n
i=1 ⊂ K,

f = f(α1, · · · , αn) ∈ C∞
b (Rn), 〈w,ϕi〉 :=

∫
R
(w(x), ϕi(x))Rddx

}
と定義する。簡単のために以下では FC∞

b := FC∞
b (C∞

0 (R, Rd)) と書く。supp(µ) = Eな
ので、FC∞

b の異なる 2つの関数は L2(µ)の元としても異なり、以後の微分作用素の定義
において面倒なことにはならない。FC∞

b は L2(µ)で稠密である。
次に F ∈ FC∞

b 作用するH-Fréchet微分作用素DH を

DHF (w) :=
n∑

i=1

∂f

∂αi

(〈w,ϕ1〉, · · · , 〈w,ϕn〉)ϕi

で定義する。ここでϕi ∈ HとみなすことでDHF はE上で定義されたH-値関数となる。
µのC∞

0 (R, Rd)-quasi invariance より、F,G ∈ FC∞
b と ϕ ∈ C∞

0 (R, Rd)に対して以下の部
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分積分公式が成り立つ。∫
E

(
DHF (w), ϕ

)
H

G(w)µ(dw)

= −
∫

E

F (w)
(
ϕ,DHG(w)

)
H

µ(dw) −
∫

E

F (w)G(w)βϕ(w)µ(dw). (2.8)

ただし βϕは

lim
ε→0

1

ε

∫
E

F (w)
{
Λ(εϕ,w) − 1

}
µ(dw) =

∫
E

F (w)βϕ(w)µ(dw), ϕ ∈ C∞
0 (R, Rd)

で定義されるGibbs測度 µの ϕ方向の対数微分であり、(2.7)より

βϕ(w) = 〈w, ∆xϕ〉 − 〈∇̃U(w(·)), ϕ〉 と具体的に計算できる。

さて、次の pre-Dirichlet形式

E(F,G) =
1

2

∫
E

(
DHF (w), DHG(w)

)
H

µ(dw), F,G ∈ FC∞
b

を考えよう。すると部分積分公式 (2.8)より

E(F,G) =
(
− L0F,G

)
L2(µ)

, F,G ∈ FC∞
b (2.9)

とも表される。ここで F ∈ FC∞
b に作用する微分作用素 (pre-Dirichlet作用素) L0は

L0F (w) =
1

2
Tr(D2

HF (w)) − 1

2

〈
∇̃U(w(·)), DHF (w)

〉
+

1

2

〈
w, ∆xDHF (w(·))

〉
=

1

2

n∑
i,j=1

∂2f

∂αi∂αj

(
〈w,ϕ1〉, · · · , 〈w,ϕn〉

)
〈ϕi, ϕj〉

+
1

2

n∑
i=1

∂f

∂αi

(
〈w,ϕ1〉, · · · , 〈w,ϕn〉

)
·
{
〈w, ∆xϕi〉 − 〈∇̃U(w(·)), ϕi〉

}
で定義されたものである (条件 (U2)および (2.5)より L0F ∈ L2(µ)となることに注意)。
第 1節で述べたことだが、(2.9)より pre-Dirichlet形式 (E ,FC∞

b )が closableである事およ
び (pre-Dirichlet作用素) (L0,FC∞

b )が対称作用素である事がすぐに分かり、(E ,FC∞
b )の

最小閉拡大としてDirichlet形式 (E ,D(E)) および、これの生成作用素としてFriedrichs拡
大 (Lµ, Dom(Lµ)) を考えることができる。
ここで本講演における主結果である (L0,FC∞

b )の拡大の一意性定理を述べることにする。

Theorem 2.4 (本質的自己共役性, [23]) Under conditions (U1), (U2) and (U3), the

pre-Dirichlet operator (L0,FC∞
b ) is essentially self-adjoint on L2(µ).

実はU ∈ C1(Rd, R)の場合は、(L0,FC∞
b )の (唯一の)自己共役拡大が生成する半群が、確

率偏微分方程式 (3.2)の解の推移半群に一致する。この事は次節の最後に述べたい。
この定理の系として、以下の事が言える。
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Corollary 2.5 (Markov拡大の一意性, [23]) The Dirichlet form (E ,D(E)) is the unique

extension of the pre-Dirichlet operator (L0,FC∞
b ).

Remark 2.6 closableな pre-Dirichlet形式が与えられた場合、第 1節ですでに述べたと
おり最小閉拡大はMarkov性を保つのだが、一般の閉拡大はMarkov性を保つとは限らな
い。状態空間が Banach空間 (を含む位相ベクトル空間)の場合、自然な順序関係につい
てのMarkov拡大の最大元の存在性はAlbeverio-Kusuoka [2], Albeverio-Kusuoka-Röckner

[3]にて示されている。我々の問題のフレームワークでは最大元 (E+,D(E+))は

D(E+) =
{
F ∈ L2(µ) | [RAC], [SGD], D̃HF ∈ L2(µ; H)

}
,

E+(F,G) =
1

2

∫
E

(
D̃HF (w), D̃HG(w)

)
H

µ(dw) F,G ∈ D(E+).

で与えられる ([2]のTheorem 2.5を参照)。ただし

[RAC] (ray absolutely continuous):

E上の可測関数Fがµに関して ray absolutely continuousであるとは、任意のk ∈ C∞
0 (R, Rd)

に対して F̃k(w + tk), w ∈ Eが tについて絶対連続であるような修正 F̃ を持つことを言う。

[SGD] (stochastic Gateaux differentiable):

E上の可測関数 F が stochastic Gateaux differentiableであるとは、ある可測写像 D̃HF :

E → Hが存在して、任意の k ∈ C∞
0 (R, Rd)と ε > 0に対して

lim
t↘0

µ
({

w ∈ E
∣∣ 1

t

∣∣F (w + tk) − F (w) − t
(
D̃HF (w), k

)
H

∣∣ > ε
})

= 0

が成立することを言う。
Corollary 2.5は、(E ,D(E)) = (E+,D(E+))を主張するものである。ちなみにH-Lipschitz

連続性 ( |F (w + h) − F (w)| ≤ C‖h‖H , ∀w ∈ E, ∀h ∈ H ) が [RAC]と [SGD]の十分条
件であることがKusuoka [24]にて示されており、これによりH-距離関数がD(E)の元に
なることが分かる。この事は (E ,D(E))に対応する拡散過程 (後述)のVaradhan型短時間
漸近挙動 (の上からの評価)を示す際に必要であった (Kawabi [18])。

3 証明の概略
この節では論文 [23]に沿って証明の概略を述べたい。まず (L0,FC∞

b )は closableなので、
(第 1章で述べた) graph normでの閉包 (L0, Dom(L0))を考える事ができる。この閉作用素
がL2(µ)にて自己共役であることを示せばよいが、Lumer-Phillipsの定理 ([10]のTheorem

1.1, 1,2を参照)とFC∞
b がL2(µ)で稠密であることより、FC∞

b ⊂ Range(λ−L0) (⊂ L2(µ))

なる (充分に大きな)λ > 0が存在することを示せばよいことになる。すなわち

∃λ > 0, ∀F ∈ FC∞
b , ∃Φ ∈ Dom(L0) s.t. λΦ − L0Φ = F (3.1)

という “無限次元空間E上の elliptic problem”を解くことに帰着されるが、この解の候補
を (L0,FC∞

b )の背後にある確率過程 (time-dependent Ginzburg型確率偏微分方程式の解)

を用いて見つけてこようというのがラフなアイデアである。
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3.1 確率偏微分方程式からの準備

この小節では time-dependent Ginzburg型確率偏微分方程式に関して今後の議論にお
いて必要な事実を Iwata [15], [16], Funaki [11], [12], [13]に沿って簡単にまとめておく。
まず (Θ,F , P, {Ft}t≥0)を完備な (フィルター付) 確率空間として、その上で定義された
(Ft)-適合な white noise過程 (H-柱状 Brown運動) をB = {Bt(·)}t≥0とする (形式的には
dBt(x)dBs(y) = δ(x− y)δ(t− s) なる共分散構造を持つ)。time-dependent Ginzburg型確
率偏微分方程式 (P (φ)1-fieldの時間発展)とは、R上の反応拡散方程式にwhite noise過程
の揺らぎを加えた方程式

dXt(x) =
1

2

{
∆xXt(x) −∇U(Xt(x))

}
dt + dBt(x), x ∈ R, t > 0 (3.2)

のことを言う。まずはこの方程式の解の定義を [13],[16]に従って与えよう。E-値 {Ft}-適
合な連続過程X := {Xt(x)}t≥0が (3.2)の解であるとは、

Xt(x) =

∫
R

g(t, x, y)X0(y)dy − 1

2

∫ t

0

∫
R

g(t − s, x, y)∇U(Xs(y))dyds

+

∫ t

0

∫
R

g(t − s, x, y)dBs(y)dy, x ∈ R, t ≥ 0, P-a.s. (3.3)

なる確率積分方程式 (mild form)を満たすことを言う。ただしg(t, x, y) := 1√
2πt

exp
(
− |x−y|2

2t

)
である。ちなみにmild form (3.3)と以下の弱形式 (weak form)は同値であることが知ら
れている。

〈Xt, ϕ〉 = 〈X0, ϕ〉 +
1

2

∫ t

0

〈Xs, ∆xϕ〉ds − 1

2

∫ t

0

〈
∇U(Xs(·)), ϕ

〉
ds

+〈Bt, ϕ〉, t ≥ 0, ∀ϕ ∈ C∞
0 (R, Rd), P-a.s. (3.4)

方程式 (3.2)の解の存在・一意性に関しては以下の結果が知られている。

[Fact 1]. ([16]のTheorem 5.1, 5.2 ): 条件 (U1)’と (U2)の下で、確率偏微分方程式
(3.2)は初期条件X0 = w ∈ Cに対して一意解X = Xw ∈ C([0,∞), C)を持つ (以下では
Xw ∈ C([0,∞), E)と解釈することもある)。

Remark 3.1 ∇U が Lipschitz連続ならば、X0 = w ∈ E に対して一意解 X = Xw ∈
C([0,∞), E) を持つ ([16]のTheorem 4.1, [12]のTheorem 2.10, [13]の定理 6.10を参照)。

次に、PwをXwが導くC([0,∞), E)上の確率測度とし、推移半群 {Pt}t≥0を

PtF (w) := E
[
F (Xw

t )
]

=

∫
E

F (y)Pw(Xt ∈ dy), w ∈ C, F ∈ Cb(E, R)

で定義すると以下のGibbs測度 µの可逆性が成り立つ。

[Fact 2]. ([15]のLemma 2.9):∫
E

F (w)PtG(w)µ(dw) =

∫
E

PtF (w)G(w)µ(dw), t ≥ 0, F,G ∈ Cb(E, R). (3.5)
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このことより、{Pt}t≥0 は L2(µ)上の対称Markov C0-縮小半群に拡張できる。これの
生成作用素を (L2, Dom(L2))と記す。(3.4)に伊藤の公式を用いると、(L2, Dom(L2))が
(L0,FC∞

b )の拡大になることが容易に分かる。また、後の技術的理由 (無限体積のモデル
を扱っている影響)から関数空間

• C∞
∞ :=

∞⋂
k=0

⋂
r>0

{
ϕ ∈ C∞(R, Rd) |

∥∥dkϕ

dxk

∥∥
−r,∞ < ∞

}
を導入する必要がある。C∞

0 (R, Rd) ⊂ C∞
∞ であり、 C∞

∞はEで稠密であるので、第 2節に
てFC∞

b の元に対して定義された微分作用素DHとL0 は、FC∞
b (C∞

∞)上に自然に拡張でき
る。これらをまとめると以下の補題を得る。

Lemma 3.2 (1) (L0,FC∞
b ) ⊂ (L0,FC∞

b (C∞
∞)) ⊂ (L2, Dom(L2)).

(2) The closure of (L0,FC∞
b (C∞

∞)) in L2(µ) coincides with (L0, Dom(L0)).

3.2 “適切な”Ornstein-Uhlenbeck作用素の導入と鍵となる命題

先の Lemma 3.2より、方程式 (3.1)の解の候補としてすぐにΦ =
∫ ∞
0

e−λtPtFdtが浮か
び上がってくる。このΦがDom(L2)の元となるのは明らかであるが、我々はこれよりも
狭い Dom(L0)に入ることを示さねばならない。また現段階では Dom(L0)に関する情報
は数少ないため、Φ ∈ Dom(L0)を直接示すのは難しい印象を受ける。そこでL0を “適切
な”Ornstein-Uhlenbeck作用素の摂動と解釈し、FC∞

b (および FC∞
b (C∞

∞)) と Dom(L0) の
間にそのOrnstein-Uhlenbeck作用素の定義域をはさみ込むことをまずは目指していく。
はじめにE上のOrnstein-Uhlenbeck過程を定義する。正数 κを κ > 2r2となるように

(大きめに)取り固定しておく。次に

Stw(x) := e−κt/2

∫
R

g(t, x, y)w(y)dy, x ∈ R

とすると {St}t≥0はE上の (非対称な) C0-縮小半群となる (κ > 2r2は縮小性を出すための
条件)。(A, Dom(A)) をこの半群の生成作用素とすると Aw = 1

2
(∆x − κ)w,w ∈ C∞

∞ が成
り立つ。ここで確率偏微分方程式

dYt(x) =
1

2

{
∆xYt(x) − κYt(x)

}
dt + dBt(x), x ∈ R, t > 0 (3.6)

を考える。初期データ Y0 = w ∈ Eに対する (3.6)の解をOrnstein-Uhlenbeck過程と呼び、
Y w := {Y w

t (·)}t≥0 と書くことにすると、

Y w
t = Stw +

∫ t

0

St−s

√
QdWs, t ≥ 0,

ただしQ ∈ L(E,E) : Qw := ρ−2r · w, {Wt}t≥0 : E-柱状Brown運動.

なる表現を得る。よって (E値確率変数)Y w
t は平均 0、共分散作用素

Qt :=

∫ t

0

SsQS∗
sds =

∫ t

0

esAQesA∗
ds ∈ L(1)(E,E)
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のGauss 分布NQt に従うことが分かり、Ornstein-Uhlenbeck半群 {Rt}t≥0は

RtF (w) := E[F (Y w
t )] =

∫
E

F (Stw + y)NQt(dy)

で与えられる。本講演では近年のDa Prato, Priola, Röckner, Tubaroたちの仕事 [9], [29],

[30] に従い、この半群を E上の連続関数全体の部分空間である以下の関数空間上で考え
ることにする。ただしDF : E → E は関数 F の E-Fréchet微分をあらわすことにする
(DHF = QDF に注意)。

• UCb,2(E) := {F : E → R | F (·)
1+‖·‖2

E
is uniformly continuous and bounded}

(これは norm ‖F‖b,2 := supw∈E
|F (w)|

1+‖w‖2
E
でBanach空間になる。)

• C1
b,2(E) :=

{
F ∈ UCb,2(E) | F is continuously differentiable

with ‖DF‖b,2 := supw∈E
‖DF (w)‖E

1+‖w‖2
E

}
するとRt(UCb,2(E)) ⊂ UCb,2(E), Rt(C

1
b,2(E)) ⊂ C1

b,2(E) となることが分かるが、強連
続とはならないので通常の意味での生成作用素としてOrnstein-Uhlenbeck作用素を定義
することができない。

Example: {Rt}t≥0をR上の通常のOrnstein-Uhlenbeck過程 (dXt = dβt − 1
2
Xtdt) の推移

半群とし、F (x) = sin x (∈ Cb(R))とすると、

lim inf
n→∞

sup
x∈R

|RtnF (x) − F (x)| ≥ 2,　 ただし tn := 2 log
(2n + 1

2n − 1

) (
↘ 0 as n → ∞)

となるので、‖RtF − F‖∞は t ↘ 0としても 0に収束しないことが分かる。

しかし収束の意味を「一様収束」から「一様有界・各点収束」に緩めてしまえば、Ornstein-

Uhlenbeck半群 {Rt}t≥0は π-semigroup (weakly continuous semigroup) という枠組みで
捉えなおすことができる。そこでOrnstein-Uhlenbeck作用素 (L,D(L; UCb,2(E)))および
(L,D(L; C1

b,2(E)))を、

D(L; UCb,2(E)) :=
{

F ∈ UCb,2(E)
∣∣ sup

t>0

1

t
‖RtF − F‖b,2 < ∞,

∃G(= LF ) ∈ UCb,2(E) s.t. lim
t→0

1

t
(RtF (w) − F (w)) = G(w), w ∈ E

}
,

D(L; C1
b,2(E)) :=

{
F ∈ C1

b,2(E)
∣∣ sup

t>0

1

t
‖RtF − F‖b,2 < ∞,

∃G(= LF ) ∈ C1
b,2(E) s.t. lim

t→0

1

t
(RtF (w) − F (w)) = G(w), w ∈ E

}
.

と定義する。明らかにD(L; C1
b,2(E)) ⊂ D(L; UCb,2(E))であり、レゾルベントを

ΨλF :=
∫ ∞

0
e−λtRtFdt, λ > 0 とすると

D(L; UCb,2(E)) = Ψλ(UCb,2(E)), D(L; C1
b,2(E)) = Ψλ(C

1
b,2(E))

となることも知られている（詳細は [29]の Proposition 2.2.8を参照)。
以下のKeyとなる命題は、FC∞

b (C∞
∞) D(L,C1

b,2(E))の関係だけでなく、D(L,C1
b,2(E))

の元がFC∞
b (C∞

∞)の 4-sequenceで「良い近似」ができる事を示している。
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Proposition 3.3 (1) FC∞
b (C∞

∞) ⊂ D(L,C1
b,2(E)) holds and we have

LF (w) =
1

2
Tr

(
D2

HF (w)
)

+
1

2
〈w, (∆x − κ)DHF (w)〉, F ∈ FC∞

b (C∞
∞).

(2) Let F ∈ D(L,C1
b,2(E)). Then there exists a 4-sequence {Fn}n∈N4 = {Fn1,··· ,n4} ⊂

FC∞
b (C∞

∞) such that for all w ∈ E we have

lim
n→∞

Fn(w) = F (w), lim
n→∞

DFn(w) = DF (w), lim
n→∞

LFn(w) = LF (w)

and the estimates

‖Fn‖b,2 ≤ 2e

e − 1

(
1 + Tr(Q∞)

)
·
(
‖F‖b,2 + ‖LF‖b,2

)
,

‖DFn‖b,2 ≤ 2e

e − 1

(
1 + Tr(Q∞)

)
×

(
2‖F‖b,2 + ‖DF‖b,2 + 2‖LF‖b,2 + ‖DLF‖b,2

)
,

‖LFn‖b,2 ≤ 1 + 2
(
2 + Tr(Q∞)

)
·
(
‖F‖b,2 + ‖LF‖b,2

)
.

以上の Lemma 3.2, Proposition 3.3および Proposition 3.4の帰結として、FC∞
b (C∞

∞) と
Dom(L0)の間にD(L,C1

b,2(E))をはさみ込めることが分かる。

Proposition 3.4 D(L,C1
b,2(E)) ⊂ Dom(L0) and the following identity holds:

L0F = LF + (b(·), DF )E, F ∈ D(L; C1
b,2(E)),

where b : Dom(b) ⊂ E → E is a measurable mapping with Dom(b) = C defined by

b(w)(·) :=
1

2

(
κw(·) −∇U(w(·))

)
.

3.3 カップリング法による証明の完結

本小節にて主定理の証明のあらすじを述べたい。上記のProposition 3.4より、条件(U1)’
の下では解の候補Φ =

∫ ∞
0

e−λtPtFdt, λ > K1

2
+ r2 がD(L; C1

b,2(E))の元であり、方程式

λΦ − LΦ − (b(·), DΦ)E = F (3.7)

を満たすことを示せば、方程式 (3.1)を解いたことになり、証明は完結する。

Remark 3.5 さらに一般の場合は可測写像

b̃(w)(·) := −1

2
∂0Ũ(w(·)), w ∈ Dom(̃b) = C (Ũ は条件 (U1)に登場する関数)

に対して、吉田近似 b̃α (Lipschitz連続性の回復) を行った後に Hilbert空間上の軟化子
(regularityの回復)を用いた近似

b̃α,β(w) :=

∫
E

eβB b̃α

(
eβBw + y

)
N 1

2
B−1(e2βB−1)(dy), w ∈ E,α, β > 0.(

ただし B : Dom(B) ⊂ E → Eは負値自己共役かつB−1 ∈ L(1)(E,E)
)
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を行うことにより、結局は条件

(D) b̃ : E → E is dissipative, smooth and has bounded derivatives of all orders.

の下で証明を行えば良いことになる。すなわちTheorem 2.4を示すだけなら、Remark 3.1

で述べた程度の結果 (ドリフトが Lipschitz連続な場合の (3.2)の解の一意存在性)さえあ
れば十分であるとも言える。

まず Φ ∈ D(L; C1
b,2(E))を示すために limt↘0

1
t
(RtΦ(w) − Φ(w))を計算しておこう。た

だし以下では S(b)t :=
∫ t

0
St−sb(X

w
s )dsと記す。

1

t
(RtΦ(w) − Φ(w))

=
1

t
E

[
Φ(Y w

t ) − Φ(w)
]

=
1

t
E

[
Φ

(
Xw

t − S(b)t

)
− Φ(w)

]
=

1

t
E

[
Φ(Xw

t ) − Φ(w)
]
− E

[ ∫ 1

0

(
DΦ

(
Xw

t − θS(b)t

)
,
1

t
S(b)t

)
E
dθ　

]
=

1

t
(PtΦ(w) − Φ(w)) −

∫ 1

0

E
[(

DΦ
(
Xw

t − θS(b)t

)
,
1

t
S(b)t

)
E

]
dθ

→ λΦ(w) − F (w) + (DΦ(w), b(w))E as t ↘ 0, w ∈ E. (3.8)

よって、後はこの右辺がC1
b,2(E)に属することを示せばよいが、そのためには以下の半群

{Pt}t≥0の微分公式が必要となる。これの証明には [17],[18]などで用いられた確率偏微分
方程式 (3.2)に対するカップリング法が有効である。

Proposition 3.6 Let F ∈ C2
b (E) and let {Pt}t≥0 be the transition semigroup for X.

Then PtF ∈ C2
b (E) and it holds that(
DPtF (w), k

)
E

= E
[(

DF (Xw
t ), Zt(w; k)

)
E

]
, w ∈ E, t ≥ 0, (3.9)

for k ∈ E, where Zt(w; k) is the mild solution of the first variation equation

dut

dt
= Aut + Db(Xw

t )[ut]E, u0 = k,

and we have

‖Zt(w; k)‖E ≤ e(K1+2r2)t/2‖k‖E, P-a.s. (3.10)

Moreover

D2PtF (w)
[
k1, k2

]
E×E

= E
[(

DF (Xw
t ), Zt(w; k1, k2)

)
E

]
+E

[
D2F (Xw

t )
[
Zt(w; k1), Zt(w; k2)

]
E×E

]
, w ∈ E, t ≥ 0,

holds for k1, k2 ∈ E, where Zt(w; k1, k2) is the mild solution of the equation

dvt

dt
= Avt + Db(Xw

t )[vt]E + D2b(Xw
t )

[
Zt(w; k1), Zt(w; k2)

]
E×E

, v0 = 0.
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We also have the estimate

‖Zt(w; k1, k2)‖E ≤ ‖D2b‖∞√
2K1 + 4r2

e(3K1+6r2+1)t/2 · ‖k1‖E‖k2‖E, P-a.s.

特に、(3.9)と (3.10)を合わせると半群 Ptの微分公式

‖DPtF (w)‖E ≤ e(K1+2r2)t/2Pt(‖DF‖E)(w), (3.11)

‖DHPtF (w)‖H ≤ eK1t/2Pt(‖DHF‖H)(w). (3.12)

を得ることができ (不等式 (3.12)は [18]にも登場した)、(3.11)の帰結である

‖DΦ(w)‖E ≤
∫ ∞

0

e−λt‖D(PtF )(w)‖Edt

≤ ‖DF‖∞
∫ ∞

0

e(
K1
2

+r2−λ)tdt < ∞ under λ >
K1

2
+ r2

なる評価を (3.8)に合わせることで、Φ ∈ D(L; C1
b,2(E))およびLΦ = λΦ−F +(DΦ, b(·))E

(方程式 (3.7)そのもの)が得られたことになり、以下の定理 (Theorem 2.4の詳細版)の証
明が完結したことになる。

Theorem 3.7 The pre-Dirichlet operator (L0,FC∞
b ) is essentially self-adjoint on L2(µ).

Moreover, if we assume U ∈ C1(Rd, R), the semigroup {Tt}t≥0 generated by (L0, Dom(L0))

satisfies the following identity for each F ∈ L2(µ):

TtF = PtF, µ-a.s.,

where {Pt}t≥0 is the transition semigroup corresponding to SPDE (3.2).

Remark 3.8 (L0,FC∞
b )の Friedrichs拡大 (Lµ, Dom(Lµ)) が生成する半群 {etLµ}t≥0 と

{Pt}t≥0が一致する (すなわちDirichlet形式 (E ,D(E))と確率偏微分方程式 (3.2)が対応す
る)事は [11]のTheorem 2.1の証明内にて示されている。

4 応用 (Riesz変換の有界性)

この節では一意性定理 (Theorem 2.4)の応用として Riesz変換の有界性 (および 1次の
Sobolev normのMeyer同値性)が得られることを述べたい。これは Yoshida [41] が格子
スピン系モデルに対して論じていたことの連続極限版である。この節では potential関数
U に対しての仮定 (U1),(U2)を、以下のより強い仮定

(U1)”: U ∈ C2(Rd, R) and there exists a constant K1 ∈ R such that ∇2U ≥ −K1.

(U2)’: There exist K2 > 0 and p > 0 such that

|∇U(z)| + |∇2U(z)|Rd⊗Rd ≤ K2(1 + |z|p), z ∈ Rd.
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に置き換える。また本節では、(解析の分野の流儀に従い) pre-Dirichlet作用素 (2L0,FC∞
b )

を改めて (L0,FC∞
b )と記すことにする。この記法の変更により対応する pre-Dirichlet 形

式および確率偏微分方程式もそれぞれ

E(F,G) =

∫
E

(
DHF (w), DHG(w)

)
H

µ(dw), F,G ∈ FC∞
b 　と

dXt(x) =
{
∆xXt(x) −∇U(Xt(x))

}
dt +

√
2dBt(x), x ∈ R, t > 0 に置き換わる。

{Pt}t≥0を上記の確率偏微分方程式の推移半群とすると、(3.5)より、Lp(µ), p ≥ 1,上の
C0-縮小半群に拡張できる。その生成作用素を L とする (定義域をはっきりさせるため
に (Lp, Dom(Lp))と明記すべきだが、本講演ではあまりこだわらないことにする。また
(L2, Dom(L2)) = (Lµ, Dom(Lµ)) = (L0, Dom(L0))であることは言うまでもない)。ここで
Riesz変換を

Rα(L)F := DH(α − L)−1/2F, α > 0, F ∈ FC∞
b

と定義すると、これの有界性について以下の結果を得ることができる。

Theorem 4.1 ([20], [21]) Under conditions (U1)”, (U2)’ and (U3), the Riesz trans-

form Rα(L) is bounded on Lp(µ) for all p > 1 and α > K1 ∨ 0. That is, there exists a

positive constant Cp depending only on p such that

‖Rα(L)F‖Lp(µ) ≤ Cp‖F‖Lp(µ), F ∈ FC∞
b .

Consequently, the Sobolev norm ‖F‖Lp(µ) + ‖DHF‖Lp(µ;H) is equivalent to the Sobolev

norm ‖(1 − L)1/2F‖Lp(µ).

この定理の証明には Littlewood-Paley-Stein不等式と呼ばれる調和解析で重要な不等式
(Kawabi-Miyokawa [22], Shigekawa [35])および半群の intertwining propertyと呼ばれる
半群と微分の交換関係 (Shigekawa [36], [37])が重要となってくる。ここでは intertwining

property (4.2)の導出について述べる。まず、H-値 cylinder関数の空間を

(FC∞
b )H :=

{
θ =

m∑
k=1

Fkek

∣∣∣ m ∈ N, Fk = fk(〈·, ϕ1〉, . . . , 〈·, ϕn〉) ∈ FC∞
b ,

ek ∈ C∞
0 (R, Rd), 1 ≤ k ≤ m

}
と定義し、

(FC∞
b )H 上の微分作用素

−→
L0 θ(w) :=

n∑
i,j=1

m∑
k=1

∂2fk

∂αi∂αj

(
〈w,ϕ1〉, · · · , 〈w,ϕn〉

)
〈ϕi, ϕj〉ek(·)

+
n∑

i=1

m∑
k=1

∂fk

∂αi

(
〈w,ϕ1〉, · · · , 〈w,ϕn〉

)
·
{
〈w, ∆xϕi〉 − 〈∇U(w(·)), ϕi〉

}
ek(·).

+
m∑

k=1

fk

(
〈w,ϕ1〉, · · · , 〈w,ϕn〉

)
·
(
∆xek(·) −∇2U(w(·))[ek(·)]Rd

)
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を考える。条件 (U2)により
−→
L0 θ ∈ L2(µ; H)となり、以下の生成作用素レベルでの inter-

twining property

DHL0F =
−→L0DHF, F ∈ FC∞

b (4.1)

が成立する。次に L2(µ; H)上の双線形型式
−→
E を

−→
E (θ, η) :=

(
−
−→
L0 θ, η

)
L2(µ;H)

, θ, η ∈ FC∞
b (H)

で定義すると条件 (U1)”より

−→
E (θ, θ) ≥ −K1‖θ‖2

L2(µ;H), θ ∈ FC∞
b (H)

となるので、(
−→L0,FC∞

b (H))の Friedrichs自己共役拡大 (
−→Lµ, Dom(

−→Lµ))が存在する。これ
に対応する閉形式を (

−→
E ,D(

−→
E )) 、生成する半群を {

−→
P t}t≥0 と記すことにする。すると

(L0,FC∞
b )の本質的自己共役性 (Theorem 2.4)より、(4.1)から半群レベルでの intertwining

property

DHPtF =
−→
P tDHF, t ≥ 0, F ∈ D(E) (4.2)

を導くことができる (詳細は [37]のTheorem 2.1とTheorem 3.2を参照)。

5 関連した話題およびいくつかの注意
この節では、いくつかの関連した話題と注意 (今後の課題)について述べておく。

[1]. 作用素解析の立場からすると、(第 4節で変更した解析の流儀の) pre-Dirichlet作用素
(L0,FC∞

b )の本質的自己共役性の次の課題として、スペクトル構造を調べることがあげら
れよう。potential関数の凸性がある場合は、その第 1歩としての対数 Sobolev不等式およ
びスペクトルギャップの評価を得ることができる。

Theorem 5.1 ([19]) Assume K1 < 0, that is, U is (strictly) convex. Then we have the

following logarithmic Sobolev inequality:∫
E

F (w)2 log
( F (w)2

‖F‖2
L2(µ)

)
µ(dw) ≤ − 2

K1

∫
E

‖DHF (w)‖2
Hµ(dw), F ∈ D(E). (5.1)

Consequently, we have

inf(σ(−Lµ) \ {0}) ≥ −K1.

証明には {Pt}t≥0の微分評価 (3.12)が用いられる。(3.12) は対数 Sobolev不等式 (5.1)をは
じめとする様々な関数不等式を導出する鍵になる評価である。放物型 Harnack不等式お
よびその応用としての (3.2)の推移確率のVaradhan型短時間漸近挙動は [17], [18]で得ら
れている。またTheorem 5.1より、この半群の L2(µ)-ergodicity∥∥PtF − Eµ[F ]

∥∥
L2(µ)

≤ eK1t
∥∥F − Eµ[F ]

∥∥
L2(µ)

, t ≥ 0, F ∈ L2(µ) も分かる。
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[2]. 最初に pre-Dirichlet作用素L0の定義域をFC∞
b でなく、FC∞

↑ (関数 f ∈ C∞(Rn)およ
び全ての微係数が高々多項式増大度を持つ)に変更しても、評価 (2.5)のおかげでTheorem

2.4は成り立ち、自己共役拡大は一致する。

[3]. potential関数Uに対する 3つの条件のうち、本講演の内容で本質的に効いているのは
(U1)であり、他の条件はまだ緩める余地が残っている。特に (U3)はRd上の Shrödinger

作用素HUの ground state Ω を導くための条件であり、現在では更にゆるいKato classの
枠組みで議論されている。例えば、R3上の potential関数U(z) = 1/|z|αを考えてみると、
α < 2の時に U は Kato classに入り、HU の ground state Ωは存在する。よって Gibbs

測度 µは存在する。また (U2)は、L0F ∈ L2(µ)を言う際の 〈∇U(w(·)), ϕ〉 ∈ L2(µ), ϕ ∈
C∞

0 (R, Rd) の確認のため (だけ)に必要であり、今の場合は µの平行移動不変性および
∇U(z) = −z/|z|α+2, z 6= 0に注意すると、α < 1/2の時は

Eµ
[
〈∇U(w(·)), ϕ〉2

]
≤

( ∫
R
|ϕ(x)|2ρ2r(x)dx

) ∫
E

( ∫
R
|∇U(w(x))|2ρ−2r(x)dx

)
µ(dw)

≤ Cϕ,r

r

∫
E

|∇U(w(0))|2µ(dw) =
Cϕ,r

r

∫
R3

Ω(z)2

|z|2α+2
dz < ∞

となる。以上により、(U2)と (U3)がなくてもTheorem 2.4は成立しうることが分かる。
また Hariya [14]では、剛体壁 potential (U(z) = ∞, z ≤ 0) を持つ C(R, R+)上のGibbs

測度が構成され、Otobe [28]ではこの測度が反射壁確率偏微分方程式の可逆測度になるこ
とが論じられているが、この場合を含むように条件を緩めることは今後の課題である。

[4]. 場の量子論におけるNelsonの scalar fieldモデルではFock空間という巨大な空間上の
作用素解析を行う必要があるが、近年、interaction potential関数V = V (t, z) : R×Rd → R
(典型例としては V (t, z) = λ

1+t2+|z|2 ) を含むGibbs測度

µ(dw) = Z−1 exp
(
− 1

2

∫
R
|w′(x)|2Rddx −

∫
R

U(w(x))dx

−1

2

∫ ∫
R2

V (x − y, w(x) − w(y))dxdy
) ∏

x∈R

dw(x)

に関する汎関数積分を用いたアプローチがこれに有効であることが分かってきており、こ
のGibbs測度 µの数学的構成がOsada-Spohn [27], [14]などでされてきた。これを参照測
度とした場合の一意性問題の考察も今後の課題である。
また経路空間上の確率解析の立場からすると、C(R, Rd)の Rd を多様体に変えた場合
も考えたくなってくる。例えば手始めに (Rd, g) (Riemann計量 gは強楕円性を満たす) の
場合を考えてみたとする。この場合の Gibbs測度は Rd上の変数係数 Shrödinger作用素
の ground stateの問題に帰着されるので、第 2節と同様に構成可能である。その一方で
pre-Dirichlet作用素L0 も (計量 gに関係した)変数係数作用素に変わり、もはやOrnstein-

Uhlenbeck過程の摂動とは解釈できないので、今回の講演とは異なる別アプローチが必要
となってくると思われる。
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