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概 要

このノートでは，実簡約群の unitary表現の幾何実現について 纏めておく。先ず,
Voganによる 幾何学的量子化の哲学を思い出し, Aq(λ)の様に誘導する種となる L-加
群 σが有限次元の場合には, 定理となっていることを見る。次に, 軌道の哲学に基づき,
Aq(λ)に付随する 楕円軌道を思い出す。その幾何学的不変量として, non-vanishing
degreee S が解釈できることを見る。最後に, Narasimhan-岡本による 離散系列表現
の幾何実現が, 特別な場合として復元されることを見る。
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2 Geometric Real’zn.

このノートを通じて, Gは R上の簡約 Lie群, Kはその極大 compact部分群とする。G

の Lie環 g0の複素化 gの purely complexな (i.e. l := q ∩ qが qの Leviとなる)放物部分環
q = l⊕ uに対して, L := StbAdG(q)とする。

1 Vogan’s conjecture on Geometric Quantization

<Algebraic Construction>

ユニタリ化可能な (l, L ∩K)-加群Xに対して, 次の操作を施す。
Step 1. Extension by zero

lを Leviパートとして含む θ-stableな放物部分環を q = l⊕ uとすると, u-actionを zeroと
して延ばすことで,

X : (q, L ∩K)-加群

にする。
Step 2. Algebraic production

プロダクション函手 pro
(g,L∩K)
(q,L∩K)(∗)により, (q, L ∩K)-加群Xから

Yq := Homq

(
U(g), X

)
(L∩K)-fin

∼= HomC
(
U(u), X

)
(L∩K)-fin

という (g, L ∩K)-加群を作る。
Step 3. Derived functor

Zuckerman の導来函手
(
Γ
(g,K)
(g,L∩K)

)i
(∗)により, (g, L ∩K)-加群 Yqから

Ri
qX :=

(
Γ
(g,K)
(g,L∩K)

)i
(Yq)

と, (g, K)-加群を作る。

Note：Xが 一次元加群 Cλ+ρu
の場合が, 所謂Aq(λ)-加群である；

Aq(λ) := RdimC(u∩pC)
q

(
Cλ+ρu

)
このAq(λ)-加群の重要性は, 志村 varietyの数論の礎となる� �
Theorem 1.1 ([Wall-84]) 任意の cohomological ユニタリ化可能表現は, Aq(λ)-加群
の globalizationである；

∀π ∈ G∧
coh ∩G∧, π∞

K
∼= Aq(λ)� �

に留まらず, Ft’l.liftを制御する H-dist’d 表現達のメインパートを占めている；� �
Theorem 1.2 ([Oh-Ma-84], [HMSW-87]) Symmetric pair (G,H)に対して, H\G
の 任意の離散系列表現は, Aq(λ)-加群の globalizationである；

∀π ⊂ L2
disc(H\G), π∞

K
∼= Aq(λ)� �
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<Geometric Construction>

Lの ユニタリ表現 (σ, Vσ)に対して, 次の操作を施す。
Step 1. Borel embedding

(σ, Vσ)から, elliptic軌道O∗
λ上に G-同変 Hilbert bdl.を

Vσ := G×L Vσ↠

O∗
λ := G/L

と構成する。一般化 Borel埋込みG/L ↪→ GC/Qにより, flag var. GC/Qの複素構造を引
き戻して

Vσ :正則 bdl.

↠

O∗
λ

を得る。但し, dimC Vσ = ∞の時には, Vσに 正則な局所自明化が存るかどうかは判らな
い事に注意せよ。
Step 2. Formal power section

正則 bdl. Vσの (L ∩K)-fin.な formal power sr. 正則切断を採ると

Yq
∼= Γfml

(
O∗

λ,Vσ

)
(L∩K)-fin ⊂ H0

(
O∗

λ,Vσ

)
と 大域正則切断の空間に alg. proj’n. Yqが実現できる。
Step 3. Derived functor

elliptic 軌道O∗
λの base spc.K/(L ∩K)は Steinなので, 次の injection

H0
(
O∗

λ,Vσ

)
K-fin ↪→

(
Γ
(g,K)
(g,L∩K)

)0
(Yq)

は 同型を与えるであろう。そこで, 両辺の i次導来を採って� �
Conjecture 1.3 ([Vog-93], Conj.2.13) .

H i
(
O∗

λ,Vσ

)
K-fin

∼= Ri
qX� �

が成り立つだろう と信じられている。実際, fibreが有限次元の場合には正しい。� �
Theorem 1.4 (Vogan, [Wong-95]) .

finite lengthな (l, L ∩K)-加群Xが, 有限次元ならば, 上の Conj.は成り立つ。
特に, Xが 一次元加群 Cλ+ρu

の時, 付随する G-同変 bdl.を 直線束Lλと書くと

(1.1) H0,S

∂

(
O∗

λ,Lλ

)∞
K

∼= Aq(λ)

となり, Dolbeaut cohom. H0,S

∂

(
O∗

λ,Lλ

)
はAq(λ)の maximal global’zn.を与える。 □� �

但し, Sについては 次のセクションで説明する。
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2 Structure of Elliptic orbits

今, Gは簡約Lie群としているので, Killing form B(Xλ, Y ) := λ(Y )により, Lie環 と そ
の双対は同一視できる；

g∗ ∼= g = LieG

λ 7→ Xλ

この両辺に, Gは adjoint/co-adjoint作用している。各々の軌道は,

O∗
λ := Ad∗(G).λ ∼= G/Lλ, OXλ

:= Ad(G).Xλ
∼= G/Lxλ

と, LXλ
:= StbAdG(Xλ)を用いて 対称空間と見做せる。� �

言葉：X√
−1λ ∈ gが elliptic 即ち,

ad(X√
−1λ) ∈ Aut(g)の ∀固有値 ∈

√
−1R

となる時,
√
−1λ ∈ g :は ellipticであるといい, O∗

λを elliptic 軌道と呼ぶ。 　� �
elliptic 軌道O∗

λは, その決め方により,

pC/(pC ∩ l) ↪→ O∗
λ = G.(eQ) ↪→ GC/Q ：複素 fl.var.

↠

K/(L ∩K) ∼= KC/PKC

という vector bdl.構造を持つ。
前セクション最後の Theorem中に現れる Sは, elliptic 軌道O∗

λの fibreの次元である。
また, base spc.の次元をRと書くことが慣例である;

S := dimC pC/(pC ∩ l),

R := dimC K/(L ∩K)

ここで, O∗
λ = G.(eQ) ↪→ GC/Qは, 一般化 Borel埋込みであるが, 全ての elliptic 軌道

は 複素 fl.var.の G-軌道として得られることに注意せよ；� �
Proposition 2.1 任意の複素 flag variety GC/P に対し, GCの実型Gに依る左作用
による軌道分解を

G\
(
GC/PGC

)
= O1 ∪ · · · ∪ Ok

とする時, kは有限で open 軌道Oiは必ず elliptic軌道になる。 □� �
Example：GCとして SL2(C), PGCとして そのBorel {diag(a, a−1) | a ∈ C×}, 実型Gと
して sprit form SU(1, 1) ∼= SL2(R)を採ると,

球面 = 上半球 ∪ 赤道 ∪ 下半球
P1C D2 S1

SL2(C)/{
[ a

a−1

]
} SU(1, 1)/K SL2(R)/B
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3 Discrete series case and Penrose transform

このセクションでは, Gは離散系列表現DΛを持つとする。即ち, Harish-Chandra criterion

により, rankG = rankKとする。この時,

Fact： Aq(λ)が 離散系列 DΛ の Harish-Chandra 加群になるのは, θ-stb.parabolic qが
Borelになる時, またその時に限る；Aq(λ) ∼= (DΛ)

∞
K ⇐⇒ q ∼= b

が知られている。q ∼= bなので, Lは極大 sprit torus Tになり, elliptic軌道O∗
λは G/Tとな

る。今 Aq(λ)を考えているので, O∗
λ上には line bdl. Lλが立っている。また, non-vanishing

degree S = dimC pC/(pC ∩ t)は？？？と分かる。
従って, Vogan-Wongの幾何実現 (1.1)は この場合

H0,??

∂

(
G/T,Lλ

) ∼= DΛ

となり, Narasimhan-岡本 [Na-Ok-70]を復元する。
T の表現 Cλ+ρのパラメタ λ と DΛのHarish-Chandra パラメタΛの関係？？？

<松木 duality>

Example：GCとして SL2(C), PGC として その Borel {diag(a, a−1) | a ∈ R×
>}, 実型G

として sprit form SU(1, 1) ∼= SL2(R)を採ると, KC は {diag(a, a−1) | a ∈ R×
>}となり,

GC/PGC
∼= P1Cは 球面Xとなり, G-作用分解 とKC-作用分解は,

G\X = 上半球 ∪ 赤道 ∪ 下半球
| | |

KC\X = 北極点 ∪ dense ∪ 南極点

と対応している。
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