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概 要
このノートでは，Gelfand ペア について纏めておく。前半では, コンパクト群の

組 (G,H)に対して, 既知の事実を記録しておく。後半では, 非コンパクト群の場合に,
知られている結果について概観する。
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.
このノートは, 主に 次のペイパーたちを参考に Gelfand ペア について, 整理したものである。

• B.Gross, Some applications of Gelfand pairs to number theory, Bull.AMS.(1991).

• A.Aizenbud, D.Gourvitch, Invariant Distributions and Gelfand Pairs, Slides for talks
(2008, 2009, 2010).

• E.Lapid, Unitary periods and distinction; rep-thc aspect, Oberwolfach, March (2011).

∗”局所 period” としての distinguished 模型 HomH(π|H , 1) 研究 (但し π ∈ G∧
adm) の 前置きとして
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2 Gelfand Pairs

1 Compact Case

先ず, コンパクト群の場合を 思い出しておこう。(cf. [Gro] §1, [Bum] Chap.47)

1.1 Definitions in several view pt’s.

Definition 1.1 .

コンパクト位相群の組 (G,H) (G ⊃ H)が Gelfand ペアであるとは, 次の同値な条件を
満たすことである；
(1) L2(G/H)が 重複度一で G-既約分解する：L2(G/H) ∼=

⊕
π∈G∧ Vπ

(2) ∀π ∈ G∧に対し, H-不変部分が 一次元以下：dimC V
H
π ≤ 1

(3) ∀π ∈ G∧に対し, H-dist’d 模型が 一次元以下：dimC HomH

(
π|H , 1

)
≤ 1

(4) H-Hecke 環 L1
(
H\G/H

)
が 可換

但し, (4)の L1は vol(G; dx) = 1となる Haar 測度 dxに関する可測関数全体。

Proof for 同値性.

(1)⇐⇒ (3)は, Frobenius reciprocity HomG

(
Vπ, L

2(G/H)
) ∼= HomH

(
π
∣∣
H
, 1
)
.

(1) ⇐⇒ (4)は, 単射埋め込み ι : L1
(
H\G/H

) End
↪→G

(
L2(G/H)

)
から従う。実際, その

像 Img ιは 有限ランクのG-end’m.を全て含むので, Hecke環 L1
(
H\G/H

)
の可換性から

EndG

(
L2(G/H)

)
の可換性が導かれる。

(3)⇐⇒ (2)は, dimC Vπ ≤ ∞より, Vπは常にセミシンプルなので OK

Definition 1.2 .

コンパクト位相群の組 (G,H) (G ⊃ H)が 強 Gelfand ペアであるとは, 次の同値な条件
を満たすことである；
(1) (G×H,∆H)が Gelfand ペア
(3′) ∀π ∈ G∧, ∀τ ∈ H∧に対し, H-新谷模型が 一次元以下：dimC HomH

(
π|H , τ

)
≤ 1

(4′) Ad(H)-不変な可測関数環 L1
(
G//H

)
が 可換

1.2 Gelfand trick

表現 (π, Vπ)が具体的に与えられれば, Def.1.1の条件 (2)が 最も簡単にチェック出来る
のだが, 条件 (4)は ペア (G,H)の内的構造のみに依拠している点で興味深い。� �
Proposition 1.3 (Gelfand) .

σを Gの反対合的自己同型 (anti-inv’ln), Hをその固定点の成す部分群とする時,

∀f ∈ L1
(
H\G/H

)
：σ-inv =⇒ (G,H)：Gelfandペア

が成り立つ。 □� �
Proof. See [Lang] p.53.
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� �
Proposition 1.4 (Gelfand) .

同上の設定の下,

∀f ∈ L1
(
G//H

)
：σ-inv =⇒ (G,H)：強Gelfandペア

が成り立つ。 □� �
これらは, 次の様に模式的に 纏められる；

Rep.Th.

∀π ∈ G∧,

dimC V
H
π ≤ 1

⇐⇒
Alg.

L1
(
H\G/H

)
が 可換環

⇐=

Analy.

∀f ∈ L1
(
H\G/H

)
,

σ(f) = f なる
反 inv’ln ∃ σ

⇐⇒
Geom.

∀HgH ∈ H\G/H,

保つ 反 inv’ln ∃ σ

1.3 Known results

ペア (G,H)が Gelfand になる典型例を, 以下の表に纏める；

pair (G,H) 反 inv’ln σ

cpt.Gp.Case
(
G×G,∆G

)
(g, h) 7→ (h−1, g−1)(

O(n+m),O(n)×O(m)
)

g 7→ g−1(
UE/F (n+m),UE/F (n)× UE/F (m)

)
同上(

GLn(R),O(n)
)

g 7→ tg(
UE/F (n),O(n)

)
同上(

G,Gτ
)
, G: Lie 群, τ : inv’n, Gτ : cpt g 7→ τ(g−1)(

G,K
)
, G: 簡約群, K: maxl.cpt Cartan 反 inv’ln

1.4 Classical applications

ペア (G,H)の (強)Gelfand性は, G/H上の調和解析以外に, 群G自体の表現, 表現のク
ラスの構造 etc.の理解にも 応用されてきた。いくつか例を挙げる。

（１）
(
SO(3), SO(2)

)
は, Gelfand ペアである。

→ L2(G/H) ∼= L2(S2)の既約分解；球面調和解析

（２）
(
Sn,Sn−1

)
,
(
O(n),O(n− 1)

)
,
(
UE/F (n),UE/F (n− 1)

)
は, 強 Gelfand である。

→ 既約表現 ρ ∈ G∧の Gelfand-Zetlin 基底

（３）
(
GLn(R),O(n)

)
,
(
GLn(C),UE/F (n)

)
は, Gelfand ペアである。

→ spherical G-表現の分類：π ∈ GLn(E)
∧
sphl ←→ chr.of L1

(
H\G/H

)
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2 Non-compact Case

2.1 Definitions and modification

F を 局所体, Gをその上で定義された 簡約代数群とする。以下, ch F ̸= 2と仮定1する。
G := G(F ), HをGの閉部分群 とする。この状況では, G,Hの既約表現が 有限次元とは
限らないので, 既約許容表現のみ扱うことにする。

Definition 2.1 .

簡約位相群の組 (G,H)が Gelfand ペアであるとは, 次を満たすことである；
(3′′) ∀π ∈ G∧

admに対し, dimC HomH

(
π|H , 1

)
× dimC HomH

(
π∨|H , 1

)
≤ 1

多くの場合に, (3′′) =⇒ (3),

(3) ∀π ∈ G∧
admに対し, H-dist’d 模型が 一次元以下：dimC HomH

(
π|H , 1

)
≤ 1

2.2 Gelfand-Kazhdan’s dist’n criterion� �
Theorem 2.2 (Gelfand-Kazhdan) .

σを Gの反対合的自己同型 (anti-inv’ln), Hは σ-安定とする時,

∀ξ ∈ D
(
H\G/H

)
：σ-inv =⇒ (G,H)：Gelfandペア

が成り立つ。 □� �
但し, D(G)は G上の distribution の集合C∞

c (G)∗, D
(
H\G/H

)
は その両側H-不変部

分D(G)H×H である。
Proof. See [Pra] Lem.4.2.

� �
Proposition 2.3 (cf. [Gro] Prop.4.4.) .

Hが cpt. かつ Gの中で open とすると

C∞
c

(
H\G/H

)
：可換 ⇐⇒ (G,H)：Gelfandペア

が成り立つ。 □� �
Non-cpt. Case では, 相互関係は弱くなる；

Rep.Th.

∀π ∈ G∧,

HomH(π|H , 1)が
次元 1 以下

⇐= Alg.

なし
⇐=

Analy.

∀ξ ∈ D(G)H×H ,

σ(fξ) = ξ なる
反 inv’ln ∃ σ

⇐=
Geom.

∀HgH ∈ H\G/H,

保つ 反 inv’ln ∃ σ

1ch F = 2 では, symmetric ペアのH := Gι が簡約群とは限らなくなり, 不都合であるから。
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2.3 Known results

ペア (G,H)が Gelfand になる例を, 以下の表に纏める；

pair (G,H) F：p-adic F：Archi.(
GLn(E),GLn(F )

)
, E/F :二次 [?] [?](

GLn+m,GLn ×GLm

)
[Ja-Ra-96] 同上(

O(n+m),O(n)×O(m)
)
/C −− 同上(

GLn,O(n)
)
/C −− 同上(

GL2n, Sp(2n)
)

[He-Ra-90] [?](
GL2n, S, ψS

)
[Ja-Ra-96] [Ai-Go-Ja-09]

但し, 最下段の Sは Shalika 部分群
{[ g u

g

] ∣∣ g ∈ GLn

}
, ψSは Sの指標 ψ(tru)である。

以下の表は, ペア (G,H)が 強Gelfand になる例である。

pair (G,H) F：p-adic F：Archi.(
GLn+1,GLn

)
[Ai-Go-Ra-Sc] [Ai-Go-09-1], [?](

O(V ⊕ F ),O(V )
)

同上 [?](
UE/F (V ⊕ E),UE/F (V )

)
同上 同上

3 Rel. with Sym.pairs in Sphl.pairs

3.1 Spherical pairs

Definition 3.1 .

簡約群の組 (G,H)が spherical ペアであるとは, 次の条件を満たすことである；

B ⟲ G/H が 有限個の orbits持つ

但し, Bは Gの Borel 部分群である。

� �
Proposition 3.2 .任意の体 F 上で, 次の関係が成り立つ。

(G,H)：Gelfandペア =⇒ (G,H)：sphericalペア� �
Prrof. (G,H)が Gelfand であることから,

B\G ⟳ H は 有限個の orbits持つ

従って, (G,H)は spherical となる。
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� �
Proposition 3.3 ([Kim-Vin] Cor.2, cf.[Gro] p.282) .

Gが cpt.連結半単純 実 Lie群の時, 次の同値が成り立つ；

(G,H)：Gelfandペア ⇐⇒ (GC, HC)：sphericalペア� �
Prrof. [Kim-Vin] Thm.2 に 松島の定理を併せる。

3.2 Symmetric pairs

Definition 3.4 .

簡約群の組 (G,H, ι)が symmetric ペアであるとは, 次の条件を満たすことである；

閉部分群 H は Gの ι-fixed pt’s.である： H = Gι

但し, ιは Gの inv’lnである。

� �
Proposition 3.5 任意の体 F 上で, 次の関係が成り立つ。

(G,H)：symmetricペア =⇒ (G,H)：sphericalペア� �
Prrof. XXXXXXXXXXXXX

実数体 R上では, もっと強く� �
Proposition 3.6 ([Kra], cf.[Gro] p.282) .

Gが cpt.連結 単純 実 Lie群の時, 次の同値が成り立つ；

(G,H)：symmetricペア =⇒ (G,H)：sphericalペア� �
Note： spherical 実等質空間 G/H が コンパクトの時, spherical ペア (G,H)は 分類
されている。cf. [Kra],[Bri].

Definition 3.7 .

symmetric ペア (G,H, ι)が
(1) 連結 であるとは, G/Hが Zariski 連結であること。
(2) good であるとは, ∀閉 coset ∈ H\G/Hが σ-stable であること。
但し, 反 inv’lnを σ(g) := ι(g−1)と定めている。

Fact： 複素数体 C上では, 次が成り立つ。

symmetricペア (G,H, ι)：連結 =⇒ (G,H, ι)：good
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� �
Conjecture 3.8 任意の体 F 上で,

symmetricペア (G,H, ι)：good =⇒ (G,Gι)：Gelfand

が 成り立つであろう。 □� �
Fact：F が p-進体の場合には, 上の Conj.は成り立つ。

以上の事から, 次の包含関係を得る：(Sym.ペア と Gelfand ペア には 重なりがある)

spherical ペア (G,H)

.

Sym.ペア
.

.

Gel.ペア
.

∗

Note：θ-lift像 (その Poincaré双対である special cyc.)では, 全ての保型形式 (全ての
cyc.)を 覆い尽くせないので, symmetric でない spherical ペアの研究が 今後 重要となる
であろう。

3.3 Regular pairs

Definition 3.9 .

symmetric ペア (G,H)が regular であるとは, 次の条件を満たすことである；

Gσ上の H-不変 dist’n ∀ξ ∈ D(G)Hが σ-不変である

「(G,H)：Sym.ペア =⇒ (G,H)：Gel.ペア」を示すには, 次の Steps を踏む。
Step 1：Sym.ペア (G,H)の good 性を示す。
Step 2：(G,H)の reg.性を, nilp’t cone の外では 成立すると前提して 示す。
Step 3：(G,H)の 全ての descendants を捜して, そいつらに対して Step 2を行う。
ところが,� �
Conjecture 3.10 任意の体 F 上で,

任意の symmetricペア (G,H)は regular

であろう。 □� �
と 信じられているので, 上の Conjecture 3.8が導かれる。
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次は, reg.性が確かめられている symmetric ペア のリストである。

pair (G,H) F：p-adic F：Archi.

cpt.Gp.Case
(
G×G,∆G

)
[] [](

GLn(E),GLn(F )
)
, E/F :二次 [?] [?](

GLn+m,GLn ×GLm

)
[Ja-Ra-96] 同上(

O(n+m),O(n)×O(m)
)

−− 同上(
GLn,O(n)

)
−− 同上(

GL2n, Sp(2n)
)

[He-Ra-90] [?](
Sp(2n),GL(n)

)
[] [?](

E6, Sp(8)
)

[?] [?](
E6, SL6 × SL2

)
同上 同上(

E7, SL8

)
同上 同上(

E8, SO(10)
)

同上 同上(
F4, Sp(6)× SL2

)
同上 同上(

G2, SL2 × SL2

)
同上 同上

3.4 Open questions

(G,H)は sphel.ペア とする。dH(π) := dimC HomH

(
π
∣∣
H
, 1
)
とする。

Ｑ１：任意の π ∈ G∧
admに対して, dH(π) <∞ か？� �

Proposition 3.11 (Delorme, Sakellaridis-Venkatesh) .

多くの spherical ペア (G,H) で Ｑ１は 肯定的。� �
.

Ｑ２：πの関数として, dH(π)は 有界か？� �
Proposition 3.12 (Aizenbud-Gourevitch) .

任意のKに対して, dH(π)はMK(G)上で有界。� �
.

Ｑ３：どんな sphl.ペアが Gelfand ペアになるのか？� �
Conjecture 3.13

(G,H)：Gelfandペア ⇐⇒ dimC HomH

(
π|H , τ

)
≤ 1, ∀π: P.S.� �
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