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1 いくつかの約束事など

(1.1) 本講義を通しての約束事をいくつか述べる. そのすべてが数学全般で
ある程度以上広く使われている決まりごとである.

(1.2) 不等号として, 本講義では ≤, ≥ を用いる. a ≤ b は a が b と等しい
か, または小さいことを表しており, a ≦ b とまったく同じ意味である. a < b
は a が b より小さいことを意味する.

(1.3) 本講義で正しい数学的主張を掲げるときに, 何種類かの名前を使い分
ける. その使い分けには明確な根拠があるわけではないが, だいたい次の通
りである.

定理 (theorem) 最も重要で, 証明も大変なもの.

命題 (proposition) 定理に次いで重要で, 証明が大変なもの.

補題 (lemma) 証明が簡単であるか, 証明が大変であるにしても補助的な位
置づけの主張.

系 (corollary) すでに掲げた他の定理, 命題, 補題, 系から容易に証明できる
主張. ただし, 容易に証明できるのにわざわざ掲げる訳だから, 重要度
は低くないことが多い.

(1.4) 上記定理等の証明の最後に四角 □ があるのは, 証明終わりを示すマー
クである. 証明が伴わす, 定理等の主張のみで □ があるのは, 証明を省略す
る, という意味である. 本講義では用いないが, Q.E.D. (ラテン語の Quod
erat demonstrandum の略で, 「これが証明すべきことであった」の意) と記
される場合もある.

(1.5) ギリシャ文字の一覧表を掲げる. 本講義ではギリシャ文字を用いるの
で, 覚えておく必要がある. なお, 小文字の o （オミクロン) と大文字の幾つ
かはアルファベットと同じである. υ (ウプシロン) は数学記号としては普通
は使用されない. 以下の表では, 大は大文字, 小は小文字である.
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大 小 発音 大 小 発音
A α alpha (アルファ) N ν nu (ニュー)
B β beta (ベータ) Ξ ξ xi (グザイ, クシー)
Γ γ gamma (ガンマ) O o omicron (オミクロン)
∆ δ delata (デルタ) Π π, ϖ pi (パイ)
E ϵ, ε epsilon (イプシロン) P ρ rho (ロー)
Z ζ zeta (ゼータ, ジータ) Σ σ sigma (シグマ)
H η eta (エータ, イータ) T τ tau (タウ)
Θ θ, ϑ theta (テータ, シータ) Υ υ upsilon (ウプシロン)
I ι iota (イオタ) Φ ϕ, φ phi (ファイ, フィー)
K κ kappa (カッパ) X χ chi (カイ)
Λ λ lambda (ラムダ) Ψ ψ psi (プサイ, プシー)
M µ mu (ミュー) Ω ω omega (オメガ)

2 序—線型代数への誘い

(2.1) この序では, この講義の全体像を述べる.

(2.2) 線型代数とは何か. 数と数の, あるいは量と量の関係の中で比例は最
も重要なものの中のひとつだろう. 数 x に数 y = ax (a は定数, ここでは一
応 a = 0 も許す) を対応させる対応である. これを多変数に一般化して調べ
るのが線型代数である 1.

(2.3) 上で数 x を考える代わりにベクトル x =


x1
x2
...
xn

 を考え,

y = a1x1 + a2x2 + · · ·+ anxn

なる関係を考える. ここに a1, a2, . . . , an はあらかじめ与えられた定数であ
る. このような関係というのは日常生活でも頻出である. a1, a2, a3 がそれぞ
れがある店でのりんご, みかん, ももの１個の値段だとして, x1, x2, x3 をそれ
ぞれを買った個数とすると, y = a1x1 + a2x2 + a3x3 は, それらの総額である.
一般に z = ax + by (a, b は定数) で定まる図形が (x, y, z を座標に持つ) 空
間内の平面であることはよく知られている.

1線形代数と表記されることもある.
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(2.4) 上では元になる変量 x の方をベクトルで考えたが, 出力の方の y も

多変量にして y =


y1
y2
...
yn

 の場合を考えることによって, 線型代数の世界はさ

らに意義のあるものになる. すなわち, 関係

(2.4.1)


y1 = a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1nxn
y2 = a21x1 + a22x2 + · · ·+ a2nxn

· · ·
ym = am1x1 + am2x2 + · · ·+ amnxn

を考えることが線型代数の中で重要となる. このような関係は日常生活で頻
出の関係が複数並んでいるだけなので, 例を考えることは容易だろう. ここ
に現れる数 a11, a12, . . . , amn およびその並び具合 (長方形型に並んでいる) が
この関係を決定づける重要なものであることは比例関係 y = ax にとって比
例定数 a が極めて重要であるのと同様である. そこで, 次の定義に至る.

2.5 定義. 数を長方形型に並べ, 括弧で括ったものを行列 (matrix)と呼ぶ.
行列

A =


a11 a12 · · · a1n
a21 a22 · · · a2n

· · ·
am1 am2 · · · amn


について, 数の横の並び ai1, ai2, . . . , ain (i = 1, . . . ,m) を A の行 (row)と呼
ぶ. 数の縦の並び aj1, aj2, . . . , ajm (j = 1, . . . , n) を A の列 (column)と呼
ぶ. 第 i 行, 第 j 列に位置する数 aij のことを A の (i, j) 成分と呼ぶ. 行数
が m で列数が n の行列は m× n 行列とか, (m,n) 行列などと呼ぶ.

(2.6) 列ベクトル


x1
x2
...
xn

 は (n, 1) 行列と捉えることができるし, 行ベクト

ル (y1, y2, . . . , yn) は (1, n) 行列と捉えることができる. これらを総称して数
ベクトルという.

(2.7) 上では, 行列 A は数ベクトル (数を並べたもの) x を y に変換してい
る. このこと (すなわち式 (2.4.1)) は y = Ax と短く表される. 変換という
捉えにくいものを数の並びという極めて具体的で計算可能なもので表してい
るところが行列の優れた点である.

3



(2.8) 線型代数には様々な概念や量が現れるが, それらの多くは行列によっ
て捉えたり計算したりすることができる. したがって, 抽象的なことは抜きに
して, 行列の取り扱いを学ぶことによって, 線型代数の本質的な部分の多くを
学ぶことができる上に, 計算ができる, という極めて重要な要素を押さえるこ
とができる. よって線形代数を学ぶ場合にまず行列の取り扱いから入り, 必
要に応じて抽象的な取り扱いも学ぶという道筋を辿るのが普通であり, 我々
もこの順序で線型代数を学ぶ.

(2.9) 行列の取り扱いで重要なのは基本変形であり, 基本変形によって連立
方程式を解いたり, 階数, 逆行列, 行列式などを具体的に求めたりすることが
できる. 行列式は与えられた行列によって定まる一つの数であるが, 線型代
数の中で重要な位置を占めており, 我々も時間をかけて学ぶ. これらの中で
行列式以外の内容はおおむね線形代数学 Ia で行い, 行列式については線形代
数学 Ib で学ぶ.

(2.10) この講義は数学科・物理学科向けなので, 行列の取り扱いだけに終始
することはできない. 数学ではベクトルにしても, 線型な変換にしても, 常に
最初から数ベクトルと行列の顔をして現れる訳ではないので, ベクトルとは
何か, 線型とはなにか, といったことを十分な形で一般的に定式化してとら
え, それを必要に応じて行列と数ベクトルの話に翻訳できる能力を身につけ
ることは重要である. そうすることによって, 応用範囲が広がり, 行列の計算
で得られたものへの意味づけも十分となり, 線型代数が楽しくなることであ
ろう.

(2.11) 線形代数学 IIa では, 上記の目的のために抽象ベクトル空間を導入
し, 線型代数の抽象的取り扱いに踏み込む. その上で, それまでに学んだ行列
の計算に抽象ベクトル空間の言葉を用いた意味づけを行う. すなわちこれは,
抽象的に定義された量などが行列による計算で得られることを学ぶことでも
ある.

(2.12) ベクトルと内積は切っても切れない. 線形代数学 IIb では, 内積の
入ったベクトル空間—計量ベクトル空間—を扱う. また, 固有値と固有空間,
行列の対角化の問題も扱う.
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3 集合と写像からの準備

(3.1) 「任意の正の実数 ε に対して, ある正の実数 δ が存在して ε > δ」は
正しい. ε を決めるごとに δ を後出しで決めて良いからで, δ = ε/2 とおけば
良い. このことは,「任意の正の実数 ϵ に対して,「ある正の実数 δ が存在し
て ε > δ」」のように, 括弧をもうひとつ補って考えるべきである, とも説明
できよう.

(3.2) 「ある正の実数 δ が存在して, 任意の正の実数 ε に対して ε > δ」は
正しくない. 今度も括弧を補って「ある正の実数 δ が存在して, 「任意の正
の実数 ε に対して ε > δ」」とすれば, そんな δ が存在しないことがはっきり
するであろう.

(3.3) 上の２つの命題の違いは「任意の ε」と「ある δ」の順番の違いだけ
である. じゃんけんが後出しして良いかどうかで全然違うのと同じように, 命
題もこの順序の違いで真偽が入れ替わることがあるので特に注意してほしい.

(3.4) P (x)が変数 xについての条件（たとえば「xは偶数である」など)の
とき,「任意の xについて P (x)」というのは命題である. この主張を ∀x P (x)
と書くことがある. どんな x についても P (x) が成立する時にこの命題は正
しく, ひとつでも反例となる x があればこの命題は正しくない. 「ある x に
ついて P (x)」という主張は ∃x P (x) と書くことがある. P (x) をみたす x
がひとつでもあればこの命題は正しく, すべての x について P (x) が誤りで
あるとき, この命題も誤りである. 命題の否定を ¬ で表す時, ¬[∀x P (x)] は
∃x[¬P (x)] である.

(3.5) ∃x ∀y P (x, y) は P (x, y) を成立させる x が y に依存せずに一律に取
れる, という意味であり, ∀y ∃x P (x, y) は y に依存して P (x, y) を成立させ
る x = xy がそれぞれ取れる, という意味であり, 前者の方が後者より強い条
件である.

(3.6) 範囲の明確なものの集まりを集合 (set) という. 集合に属するものを
その集合の元 (げん, element) という. もの a が集合 X に属することを
a ∈ X と表す.

(3.7) たとえば, 1 以上 7 以下の整数の集まり X は集合である. この集合に
属するのは 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7 であるから,

X = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7}

のように元を並べて括弧で括って X を表す.
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(3.8) 偶数の全体を Y とすると,

Y = {0,±2,±4,±6, . . .}

のように書くことができる.

(3.9) 上のように元を並べて書くのではなく, 条件 P (x) をみたすもの x の
全体のなす集合を

{x | P (x)}

のように表すという方法がある. たとえば, 上の例でいうと

X = {n | n は整数で 1 ≤ n ≤ 7}

であるし,
Y = {n | n は偶数 }

である. 集合 A と条件 P (x) に対して,

{x | x ∈ A かつ P (x)}

は
{x ∈ A | P (x)}

と表して良い. 整数の全体の集合を Z で表す.

X = {n ∈ Z | 1 ≤ n ≤ 7}

と表して良い.

(3.10) 集合 A と B に対して, A が B の部分集合 (subset) であるとは,
a ∈ A ならば a ∈ B であることをいい, このことを A ⊂ B または B ⊃ A と
表す. たとえば,

{2, 6, 10} ⊂ {0, 2, 4, 6, 8, 10} ⊂ Y

である. 一方, 1 ∈ {1, 2, 3} であるが 1 /∈ Y なので {1, 2, 3} ̸⊂ Y である.

(3.11) 複素数の全体を C で, 実数の全体を R で, 自然数の全体 {n ∈ Z |
n ≥ 1} を N で表す.

C ⊃ R ⊃ Z ⊃ N

であることはいうまでもない.
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(3.12) 集合 A と B が等しいとは, A ⊂ B かつ B ⊂ A が成立することで
ある. たとえば,

{1, 2, 3} = {1, 1, 2, 2, 3, 3, 3}
である. 等しい以上, 両者は数学的に区別されない.

(3.13) 集合 A と集合 B の両方に属するものを集めると集合であり, これを
A ∩B で表して A と B の交わり (intersection) という. 上の例で

X ∩ Y = {2, 4, 6}

であることを確かめよ. 集合 A1, A2, . . . , An すべてに属するものの集まりは
A1, . . . , An の交わりと呼んで A1 ∩ A2 ∩ · · · ∩ An または

∩n
i=1Ai と表す. 一

般に
(A1 ∩ A2) ∩ A3 = A1 ∩ A2 ∩ A3 = A1 ∩ (A2 ∩ A3)

である.

(3.14) 集合 A と 集合 B の少なくとも一方に属するものの集まりは集合で
あり, これを A ∪B で表して A と B の和集合 (union) という. たとえば,

{1, 2, 3} ∪ {2, 4, 6} = {1, 2, 3, 4, 6}

である. 集合 A1, . . . , An の和集合も定義され, A1 ∪ A2 ∪ · · · ∪ An または∪n
i=1Ai で表される. 一般に

(A1 ∪ A2) ∪ A3 = A1 ∪ A2 ∪ A3 = A1 ∪ (A2 ∪ A3)

である.

(3.15) 集合 A に属し, かつ集合 B に属さないものの集まりは集合であり,
これを A \B と表し, A と B の差集合 (difference set) という. たとえば,

{1, 2, 3} \ {2, 4, 6} = {1, 3}

である.

(3.16) いかなるものも属さないようなものの集まりも集合であり, 空集合と
呼ばれる. 空集合を本講義では ∅ で表す. この記号はギリシャ文字の ϕ とは
別のものであるから「ファイ」と呼ぶべきではない.

(3.17) a1, . . . , an がもののとき, これらを並べた (a1, . . . , an) はひとつのも
のであると考えられる. (a1, . . . , an) = (b1, . . . , bn) であるのは ai = bi が
i = 1, . . . , n に対して成立することであると定める.
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(3.18) 集合 A1, . . . , An の元をひとつずつ並べた列 (a1, . . . , an) (ただし ai ∈
Ai) の集まり

{(a1, . . . , an) | ai ∈ Ai (i = 1, . . . , n)}

を A1 × A2 × · · · × An または
∏n

i=1Ai で表して A1, . . . , An の直積 (direct
product) という.

(3.19) 上でA1 = A2 = · · · = An = A のときは,
∏n

i=1Ai を An と表す. た
とえば R2 = {(x, y) | x, y ∈ R} は平面であり, R3 は空間である.

(3.20) 3 つ組 f = (A,B,Γ) が対応 (correspondence) であるとは, A, B
が集合で ΓがA×B の部分集合であることをいう. Aを f の定義域 (domain
(of definition)) と呼んでDom(f) で, B を f の終域 (codomain) と呼ん
で Codom(f) で, Γ を f のグラフ (graph) と呼んで Γf で表す. このとき,
f は A から B への対応であると呼んで, f : A → B が対応である, という.
(a, b) ∈ A× B について, (a, b) ∈ Γ であるとき, f によって a に b が対応す
るという.

(3.21) f = (A,B,Γ) が対応で, 任意の a ∈ A に対し, f によって a に対応
する b ∈ B がただひとつ存在するとき, f は写像 (map) であるという. こ
のとき, a ∈ A に対応する (ただひとつの) B の元を f(a) で表し, a の f に
よる像という. このとき

Γf = {(a, f(a)) | a ∈ A}

であるので, f : A → B は, 各 a ∈ A の像 f(a) を決めることによって決ま
る. f , g がともに A から B への写像の時, f = g であることは, Γf = Γg

であることと同じであり, これは, 任意の a ∈ A について f(a) = g(a) であ
ることに他ならない. 何を代入しても等しくなる２つの写像は等しい, と記
憶されたい. このことから, f : A → B を定義するのに, 各 a ∈ A に対して
f(a) ∈ B を明確に定めることが必要かつ十分であることが知れる.

(3.22) B が数からなる集合のとき, f は B に値を持つA 上の関数 (func-
tion) という. 関数とは写像の特殊なものである.

(3.23) f = (A,B,Γ) が対応, C ⊂ A とする. このとき,

{b ∈ B | ある c ∈ C が存在して (c, b) ∈ Γ}

を f(C) で表し, C の f による像 (image) という. f(A) を f の像と呼んで
Im f で表す.
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(3.24) f = (A,B,Γ) が対応の時, Γ′ = {(b, a) | (a, b) ∈ Γ} とおき, f−1 =
(B,A,Γ′) とおくと, f−1 は B から A への対応である. これを f の逆 (in-
verse) という. 明らかに (f−1)−1 = f である.

(3.25) f−1 による D ⊂ B の像 f−1(D) (これは A の部分集合である) を f
による D の逆像 (inverse image) という. f が写像のとき,

f−1(D) = {a ∈ A | f(a) ∈ D}

である.

(3.26) f も f−1 もともに写像の時, f−1 は f の逆写像 (inverse) と呼ばれ
る. f が写像であっても f−1 は写像とは限らないので, 一般には b ∈ B に対
して f−1(b) が A の元として意味を持つとは限らないのだが, そんなときは
f−1({b}) の意味だと解釈され, A の元ではなく部分集合として理解される.

(3.27) 集合 A に対して, f : A → A を f(a) = a で定めると写像が得られ
る. この写像を idA で表し, A の恒等写像 (identity map) という. idA の
グラフ {(a, a) | a ∈ A} を A の対角線 (diagonal) と呼んで, ∆A で表す.

(3.28) f = (A,B,Γ) と g = (B,C,∆) が対応の時,

Ξ = {(a, c) | ある b ∈ B が存在して, (a, b) ∈ Γ かつ (b, c) ∈ ∆}

とおき, (A,C,Ξ) を f と g の合成 (composite) と呼んで g ◦ f で表す. f
も g も写像ならばその合成 g ◦ f も写像であり, a ∈ A について

(g ◦ f)(a) = g(f(a))

であることは容易だろう.

3.29 補題. f : A→ B と g : B → A が写像とする. 次は同値である.

(1) g は f の逆写像である.

(2) f は g の逆写像である.

(3) g ◦ f = idA かつ f ◦ g = idB である.

3.30 補題. 写像 f : A→ B に対して, 次の条件は同値である.
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(1) 任意の a, a′ ∈ A について, f(a) = f(a′) ならば a = a′ である.

(2) 任意の a, a′ ∈ A について, a ̸= a′ ならば f(a) ̸= f(a′) である.

(3) 任意の b ∈ B に対して, f−1({b}) は高々 1 個の元からなる.

(3.31) これらの条件をみたすとき, f は単射 (injective map) であると
いう.

3.32 補題. 写像 f : A→ B に対して, 次の条件は同値である.

(1) 任意の b ∈ B に対して, ある a ∈ A が存在して f(a) = b.

(2) f(A) = B.

(3) 任意の b ∈ B に対して f−1({b}) は少なくとも 1 個の元を持つ.

(3.33) これらの条件をみたすとき, f は全射 (surjective map) であると
いう. 単射かつ全射である写像は全単射 (bijective map) と呼ばれる. 上の
２つの補題から, 次は明白であろう.

3.34 補題. 写像 f : A→ B に対して, 次は同値である.

(1) f は全単射である.

(2) 任意の b ∈ B に対して f−1({b}) はちょうど 1 個の元を持つ.

(3) f の逆対応 f−1 は写像であり, f は逆写像 f−1 を持つ.
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4 行列とその演算

(4.1) 以下, K で複素数の全体 Cまたは実数の全体 Rを表す. K の元を数と
呼ぶ. あとで述べるベクトルや行列との対比で数のことをスカラー (scalar)
と呼ぶ.

4.2 定義. 数を長方形型に並べ, 括弧で括ったものを行列 (matrix) と呼ぶ.
行列

A =


a11 a12 · · · a1n
a21 a22 · · · a2n

· · ·
am1 am2 · · · amn


について, 数の横の並び ai1, ai2, . . . , ain (i = 1, . . . ,m) を A の行 (row)と呼
ぶ. 数の縦の並び aj1, aj2, . . . , ajm (j = 1, . . . , n) を A の列 (column)と呼
ぶ. 第 i 行, 第 j 列に位置する数 aij のことを A の (i, j) 成分と呼ぶ. 行数
が m で列数が n の行列は m × n 行列とか, (m,n) 行列などと呼ぶ. (m,n)
のことを行列のサイズ (size) または型という.

(4.3) K の部分集合 Γ について, 行列 A の成分すべてが Γ の元の時, A は
Γ 係数であるという. R 係数は実数係数または実係数, Q 係数は有理数係数,
などと呼ばれる. 実数係数の行列は実行列と呼ばれる.
たとえば, (2, 2) 行列

A =

(
π
√
2−
√
3

−1 π + e

)
は実係数であるが, 有理数係数ではない.

B =

(
−3/2 1 −1
1 9/4 2

)
は有理数係数であるが整数係数ではない. Γ 係数の (m,n) 行列全体のなす集
合を Mm,n(Γ) で表す.

(4.4) (i, j) 成分が aij であるような (m,n) 行列を (aij)1≤i≤m, 1≤j≤n, または
単に (aij) と表すことがある. たとえば, (i+ j − 2)1≤i≤2, 1≤j≤4 は行列(

0 1 2 3
1 2 3 4

)
を表している.
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(4.5) 行列 A = (aij)1≤i≤m, 1≤j≤n と B = (bij)1≤i≤m′, 1≤j≤n′ とが等しいと
は, サイズが等しく (すなわちm = m′ かつ n = n′) かつ, すべての (i, j)
(1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ n) に対して aij = bij であることをいう. A と B が等
しいことを A = B と表す.

(4.6) (m,n) 行列 A = (aij) と B = (bij) に対して, (m,n) 行列 (aij + bij)
をA + B で表し, A と B の和 (sum) という. A と B の 差 (difference)
A−B も同様に (m,n) 行列 (aij − bij) として定義される. サイズが異なる行
列の和, 差は定義しない.

(4.7) (n, n)行列を n次正方行列という. ある nについて n次正方行列であ
る行列を正方行列 (square matrix) という. 1 次の正方行列は (a) (a ∈ K)
の形をしているので, (a) と書く代わりに a と書いて数と区別しないことが
多い. Γ ⊂ K に対して, Γ 係数の n 次正方行列全体 Mn,n(Γ) は単に Mn(Γ)
と表す.

(4.8) (n, 1) 行列は 
a1
a2
...
an


の形をしている. これを n次元列ベクトルという. (1, n)行列は (a1, a2, . . . , an)
の形をしている. これを n 次元行ベクトルという. 列ベクトルと行ベクトル
を総称して数ベクトルという. 本講義では特に断りの無い限り数ベクトルは
列ベクトルを指すものとする.

(4.9) α ∈ K で A = (aij) が (m,n) 行列の時, (m,n) 行列 (αaij) を αA で
表し, A の α 倍 (スカラー倍) という.

(4.10) すべての成分が 0 である行列を零行列 (zero matrix) という. サイ
ズが (m,n) の零行列を Om,n または単に O で表す.

4.11 例. (1)

(
1 −3 5
2 3 0

)
+

(
3 0 1
−1 2 3

)
=

(
4 −3 6
1 5 3

)
.

(2)

(
1 −3 5
2 3 0

)
−
(

3 0 1
−1 2 3

)
=

(
−2 −3 4
3 1 −3

)
.
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(3)
√
3

 0 4
−2 1
1 −1

 =

 0 4
√
3

−2
√
3
√
3√

3 −
√
3

.

(4) O2,4 =

(
0 0 0 0
0 0 0 0

)
.

(4.12) 行列 A に対して, (−1)A を単に −A で表すことにする.

4.13 補題. A, B, C が (m,n) 行列, α, β ∈ K のとき, 次が成立する.

(1) (A+B) + C = A+ (B + C).

(2) A+B = B + A.

(3) A−B = A+ (−B).

(4) A+Om,n = A.

(5) α(A+B) = αA+ αB.

(6) (α + β)A = αA+ βA.

(4.14) A = (aij) が (m,n) 行列, B = (bij) が (n, p) 行列とするとき, 行列
A と B の積 AB を AB = (

∑n
l=1 ailblj)1≤i≤m, 1≤j≤p で定める. すなわち, 積

AB は (m, p) 行列で, その (i, j) 成分は

ai1b1j + ai2b2j + · · ·+ ainbnj

である.

4.15 例. (1) A = (aij) が (m,n) 行列, x =


x1
x2
...
xn

 が n 次元数ベクトルの

とき,

Ax =


a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1nxn
a21x1 + a22x2 + · · ·+ a2nxn

...
am1x1 + am2x2 + · · ·+ amnxn


であり, これは m 次元数ベクトルである.
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(2)

(
a b
c d

)(
x y
z w

)
=

(
ax+ bz ay + bw
cx+ dz cy + dw

)
.一般に, n次正方行列と n次

正方行列の積は定義され, n 次正方行列になる.

(3) (a, b)

(
x
y

)
= ax+ by ∈ K.

(4)

(
x
y

)
(a, b) =

(
ax bx
ay by

)
∈M2(K).

(4.16) 行列 A = (aij) の (i, j) 成分 aij を A[i, j] と表して良いことにする.

4.17 補題. (m,n) 行列 Γ = (γij) に対して,

m∑
i=1

n∑
j=1

γij =
∑

1≤i≤m, 1≤j≤n

γij =
n∑

j=1

m∑
i=1

γij.

4.18 命題. A,A′ が (m,n)行列, B,B′ が (n, p)行列, C が (p, q)行列, α ∈ K
とする. このとき, 次が成立する.

(1) (A+ A′)B = AB + A′B, A(B +B′) = AB + AB′.

(2) α(AB) = (αA)B = A(αB).

(3) (AB)C = A(BC).

証明. (3) のみ証明する.

((AB)C)[i, j] =

p∑
l=1

(AB)[i, l] · C[l, j] =
p∑

l=1

n∑
k=1

A[i, k] ·B[k, l] · C[l, j]

であり,

(A(BC))[i, j] =
n∑

k=1

A[i, k] · (BC)[k, j] =
n∑

k=1

p∑
l=1

A[i, k] ·B[k, l] · C[l, j]

である. 補題 4.17 によって両者が一致することを確認せよ.
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4.19 注意. AB = BA は一般には成立しない. 一般に AB が定義されていて
も BA は定義されるとは限らない. 定義されていても A, B が同じサイズの
正方行列でない限りは AB と BA ではサイズが異なる. A, B が n 次正方行
列の時, AB も BA も n 次正方行列だが, たとえば(

0 1
0 0

)(
0 0
1 0

)
=

(
1 0
0 0

)
であるが (

0 0
1 0

)(
0 1
0 0

)
=

(
0 0
0 1

)
であるから, AB = BA が成立しない例となっている.

(4.20) n が自然数, 1 ≤ i, j ≤ n のとき,

δij =

{
1 (i = j)

0 (i ̸= j)

で δij を定める. この δij をクロネッカーのデルタ (Kroneker’s delta) と
いう. (i, j) 成分がクロネッカーのデルタ δij である行列

(δij)1≤i,j≤n =


1 O

1
. . .

O 1


を En で表し, n 次の単位行列という.

4.21 補題. (m,n) 行列 A = (aij) に対して, AEn = A である. また, (n, p)
行列 B = (bij) に対して, EnB = B である.

証明. AEn も A も (m,n) 行列で型は等しい.

(AEn)[i, j] =
n∑

k=1

aikδkj = ai1 ·0+ai2 ·0+· · ·+aij ·1+· · ·+ain ·0 = aij = A[i, j]

で, (i, j) 成分が等しいから AEn = A.
EnB = B も同様である.

4.22 演習. 教科書 p. 12 の問 1, 問 2, 問 3 を解け.
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5 さまざまな行列とその操作

(5.1) (m,n) 行列 A = (aij) に対して, (n,m) 行列 (aji) ((i, j) 成分が aji で
ある行列) を tA で表し, A の転置 (transpose) という.

5.2 例. (1) t

(
1 2 3
4 5 6

)
=

1 4
2 5
3 6

, t

(
a b
c d

)
=

(
a c
b d

)
.

(2) t


a1
a2
...
an

 = (a1, a2, . . . , an),
t(a1, a2, . . . , an) =


a1
a2
...
an

. スペース節約の

ため列ベクトルを行ベクトルに転置記号をつけて表すことはみかけら
れる.

5.3 補題. A,A′ は (m,n) 行列, B は (n, p) 行列, α ∈ K とする. このとき,
次が成立する.

(1) ttA = A.

(2) t(αA) = αtA.

(3) t(A+ A′) = tA+ tA′.

(4) t(AB) = tBtA.

証明. (4) のみ示す. 両辺とも定義されていて (p,m) 行列になることは容易
に分かる.

(t(AB))[i, j] = (AB)[j, i] =
n∑

k=1

A[j, k] ·B[k, i].

また,

(tBtA)[i, j] =
n∑

k=1

tB[i, k] · tA[k, j] =
n∑

k=1

B[k, i] · A[j, k]

なので両者は一致し, (i, j) 成分が等しいから t(AB) = tBtA である.
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(5.4) A = tAが成立する行列を対称行列 (symmetric matrix)という. 対
称行列は正方行列である. A = −tAの成立する行列を交代行列 (alternating
matrix) という 2. 交代行列も正方行列である.

5.5 例. 1 2 3
2 4 5
3 5 6

 ,

 0 a b
−a 0 c
−b −c 0


はそれぞれ, 対称行列, 交代行列である.

(5.6) 行列の (i, i) 成分を対角成分という. 対角成分以外の成分がすべて 0
である正方行列を対角行列という. i > j ならば aij = 0 である正方行列を
上半三角行列という. i < j ならば aij = 0 である正方行列を 下半三角行列
という. 対角行列とは, 上半三角行列であり, かつ下半三角行列でもある正方
行列のことである.

5.7 補題. A = (aij), B = (bij) は n 次の正方行列とする.

(1) A, B が上半（下半）三角行列の時, A±B, AB もそうである. このと
き, (AB)[i, i] = aiibii である.

(2) A, B が対角行列の時, A±B, AB もそうである. このとき, (AB)[i, i] =
aiibii である.

(3) A, B が対角行列の時, AB = BA である.

証明. (1). A, B が上半（下半）三角なら A±B もそうであることは容易で
ある.

(5.7.1) (AB)[i, j] = ai1b1j + ai2b2j + · · ·+ ainbnj

であるが, A, B が上半三角なら, ai1 = · · · = ai,i−1 = 0 で, bj+1,j = · · · =
bnj = 0なので,もし i > j ならば,すべての項が 0になって (AB)[i, j] = 0と
なることが確かめられる. よって AB も上半三角となる. また, 上で i = j と
すると, (5.7.1)の右辺で 0でない項は aiibii のみであるから (AB)[i, i] = aiibii
となる. 下半三角行列についても同様である.

(2) は (1) から明らか.
(3). i ̸= j なら (2) によって (AB)[i, j] = 0 = (BA)[i, j] である. i = j

なら, (AB)[i, i] = aiibii = biiaii = (BA)[i, i]. 以上により, AB = BA であ
る.

2用語が分かる人向けに解説する. スカラーが一般の体の場合, 標数が 2 である場合を考
慮して, 対角成分がすべて 0 であるという条件を加えないと正しい定義ではないが, 今は複
素数体とその部分体を考えているので, この条件は自動的であるので省略できる.
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(5.8) 上半三角, 下半三角, 対角行列の一般形は次の通りである.
a11 a12 · · · a1n
0 a22 · · · a2n
...

. . . . . .
...

0 · · · 0 ann

 ,


a11 0 · · · 0

a21 a22
. . .

...
...

...
. . . 0

an1 an2 · · · ann

 ,


a11 0 · · · 0

0 a22
. . .

...
...

. . . . . . 0
0 · · · 0 ann

 .

(5.9) αEn (α ∈ K) の形の行列をスカラー行列 (scalar matrix) という.
スカラー行列は対角行列である.

(5.10) 複素数 α = a+bi (a, b ∈ R)に対して, a−biを αの共役 3 (conjugate)
または複素共役 (complex conjugate) と呼んで, ᾱ で表す. 次は容易に確
認できる.

5.11 補題. α, β ∈ C, a ∈ R とするとき, 次が成立する.

(1) ¯̄α = α.

(2) α± β = ᾱ± β̄.

(3) αβ = ᾱβ̄.

(4) α/β = ᾱ/β̄ (β ̸= 0 のとき).

証明. (3), (4) のみ示す.
(3). α = a+ bi, β = c+ di とおくとき,

αβ = (a+ bi)(c+ di) = (ac− bd) + (ad+ bc)i

= (ac− bd)− (ad+ bc)i = (a− bi)(c− di) = ᾱβ̄.

(4). すでに示された (3) によって, α/β · β̄ = (α/β) · β = ᾱ. 両辺を β̄ で
割って求める結果を得る.

(5.12) (m,n) 行列 A = (aij) に対して, Ā を同じ (m,n) 型の行列で (i, j)
成分が āij であるもの (āij) として定義し, A の共役, 複素共役と呼ぶ.

5.13 補題. A, A′ を (m,n) 行列, B を (n, p) 行列とする. α ∈ K とする. こ
のとき次が成立する.

(1) Ā+ Ā′ = A+ A′.

3「共軛」の表記もある. いずれにしても「きょうやく」と読む.
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(2) αA = ᾱĀ.

(3) AB = ĀB̄.

(4) tĀ = tA.

証明. いずれも容易である. (3) のみ証明する. 両辺とも (m, p) 行列で型は
一致する. また, 補題 5.11 によって,

AB[i, j] = (AB)[i, j] =
n∑

k=1

A[i, k] ·B[k, j] =
n∑

k=1

A[i, k] ·B[k, j]

=
n∑

k=1

Ā[i, k] · B̄[k, j] = (ĀB̄)[i, j]

なので, AB = ĀB̄.

(5.14) (m,n) 行列 A に対して, 補題 5.13, (4) の両辺を A∗ で表し, A の随
伴行列 (adjoint matrix) またはエルミート共役 (Hermitian conjugate)
と呼ぶ. 実行列 A については A∗ = tA であることに注意する.

5.15 例.

(
2 + i −1 +

√
3i −i

−1 1 + 2i 0

)∗
=

 2− i −1
−1−

√
3i 1− 2i

i 0

 .

5.16 演習. (m,n) 行列 A, A′, (n, p) 行列 B および α ∈ K に対して次が成
立することを証明せよ.

(1) (A+ A′)∗ = A∗ + (A′)∗.

(2) (αA)∗ = ᾱA∗.

(3) (AB)∗ = B∗A∗.

(4) A∗∗ = A.

19



(5.17) A∗ = A となる行列を エルミート行列 (Hermitian matrix) とい
う. A∗ = −A となる行列を反エルミート行列 (Anti-Hermitian matrix)
または歪エルミート行列 (skew Hermitian matrix) という. どちらも正
方行列になる. 実エルミート行列と実対称行列は同一概念である. 実歪エル
ミート行列と実交代行列は同一概念である.

5.18 演習. (1) 教科書 p.17 問 15, 問 16 を解け.

(2) A が n 次正方行列のとき, A+ tA は対称行列, A− tA は交代行列であ
ることを示せ. このことから,

A =
1

2
(A+ tA) +

1

2
(A− tA)

なので A は対称行列と交代行列の和に表せることがわかる.

(3) 教科書 p.18 問 18 を解け.

(4) 教科書 p.18 問 19 を解け.
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6 行列の区分け

(6.1) 行列 
1 9 −1 2 6 8
5 4 7 3 2 1
3 6 a 2 x 5
c y 1 1 −1 0


を考える. この行列の行及び列に仕切り線をいくつか入れ,

1 9 −1 2 6 8
5 4 7 3 2 1
3 6 a 2 x 5
c y 1 1 −1 0


のように, より小さい行列が並んだものと考えることができる. このこと
を行列の区分け (partition) といい, 区分けされた行列を区分行列 (block
matrix) という.

A11 =
(
1 9 −1

)
, A12 =

(
2 6

)
, A13 =

(
8
)
,

A21 =

5 4 7
3 6 a
c y 1

 , A22 =

3 2
2 x
1 −1

 , A23 =

1
5
0


とおくとき,

A =

(
A11 A12 A13

A21 A22 A23

)
のように表して良いものとする. 区分行列の各区画に現れる行列 Aij は A
のブロック (block) という.

(6.2) 区分行列

A = (Ast) =


A11 A12 · · · A1t

A21 A22 · · · A2t
...

...
. . .

...
As1 As2 · · · Ast


について, Aklが (mk, nl)型のとき,この区分けの型は (m1, . . . ,ms;n1, . . . , nt)
型であると呼ぶことにする. たとえば (6.1)での区分けの型は (1, 3; 3, 2, 1)型
である.
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(6.3) m次元列ベクトル a1, . . . ,anを並べたもの (a1 a2 · · · an)は (m; 1, . . . , 1)
型に区分けされた (m,n) 行列である. n 次元行ベクトル b1, . . . , bm を並べ

たもの


b1
b2
...
bm

 は (1, . . . , 1;n) 型に区分けされた (m,n) 行列である.

6.4 定理. A = (Akl) および A′ = (A′kl) は (m1, . . . ,ms;n1, . . . , nt) 型に区分
けされた行列, B = (Blr) は (n1, . . . , nt; p1, . . . ; pu) 型に区分けされた行列と
する. α ∈ K とするとき, 次が成立する.

(1)

A+ A′ =


A11 + A′11 A12 + A′12 · · · A1t + A′1t
A21 + A′21 A22 + A′22 · · · A2t + A′2t

...
...

. . .
...

As1 + A′s1 As2 + A′s2 · · · Ast + A′st

 .

(2)

αA =


αA11 αA12 · · · αA1t

αA21 αA22 · · · αA2t
...

...
. . .

...
αAs1 αAs2 · · · αAst

 .

(3)

AB =


∑t

l=1A1lBl1

∑t
l=1A1lBl2 · · ·

∑t
l=1A1lBlu∑t

l=1A2lBl1

∑t
l=1A2lBl2 · · ·

∑t
l=1A2lBlu

...
...

. . .
...∑t

l=1AslBl1

∑t
l=1AslBl2 · · ·

∑t
l=1AslBlu

 .

証明. (3) のみ示す. (AB)[i, j] を求める. i ≤ m1 + · · ·+mk となる最小の k
および j ≤ p1 + · · · + pr となる最小の r をとる. i′ = i −m1 − · · · −mk−1,
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j′ = j − p1 − · · · − pr−1 とおく.

(AB)[i, j] =
n∑

h=1

A[i, h] ·B[h, j]

=

n1∑
h′=1

Ak1[i
′, h′] ·B1r[h

′, j′] +

n2∑
h′=1

Ak2[i
′, h′] ·B2r[h

′, j′] + · · ·

+
nt∑

h′=1

Akt[i
′, h′] ·Btr[h

′, j′] = (
t∑

l=1

(AklBlr))[i
′, j′]

であり, これが示すべきことであった.

6.5 例. (1) a1,a2, . . . ,amが n次元行ベクトルでA =


a1

a2
...

am

, b1, b2, . . . , bp

が n 次元列ベクトルでB = (b1 b2 · · · bp) とするとき,

AB =


a1 · b1 a1 · b2 · · · a1 · bp
a2 · b1 a2 · b2 · · · a2 · bp

...
...

. . .
...

am · b1 am · b2 · · · am · bp

 .

A = (aij), B = (bjk) とするとき,

ai · bk = (ai1, ai2, . . . , ain)


b1k
b2k
...
bnk

 =
n∑

j=1

aijbjk = (AB)[i, k]

であるから, これは行列の積の定義を繰り返したにすぎない.

(2) A が (m,n) 行列, b1, . . . , bp が n 次元列ベクトルで B = (b1 · · · bp) と
おくとき,

AB = A(b1 · · · bp) = (Ab1 · · · ;Abp).

23



(3) n 次の単位行列を En = (e1, . . . , en) と (n; 1, 1, . . . , 1) 型に区分けして,
n 次元列ベクトルの n 個の並びとみる. このとき ej の第 i 成分は
En[i, j] = δij (クロネッカーのデルタ) である. つまり,

ej =



0
...
0
1
0
...
0


(第 j 成分のみ 1)

である. ej を第 j 単位ベクトル (unit vector) という. A が任意の
(m,n) 行列の時, (2) によって

A = AEn = A(e1, . . . , en) = (Ae1, . . . , Aen)

であるから, A の第 j 列は Aej である.

(4) 教科書 p. 13 問 4 を解け.

6.6 演習. 定理 6.4 において, tA, Ā および A∗ は区分行列としてどう表され
るかを考え, 証明せよ.
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7 逆行列

(7.1) A ∈ Mn(K) に対して, AB = BA = En をみたす B ∈ Mn(K) を A
の逆行列 (inverse matrix) という. 逆行列が存在するような正方行列を正
則行列 (regular matrix) という.

7.2 補題. A が n 次正則行列の時, A の逆行列は一意的である.

証明. B, B′ がともに A の逆行列とすると,

B′ = B′En = B′(AB) = (B′A)B = EnB = B.

これが示すべきことであった.

(7.3) A が正則行列の時, その逆行列を A−1 で表す.

7.4 補題. n ≥ 1, A, B は n 次正則行列とする. このとき,

(1) En は正則であり, E−1n = En.

(2) AB は正則であり, (AB)−1 = B−1A−1.

(3) A−1 は正則であり, (A−1)−1 = A.

(4) tA は正則であり, (tA)−1 = t(A−1).

(5) Ā は正則であり, Ā−1 = A−1.

証明. (1) EnEn = EnEn = En だから.
(2) (AB)(B−1A−1) = AEnA

−1 = AA−1 = En であり, (B−1A−1)(AB) =
B−1EnB = B−1B = En だから.

(3) A−1A = AA−1 = En だから.
(4) tAt(A−1) = t(A−1A) = tEn = En であり, t(A−1)tA = t(AA−1) =

tEn = En だから.
(5) ĀA−1 = AA−1 = Ēn = En であり, A−1Ā = A−1A = Ēn = En だか

ら.
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(7.5) A = (a), B = (b) が 1 次の正方行列の時, AB = (ab) = (ba) = BA.
これが E1 = (1) になるということは a ̸= 0 で b = a−1 であるということ
である. 1 次の正則行列は零でない数のことであり, 逆行列は逆数に他なら
ない.

7.6 補題 (2 次行列の ケイリー・ハミルトンの定理 (Cayley–Hamilton’s

theorem)). A =

(
a b
c d

)
が 2 次の正方行列のとき,

A2 − (a+ d)A+ (ad− bc)E2 = O

である.

証明.

A2 − (a+ d)A = A(A− (a+ d)E2) =

(
a b
c d

)(
−d b
c −a

)
=

(
−ad+ bc 0

0 cb− ad

)
= −(ad− bc)E2

から従う.

7.7 定理. A =

(
a b
c d

)
∈M2(K) とする. このとき

(1) Ã = (a+d)E2−A =

(
d −b
−c a

)
とおくとき, AÃ = ÃA = (ad− bc)E2.

(2) A が正則である必要十分条件は ad− bc ̸= 0 である.

(3) ad− bc ̸= 0 のとき,

A−1 =
1

ad− bc

(
d −b
−c a

)
.

証明. (1) はケイリー・ハミルトンの定理から従う.
(2), (3). (2) の十分性は AÃ = ÃA = (ad − bc)E2 の各辺をスカラー

ad− bc で割ればわかり, (3) も従う. 一方 ad− bc = 0 なのに A が正則だと
仮定すると

Ã = Ã(AA−1) = (ÃA)A−1 = ((ad− bc)E2)A
−1 = O.

よって a = b = c = d = 0となって A = O であり, E2 = AA−1 = OA−1 = O.
これは矛盾である. この矛盾は Aが正則だとしたことが原因なので, ad−bc =
0 ならば A は正則ではないとわかり, 必要性がいえた.
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(7.8)

A =

(
a b
c d

)
, x =

(
x
y

)
, b =

(
u
v

)
として x =

(
x
y

)
に関する方程式

(7.8.1) Ax = b

を考える (a, b, c, d, u, v は定数). 言い直すと連立方程式

(7.8.2)

{
ax+ by = u

cx+ dy = v

を考える. この方程式は ad−bc ̸= 0のときは非常にすっきりしていて, (7.8.1)
の両辺に左から A−1 を掛けて

x = A−1b

と解ける (これが実際に解を与えることは代入すれば明らか). 成分を使って
表示すると 

x =
ud− bv
ad− bc

y =
av − uc
ad− bc

以上のように, ad− bc ̸= 0 の場合は連立方程式 (7.8.2) はちょうど一組の解
を持つことが逆行列を使ってもわかる (普通に解いてもわかるが).

(7.9) ad − bc を２次行列 A =

(
a b
c d

)
の行列式 (determinant) と呼ぶ.

行列式の定義は後に３次以上の行列に対しても与える.
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8 Kn から Km への線型写像

(8.1) あいかわらず K は R または C を表すとする. スカラーは K の元と
する.

8.2 定義. 写像 f : Kn → Km が K 線型であるとは,

f(x+ y) = f(x) + f(y) (x,y ∈ Kn)(8.2.1)

f(αx) = αf(x) (α ∈ K, x ∈ Kn)(8.2.2)

が成立することをいう. Kn から Km への K 線型写像 4 の全体の集合を
HomK(K

n, Km) で表す.

(8.3) f : Kn → Km が K 線型写像で α1, . . . , αr ∈ K, x1, . . . ,xr とする
とき,

y = α1x1 + · · ·+ αrxr

とおく. このような形の元を x1, . . . ,xr の一次結合 (linear combination)
という.

(1), (2) を組み合わせて使うと

f(y) = f(α1x1 + · · ·+ αrxr) = α1f(x1) + · · ·+ αrf(xr)

が容易に分かる.

(8.4) A ∈ Mm,n(K) に対して, Φ(A) : Kn → Km をΦ(A)(x) = Ax によっ
て定義する.

8.5 補題. 上で定義した Φ(A) : Kn → Km は K 線型写像である. Φ は
Mm,n(K) から HomK(K

n, Km) への写像である.

証明. (1). Φ(A)(x+ y) = A(x+ y) = Ax+ Ay = Φ(A)(x) + Φ(A)(y).
(2). Φ(A)(αx) = A(αx) = αA(x) = αΦ(A)(x).
以上が示すべきことであった.

8.6 補題. e1, . . . , en は Kn の単位ベクトルを, f 1, . . . ,fm は Km の単位ベ
クトルをそれぞれ表すとする. このとき, f ∈ HomK(K

n, Km) に対して

f(ej) =
t(a1j, . . . , amj) =

m∑
i=1

aijf i (j = 1, . . . , n)

4一次写像という呼び方もある. 線型代数では「線型」と「一次」を取り替えても通じる
場合が少なくない.
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で定まる (aij) ∈Mm,n(K) を Ψ(f) と表すことにする. このとき

Ψ : HomK(K
n, Km)→Mm,n(K)

は Φ の逆写像である. すなわち Ψ(Φ(A)) = A かつ Φ(Ψ(f)) = f が成立
する.

証明. A = (aij) ∈Mm,n(K)が与えられた時, Φ(A)(ej) = Aej =
t(a1j, . . . , amj)

は A の j 列目. よって Ψ(Φ(A)) = A である.
次に f ∈ HomK(K

n, Km) について, Ψ(f) = A = (aij) とおくと j =
1, . . . , n について

Φ(Ψ(f))(ej) = Aej =
t(a1j, . . . , amj) = f(ej).

したがって, 任意の x = t(x1, . . . , xn) =
∑n

j=1 xjej ∈ Kn に対して,

Φ(Ψ(f))(x) = Φ(Ψ(f))(
n∑

j=1

xjej) =
n∑

j=1

xjΦ(Ψ(f))(ej)

=
n∑

j=1

xjf(ej) = f(
n∑

j=1

xjej) = f(x).

x は任意なので Φ(Ψ(f)) = f .

(8.7) 以上によって, K 線型写像 f : Kn → Km と K 係数 (m,n) 行列A と
は Φ と Ψ によって一対一に対応する. A = Ψ(f) を f の (標準基底に関す
る) 表現行列 (representation matrix) という. f = Φ(A) を A が表す線
型写像と呼ぶことにしよう.

8.8 例. θ ∈ R とする. fθ : R2 → R2 を x ∈ R2 に対して, fθ(x) は x を原
点中心に反時計回りに角度 θ だけ回転して得られる点だとしよう. このとき,
ベクトルの和, スカラー倍の幾何的な意味を考えれば明らかなように, f が R
線型である条件 (8.2.1), (8.2.2) は成立する. よって fθ を表す行列 (表現行
列) R(θ) が存在するはずである. R(θ) = Ψ(fθ) はその求め方により, fθ(e1)
を一列目に, fθ(e2) を二列目に持つ行列である. ここに

e1 =

(
1
0

)
, e2 =

(
0
1

)
.
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e1 を角度 θ だけ回転したら t(cos θ, sin θ) であり, e2 を角度 θ だけ回転した
ら t(cos(θ + π/2), sin(θ + π/2)) = t(− sin θ, cos θ) である. 以上により,

R(θ) =

(
cos θ − sin θ
sin θ cos θ

)
であることが分かった.

8.9補題. A ∈Mm,n(K), B ∈Mn,p(K), f ∈ HomK(K
p, Kn), g ∈ HomK(K

n, Km)
とする. このとき,

(1) Φ(AB) = Φ(A) ◦ Φ(B).

(2) Φ(En) = idKn .

(3) C が n 次正則行列ならば Φ(C) は全単射で Φ(C−1) = Φ(C)−1.

(4) Ψ(g ◦ f) = Ψ(g)Ψ(f).

(5) Ψ(idKn) = En.

(6) h : Kn → Kn が全単射である K 線型写像であるとき, Ψ(h) は正則行
列で Ψ(h−1) = Ψ(h)−1.

証明. (1). 任意の x ∈ Kp に対して,

Φ(AB)(x) = (AB)x = A(Bx) = Φ(A)(Φ(B)(x)) = (Φ(A) ◦ Φ(B))(x).

x は任意なので, Φ(AB) = Φ(A) ◦ Φ(B) を得る.
(2). 任意の x ∈ Kn に対して, Φ(En)(x) = Enx = x = idKn(x). x は任

意なので, Φ(En) = idKn .
(3). すでに示した (1),(2) により,

Φ(C)Φ(C−1) = Φ(CC−1) = Φ(En) = idKn ,

Φ(C−1)Φ(C) = Φ(C−1C) = Φ(En) = idKn .

従って Φ(C) は全単射で Φ(C−1) = Φ(C)−1.
(4). すでに示した (1) により,

Ψ(g ◦ f) = Ψ(Φ(Ψ(g)) ◦ Φ(Ψ(f))) = Ψ(Φ(Ψ(g)Ψ(f))) = Ψ(g)Ψ(f).

(5). すでに示した (2) により,

Ψ(idKn) = ΨΦ(En) = En.
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(6). すでに示した (4), (5) により,

Ψ(h)Ψ(h−1) = Ψ(h ◦ h−1) = Ψ(idKn) = En,

Ψ(h−1)Ψ(h) = Ψ(h−1 ◦ h) = Ψ(idKn) = En.

(8.10) 行列は線型写像と対応しているが, その対応で行列の積は線型写像の
合成に対応しているということがわかる.

8.11 例. 角度 θ, τ に対して fθ ◦ fτ は角度 τ だけ (原点中心に) 回転してか
ら角度 θ だけさらに回転する, という操作なので, fθ+τ に一致する. 従って

R(θ)R(τ) = Ψ(fθ)Ψ(fτ ) = Ψ(fθ ◦ fτ ) = Ψ(fθ+τ ) = R(θ + τ).

従って(
cos(θ + τ) − sin(θ + τ)
sin(θ + τ) cos(θ + τ)

)
= R(θ + τ) = R(θ)R(τ)

=

(
cos θ − sin θ
sin θ cos θ

)(
cos τ − sin τ
sin τ cos τ

)
=

(
cos θ cos τ − sin θ sin τ −(cos θ sin τ + sin θ cos τ)
cos θ sin τ + sin θ cos τ cos θ cos τ − sin θ sin τ

)
.

成分を比較して, cos と sin の加法定理を得る.

8.12 例. K = R, n = m = 2 として,

A =

(
2 −1
1 1

)
とし, 線型写像 f = Φ(A) を考える. つまり,(

u
v

)
= f

(
x
y

)
= A

(
x
y

)
=

(
2x− y
x+ y

)
である. このとき, ad − bc = 3 ̸= 0 となって A には逆行列があるので,
f = Φ(A) は逆写像 f−1 = Φ(A−1) を持つ.

A−1 =
1

3

(
1 1
−1 2

)
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なので, (
x
y

)
= f−1

(
u
v

)
= A−1

(
u
v

)
=

1

3

(
u+ v
−u+ 2v

)
である. (x, y) 平面の直線

ax+ by = c ((a, b) ̸= (0, 0))

は (u, v) 平面の直線

a

3
(u+ v) +

b

3
(−u+ 2v) = c

に写る. 容易に分かるように, 原点を通る直線は原点を通る直線に, 平行な直
線は平行な直線に写る.

e1

e2

x

y

⇒
f
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(8.13) 次の演習を通して, 行列の和とスカラー倍が線型写像の和とスカラー
倍に対応することを学ぼう.

8.14 演習. f, g が Kn から Km への写像とし, α ∈ K とするとき,

f + g : Kn → Km

を (f + g)(x) = f(x) + g(x) で定義し, また

αf : Kn → Km

を (αf)(x) = αf(x) で定義する. 次のことを示せ.

(1) A,B ∈Mm,n(K) のとき, Φ(A) + Φ(B) = Φ(A+B).
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(2) f, g ∈ HomK(K
n, Km) ならば f + g ∈ HomK(K

n, Km) であり, Ψ(f +
g) = Ψ(f) + Ψ(g).

(3) A ∈Mm,n(K), α ∈ K のとき, αΦ(A) = Φ(αA).

(4) f ∈ HomK(K
n, Km), α ∈ K ならば, αf ∈ HomK(K

n, Km) であり,
Ψ(αf) = αΨ(f).
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9 行基本変形と行階段標準形

(9.1) x1, . . . , xn を変数とする連立一次方程式

(9.1.1)


a11x1 +a12x2 + · · · +a1nxn = b1
a21x1 +a22x2 + · · · +a2nxn = b2

· · ·
am1x1 +am2x2 + · · · +amnxn = bm

を考える. この方程式は

A =


a11 a12 · · · a1n
a21 a22 · · · a2n
...

...
. . .

...
am1 am2 · · · amn

 , x =


x1
x2
...
xn

 , b =


b1
b2
...
bm


とおくと,

(9.1.2) Ax = b

と書き直される. これが連立一次方程式の行列を使った表示の一般形である.
A を連立方程式の係数行列 (coefficient matrix) という.
この方程式を解こうとするとき, 次が基本的である.

9.2 補題. P を m 次正則行列とするとき, (9.1.2) と

(9.2.1) PAx = Pb

は同値である. 特にその解は同じである.

証明. (9.1.2) の両辺に左から P を掛けて (9.2.1) を得る. 逆に, (9.2.1) の両
辺に P−1 を左から掛けて (9.1.2) を得る.

(9.3) 解が同じになるのだから, PA が分かりやすい行列になるようにして,
(9.1.2) を解く代わりに (9.2.1) を解けば良い.
実際には一気に PA が分かりやすくなるように P を見つけることは難

しく, A に比べて少し分かりやすいようにできるだけである. そこで (9.2.1)
にさらに次の正則行列を左から掛け, 繰り返し A を改善するのである. A に
P を掛けるとき, 右辺の b も変わるので, A と b を並べた行列 (区分行列)
Â = (A|b) ((m,n + 1) 行列になる) を考えるのが便利である. この行列を連
立方程式 (9.1.2) の拡大係数行列 (extended coefficient matrix) という.
以下の基本行列が A を改善するのに用いられる.
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9.4 定義. 以下の 3 つのタイプの n 次正方行列を基本行列 (elementary
matrix) という.

P (i; c) = Pn(i; c) =



1
. . .

1
c

1
. . .

1


ただし 1 ≤ i ≤ n, c ∈ K, c ̸= 0 で c は i 行目に位置する. P (i, c) は単位行
列の i 行目を c 倍して得られる行列である. またこれは単位行列の i 列目を
c 倍した行列とも見ることができる.

P (i, j) = Pn(i, j) =



1
. . .

1
0 · · · 1

1
...

. . .
...

1
1 · · · 0

1
. . .

1


ただし 1 ≤ i, j ≤ n, i ̸= j で対角成分が 0になるのは i行目と j 行目. P (i, j)
は単位行列の i 行目と j 行目を入れ換えて得られる行列である. またこれは
単位行列の i 列目と j 列目を入れ換えて得られる行列と見ることもできる.

P (i, j; c) = Pn(i, j; c) =



1
. . .

1 · · · c
. . .

...
1

. . .

1


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ただし c ∈ K で c は (i, j) 成分に位置する. P (i, j; c) は En の第 j 行目の c
倍を第 i 行目に足して得られる行列である. これは En の第 i 列目の c 倍を
第 j 列目に足して得られる行列と見ることもできる.

(9.5) Aを n次元行ベクトルをm個積み重ねて得られる行列 ((1, 1, . . . , 1;n)

型に区分けされた (m,n) 行列) A =


a1

a2
...

am

 とする. このとき, 区分行列の

計算から次が分かる.

Pm(i; c)A = Pm(i; c)


a1
...
ai
...

am

 =


a1
...
cai
...

am

 .

すなわち, A に左から Pm(i; c) を掛ける操作は A の第 i 行を c 倍する. この
操作を以後 Ri × cと表す.
また,

Pm(i, j)A = Pm(i, j)



a1
...
ai
...
aj
...

am


=



a1
...
aj
...
ai
...

am


.

すなわち, A に左から Pm(i, j) を掛ける操作は A の第 i 行と第 j 行を入れ
替えることである. この操作を以後 Ri ↔ Rjと表す.
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また,

Pm(i, j; c)A = Pm(i, j)



a1
...
ai
...
aj
...

am


=



a1
...

ai + caj
...
aj
...

am


.

すなわち, A に左から Pm(i, j; c) を掛ける操作は A の第 i 行に第 j 行の c
倍を加える操作である. この操作を以後 Ri ← cRjと表す.
以上の基本行列を行列に左から掛ける操作を行基本変形 (elementary

row operation) という.

(9.6) 行基本変形を繰り返し施すとは, 基本行列をいくつか左から掛けるこ
とである. それは基本行列の積を左から掛けることと同じである.

9.7 補題. 次の公式が成立する. 特に基本行列は正則行列であり, その逆行列
もまた基本行列である.

(1) 1 ≤ i ≤ n, c, d ∈ K, c, d ̸= 0 について, Pn(i; c)Pn(i; d) = Pn(i; cd). 特
に Pn(i; c) は正則で Pn(i; c)

−1 = Pn(i; c
−1).

(2) 1 ≤ i, j ≤ n, i ̸= j について, Pn(i, j)
2 = En. 従って Pn(i, j) は正則で

Pn(i, j)
−1 = Pn(i, j).

(3) 1 ≤ i, j ≤ n, i ̸= j, c, d ∈ K について, Pn(i, j; c)Pn(i, j; d) = Pn(i, j; c+
d). 特に Pn(i, j; c) は正則で Pn(i, j; c)

−1 = Pn(i, j;−c).

証明. (1)のみ示す. Pn(i; c)Pn(i; d)は Pn(i; d)の i行目を c倍した行列なので
Pn(i; cd) になる. 特に Pn(i; c)Pn(i; c

−1) = Pn(i; 1) = En, Pn(i; c
−1)Pn(i; c) =

Pn(i; 1) = En であるので, Pn(i; c) は逆行列 Pn(i; c
−1) を持つ.

次に行基本変形によって行列がどのように簡単にできるかを考える.

9.8 定義. (m,n) 行列 B = (bij) について, B が行階段行列 (row echelon
matrix) であるとは, ある整数 r で 0 ≤ r ≤ m であるものと, 列番号
j1, . . . , jr が存在して 1 ≤ j1 < · · · < jr ≤ n であって,

(1) 各 i = 1, . . . , r について, j < ji ならば bij = 0.
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(2) 各 i = 1, . . . , r について, biji ̸= 0.

(3) i > r ならば bij = 0

が成立することをいう. r は階段行列 B から一意的に決まる. r を B の階数
(rank) と呼ぶ. (1, j1), (2, j2), . . . , (r, jr) を B の角と呼ぶことにする.

B =


0 · · · 0 b1j1
0 · · · 0 b2j2 ∗

. . . . . .

0 · · · 0 brjr
O

 (biji ̸= 0 (i = 1, . . . , r)).

B が行階段標準行列 (row echelon canonical matrix) であるとは, B が
上の行階段行列の条件に加え, さらに, bi′ji = δii′ (クロネーッカーのデルタ.
i, i′ = 1, . . . , r) をみたすことをいう. (m,n) 行列 A と 行階段行列 (行階段標
準行列) B に対して, B が A の行階段形 (row echelon form) (行階段標準
形 (row echeleon canonical form)) であるとは, ある基本行列の積 P が
存在して PA = B となる (つまり A に行基本変形を繰り返して B が得られ
る) ことをいう.

9.9 例.

A =


0 3 1 4 −1 2
0 0 0 −1 0 3
0 0 0 0 5 1
0 0 0 0 0 0

 , B =


0 1 1 0 0 0 1
0 0 0 1 0 0 −1
0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 1 1
0 0 0 0 0 0 0


とするとき, A は行階段行列であり, その階数は 3, 角は (1, 2), (2, 4), (3, 5)
である. B は行階段標準行列であり, その階数は 4, 角は (1, 2), (2, 4), (3, 5),
(4, 6) である.

(9.10) (m,n)行列 Aに対して, Aの最初の j 列を取った (m, j)行列を A(≤j)
と表すことにする. A が行階段行列 (行階段標準行列) であれば A(≤j) もそ
うである. 区分行列に関する計算規則で,

(PA)(≤j) = PA(≤j)

であるから, B が A の行階段形 (行階段標準形) であれば, B(≤j) は A(≤j) の
行階段形 (行階段標準形) である.
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9.11 定理. A ∈ Mm,n(K) に対して, A の行階段標準形 B が一意的に存在
する.

証明. n についての数学的帰納法による. まず存在を示す. 帰納法の仮定で,
(PA)(≤n−1) が行階段標準形となる基本行列の積 P が存在する. Aを PAでお
きかえ, はじめから A(≤n−1) は行階段標準行列と仮定して良い. r を A(≤n−1)
の階数とする. A = (aij)として, もし ain = 0 (i > r)であれば Aは行階段標
準行列なので, 問題ない. もし i > r で ain ̸= 0 となるものがあれば, A に左
からP (r+1, i) をかけて ar+1,n ̸= 0 としてよい. P (r+1; a−1r+1,n) を左から掛
けて ar+1,n = 1 としてよい. 次に i ̸= r+ 1 について左から P (i, r+ 1;−ain)
を掛けて, A の n 列目は基本ベクトル er+1 であるとしてよい. 以上の操作
で A(≤n−1) は一切変化していないことに注意すると, A は階数 r + 1 の行階
段標準行列になっており, 行階段標準形の存在が示された.
次に一意性を示す. PA = B, QA = C はいずれも A の行階段標準形と

する (P , Q は基本行列の積). P1 = QP−1 とおいて, P1B = C である. 数学
的帰納法の仮定により, B(≤n−1) = C(≤n−1) である. これの階数を r とおき,
第 ji 列が ei (i = 1, . . . , r) であるとする. P1ei = ei なので,

P1 =

(
Er ∗
O ∗

)
であることが従う. なので, B = (bij)とするとき, bin = 0 (i > r)であれば, B
の第 n 列 b と C の第 n 列 P1b は等しく, B = C である. 同様に, C = (cij)
とするとき, cin = 0 (i > r) であれば, やはり B = C. 最後に, bin = 0 (i > r)
でもなければ cin = 0 (i > r) でもないとき, B も C も行階段標準行列であ
ることにより, B の n 列目も C の n 列目も共に er+1 でなければならず, や
はり B = C である.

9.12 命題. A が行階段行列である (m,n) 行列のとき, A の行階段標準形 B
は A と同じ階数, 同じ角を持つ.

証明. j についての数学的帰納法で, ある基本行列の積 P が存在して, PA は
A と同じ階数, 同じ角をもち, PA の最初の j 列 (PA)(≤j) が行階段標準行列
であるようにできることを示せば良い.

j が小さい時には正しいとして, j ≥ 2の場合には基本行列の積 P で, PA
が A と同じ階数, 同じ角をもち, (PA)(≤j−1) が行階段標準行列となっている.
Aを PAで置き換え,はじめから A(≤j−1) は行階段標準行列であるとしても一
般性を失わない. r を A(≤j−1) の階数とする. (r+1, j) が角でなければ A(≤j)
も行階段標準行列で問題ない. (r+1, j)が角の時, Aに P (r+1;A[r+1, j]−1)
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を左から掛けて A[r + 1, j] = 1 としてよく, さらに i = 1, . . . , r について
P (i, r + 1;−A[i, j]) を左から掛けて, A(≤j) が行階段標準形になったが, 階数
も角も変わっていない.

9.13 定義. (m,n) 行列 A に対して, A の行階段標準形の階数を A の階数と
呼んで, rankA で表す. A がもともと階段行列である場合には命題 9.12 に
よって, これは行階段行列としての A の階数と一致している.

9.14 補題. (m,n) 行列 A と m 次の基本行列の積 P について, rank(PA) =
rankA.

証明. A と PA は共通の行階段標準形を持つ. 実際, B = QA (Q は m 次
の基本行列の積) で B が行階段標準行列ならば, B = (QP−1)(PA) であり,
QP−1 も m 次基本行列の積である. 従って補題の主張は階数の定義から明白
である.

9.15 例. 行列

A =


0 1 −1 2 0 1
0 3 −2 5 1 5
0 −1 2 −3 2 2
0 1 0 1 2 4


の行階段標準形を求めよう. A に行基本変形を加えてゆく.

0 1 −1 2 0 1
0 3 −2 5 1 5
0 −1 2 −3 2 2
0 1 0 1 2 4


R2 ← (−3)R1

R3 ← R1

R4 ← (−R1)−−−−−−−−−→


0 1 −1 2 0 1
0 0 1 −1 1 2
0 0 1 −1 2 3
0 0 1 −1 2 3


R1 ← R2

R3 ← (−R2)
R4 ← (−R2)−−−−−−−−→


0 1 0 1 1 3
0 0 1 −1 1 2
0 0 0 0 1 1
0 0 0 0 1 1


R1 ← (−R3)
R2 ← (−R3)
R4 ← (−R3)−−−−−−−−→


0 1 0 1 0 2
0 0 1 −1 0 1
0 0 0 0 1 1
0 0 0 0 0 0

 .

最後の行列が A の階段標準形である. 従って A の階数は 3 である.
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9.16 演習. 行列

A =


1 −2 −1 0 2 −2
1 −2 0 2 3 1
1 −2 0 3 3 2
0 0 1 3 1 4


の行階段標準形と階数を求めよ.

9.17 演習. (m1,m2;n1, n2) 型に区分された行列

A =

(
B O
O C

)
について, rankA = rankB + rankC であることを示せ. そのことを用いて,
教科書 p. 42, 演習問題 3.1 の (1), (2) を解答せよ.
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10 逆行列の計算

(10.1) 前節で行階段標準形と階数の求め方を学んだが, その簡単な応用とし
て逆行列の求め方がある. 次の命題で (1) の階数が n であるという条件は計
算で確認できる条件であるので他の条件も計算で確認できることになる.

10.2 命題. A が n 次正方行列の時, 次は同値である.

(1) A は階数 n である.

(2) A は基本行列の積である.

(3) A は正則行列である.

証明. (1)⇒(2). 階数 n の n 次正方行列である行階段標準行列とは単位行
列 En に他ならない. 従って, ある基本行列の積 P = P1 · · ·Pr が存在して
PA = En である (P1, . . . , Pr は基本行列). P1, . . . , Pr は正則で P−11 , . . . , P−1r

も基本行列だった. よって P も正則で P−1 = P−1r · · ·P−11 も基本行列の積.
よって PA = En に左から P−1 を掛け, A = P−1En = P−1 は基本行列の積
である.

(2)⇒(3). これは明らかである.
(3)⇒(1). もし A の階数が n 未満であるとすると, A の行階段標準形

B = PA の最終行は零ベクトルである. A, P が正則なので B も正則である
が, En = BB−1 の最終行は容易に分かるように零ベクトルで, これは矛盾.
したがって A の階数は n でなければならない.

10.3 定理. n 次正方行列 A, B について, AB = En ならば, A も B も正則
で B = A−1, A = B−1 である.

証明. PA = C を A の行階段標準形とする (P は n 次正則行列). もし
A が正則でないとすると, C の最終行は零ベクトルである. よってこれに
右から BP−1 をかけた CBP−1 = PABP−1 = PP−1 = En も最終行は零
ベクトルとなり, 矛盾. したがって A は正則でなければならない. よって
B = A−1AB = A−1. よって B = A−1 も正則で, B−1 = A.

10.4 系. n 次正方行列 A, B について, AB が正則ならば A も B も正則で
ある.

証明. 各自確かめよ.
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(10.5) n 次正方行列 A に逆行列があるかを確かめ, もしある場合に A−1 を
求める方法は以下の通りである. A の右隣に同じサイズの単位行列 En を
並べた (n, 2n) 行列 B = (A|En) を考える. B に行基本変形を施して (基
本行列の積 P を左から掛け), B の左半分を行基本標準形に変形していく.
PB = (PA|PEn) = (PA|P ) を得る. もし PA の最終行が零ベクトルになり,
A の階数が n 未満になったら逆行列はない. 一方, A の階数が n のときは,
PA = En となっているはずで, このとき A は正則なので, A−1 を右から掛
けて P = A−1. つまり, PB の右半分に現れた行列 P が求める A−1 になっ
ている.

10.6 例. ３次の正方行列

A =

2 2 1
3 −1 1
5 0 3


の逆行列を求めよう. 2 2 1 1 0 0

3 −1 1 0 1 0
5 0 3 0 0 1

 R2 ← (−R1)
R1 ↔ R2−−−−−−−−→

 1 −3 0 −1 1 0
2 2 1 1 0 0
5 0 3 0 0 1


R2 ← (−2)R1

R3 ↔ (−5)R1−−−−−−−−−→

 1 −3 0 −1 1 0
0 8 1 3 −2 0
0 15 3 5 −5 1


R3 ← (−2)R2

R3 × (−1)
R2 ↔ R3−−−−−−−−−→

 1 −3 0 −1 1 0
0 1 −1 1 1 −1
0 8 1 3 −2 0


R1 ← 3R2

R3 ← (−8)R2

R3 × 1/9
−−−−−−−−−→

 1 0 −3 2 4 −3
0 1 −1 1 1 −1
0 0 1 −5/9 −10/9 8/9


R1 ← 3R3

R2 ← R3−−−−−−−→

 1 0 0 3/9 6/9 −3/9
0 1 0 4/9 −1/9 −1/9
0 0 1 −5/9 −10/9 8/9

 .

よって求める逆行列は

A−1 =
1

9

 3 6 −3
4 −1 −1
−5 −10 8

 .
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10.7 演習. 次の行列の逆行列を求めよ.

A =

1 2 −1
2 5 −1
1 1 3

 .
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11 列基本変形と行列の標準形

(11.1) 基本行列を行列の右から掛けることを列基本変形 (column elemen-
tary operation)という. (m,n)行列に対する列基本変形は次の３つである.

Ci × c Pn(i; c) を右から掛ける. これは第 i 列を c 倍する操作である.

Ci ↔ Cj Pn(i, j) を右から掛ける. これは第 i 列と第 j 列を入れ換える操作
である.

Cj ← cCi Pn(i, j; c) を右から掛ける. これは第 j 列に第 i 列の c 倍を加える
操作である.

行基本変形と列基本変形を総称して基本変形 (elementary operation)
という. 行列 A に列基本変形を繰り返し行うことは, ある正則行列 Q を右か
ら掛けることである. 行列 A に基本変形を行うことは, ある正則行列 P と
ある正則行列 Q について, PAQ の形の行列を作ることである.

11.2 補題. 階数 r の行階段標準行列 B に列の入れ換え Ci ↔ Cj を繰り返
し行い

C =

(
Er ∗
O O

)
の形の行列を作ることができる. したがって, 任意の (m,n) 行列に行基本変
形と列の入れ換えを行ってこの形の行階段行列を作ることができる.

証明. (1, j1), (2, j2), . . . , (r, jr) が角だとすると, B の第 ji 列は ei なので, 第
1 列と第 j1 列を入れ換え, 第 2 列と第 j2 列を入れ換え,. . ., 第 r 列と第 jr
列を入れ換えれば, 1 ≤ j ≤ r について第 j 列が ej となり, 元々第 r + 1 行
目以降は零ベクトルだったことと合わせて, 求める形になっていることが分
かる. 後半は定理 9.11 と前半から明白である.

11.3 補題. A が (m,n) 行列, B が (n, p) 行列とするとき, rank(AB) ≤
rankA. さらに n = p で B が正則行列のとき, rank(AB) = rankA.

証明. 前半を示す. r = rankA とする. PA が A の行階段標準形とすると,
PA の r+ 1 行目以降は零ベクトルである. このことは右から B を掛けても
変わらず, PAB の r + 1 行目以降は零ベクトルである. PAB を, r + 1 行目
は一切触らずに行基本変形してその行階段標準形 P ′PAB を得られるが, そ
の階数は明らかに r 以下である. よって rank(AB) ≤ r = rankA.
後半は前半によって rankA = rank(ABB−1) ≤ rank(AB) ≤ rankA だか

ら明らか.
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11.4 定理. 任意の (m,n) 行列 A に対して, A に基本変形を施して

Em,n(r) =

(
Er O
O O

)
の形の行列を作ることができる. このとき r は A から一意的に定まり, A の
階数である.

証明. まず前半を示す. 補題 11.2 によって,

A =

(
Er B
O O

)
であるとして一般性を失わない. B = (bij) であるとするとき, A に i =
1, . . . , r と j = 1, . . . , n − r について Cj+r ← −bijCi をほどこして, Em,n(r)
を得る.
後半を示す. PAQ = Em,n(r) (P は m 次正則行列, Q は n 次正則行列)

だとせよ.
rankA = rank(PAQ) = rankEm,n(r)

であるが, Em,n(r) は階数 r の行階段行列であるので rankA = r を得た.

(11.5) (m,n) 行列 A に対して Em,n(r) (r = rankA) を A の標準形と呼ぶ.
定理によって, A の階数とは, A の標準形の対角線に並ぶ 1 の個数である.

11.6 系. (m,n) 行列 A に対して, rank tA = rankA である.

証明. r = rankA とすると, ある m 次正則行列 P とある n 次正則行列 Q
が存在して PAQ = Em,n(r) である. これを両辺転置して,

tQtAtP = tEm,n(r) = En,m(r).

tQ および tP は正則なので,

rank tA = rank tQtAtP = rankEn,m(r) = r = rankA.

11.7 演習. A が (m,n) 行列, B が (n, p) 行列のとき, rank(AB) ≤ rankB
であることを証明せよ.
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12 連立１次方程式

(12.1) 連立一次方程式

(12.1.1)


4x +3y −z +2u −2v = −1
x −2z −u −3v = 0
−2x −y +2z −3u −v = 4
−3x −3y +z +u −v = 3

と

(12.1.2)


4x +2u +3y −2v −z = −1
x −u −3v −2z = 0
−2x −3u −y −v +2z = 4
−3x +u −3y −v +z = 3

はまったく同じ方程式であり, 従って解も同じである. ところで (12.1.1),
(12.1.2) それぞれの拡大係数行列は

4 3 −1 2 −2 −1
1 0 −2 −1 −3 0
−2 −1 2 −3 −1 4
−3 −3 1 1 −1 3

 ,


4 2 3 −2 −1 −1
1 −1 0 −3 −2 0
−2 −3 −1 −1 2 4
−3 1 −3 −1 1 3


であり, 変数の順番を入れ換えたことにより, 列が入れ換えられている. 列の
入れ換えによって行列が整理されて方程式が分かりやすくなる場合があるが,
その際に変数の順番を明確にしておくために, 以下のように拡大係数行列の
各列の上に変数を目印として書いておくと便利である.

x y z u v b
4 3 −1 2 −2 −1
1 0 −2 −1 −3 0
−2 −1 2 −3 −1 4
−3 −3 1 1 −1 3

 ,

x u y v z b
4 2 3 −2 −1 −1
1 −1 0 −3 −2 0
−2 −3 −1 −1 2 4
−3 1 −3 −1 1 3


(12.2) さて, 一般の連立一次方程式

(12.2.1) Ax = b

を解くことを考える. ここに A = (aij) は (m,n) 行列, x = t(x1, . . . , xn) は
未知変数からなる n 次元列ベクトル, b = t(b1, . . . , bm) は m 次元数ベクトル
である. 拡大係数行列を Â = (A|b) とする.
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12.3 補題. rankA < rank Â のとき, (12.2.1) は解を持たない.

証明. 左から Â に正則行列を掛けても階数は変わらないし, 方程式の解も変
わらないので, Â は行階段標準行列として良い. このとき, 補題の仮定から,
rankA = r とすると Â の r + 1 行目は (0, 0, . . . , 0, 1) である. これは, Â に
対応する連立方程式の r+ 1 個目の方程式が 0 = 1 という方程式であること
を示しており, この方程式は x が何であってもみたされないから, 解なしで
ある.

(12.4) そこで以下, rankA = rank Â である場合を考える. Â に左から正則
行列を掛けても解が変わらないので, Â が行階段行列の場合を考えれば良い.
さらに変数を適当に入れ換えて Â の (最終列を除く) 列を入れ換えて,

Â =

(
Er C d
O O 0

)
という形だとしてよい. ここに C = (cij) ∈ Mr,n−r(K), d = t(d1, . . . , dr) ∈
Kr. このとき, u = t(x1, . . . , xr), v = t(xr+1, . . . , xn) とおけば Â に対応する
方程式 Ax = b は区分行列の計算から(

Er C
O O

)(
u
v

)
=

(
d
0

)
,

つまり, u+ Cv = d と 0 = 0 の連立になる. 第二の式は無視して良いので,

(12.4.1) u = −Cv + d

となる. この方程式の解 x = t(u,v) は, v = t(xr+1, . . . , xn) を任意に決め,
それに応じて u を (12.4.1) で一意的に決めたものとなる. これを

x =

(
u
v

)
=

(
−Cv
v

)
+

(
d
0

)
(v = {xr+1, . . . , xn} は任意)

というように表す. 成分を使って表示すると,

x1 = −c11xr+1 − c12xr+2 − · · · − c1,n−rxn + d1
x2 = −c21xr+1 − c22xr+2 − · · · − c2,n−rxn + d2

· · ·
xr = −cr1xr+1 − cr2xr+2 − · · · − cr,n−rxn + dr

xr+1 = xr+1

· · ·
xn = xn

となる.
解の表示で任意に決めて良い変数の個数 n− r を解の自由度という.
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(12.5) 以上から明らかなように, rankA = rank Âのとき,連立方程式 (12.2.1)
は解を持つ. 従って次を得る.

12.6 定理. 連立一次方程式 (12.2.1) が解を持つ必要十分条件は rankA =
rank Â である. このとき, 解の自由度は n− rankA である. 特に, rankA =
rank Â = n のとき, 一意的に解を持つ. また, rankA = rank Â < n のとき,
無限個の解を持つ.

(12.7) 連立一次方程式
x −y −z +u −v +w = −2
−x +y −u −w = 1
2x −2y −3z +2u −2v +3w = −6
x −y −3z +u −2v +2w = −5

を解いてみよう. 拡大係数行列を行基本変形して行階段標準形にする.
1 −1 −1 1 −1 1 −2
−1 1 0 −1 0 −1 1
2 −2 −3 2 −2 3 −6
1 −1 −3 1 −2 2 −5



→ · · · →


1 −1 0 1 0 1 −1
0 0 1 0 0 −1 2
0 0 0 0 1 1 −1
0 0 0 0 0 0 0

 .

rankA = rank Â = 3 であり, 解を持つ. 変数の順序を入れ換えて, 拡大係数
行列の列を入れ換える.

x y z u v w b
1 −1 0 1 0 1 −1
0 0 1 0 0 −1 2
0 0 0 0 1 1 −1
0 0 0 0 0 0 0

 →

x z v y u w b
1 0 0 −1 1 1 −1
0 1 0 0 0 −1 2
0 0 1 0 0 1 −1
0 0 0 0 0 0 0

 .

よって求める解は

x = y − u− w − 1
z = w + 2
v = −w − 1
y = y
u = u
w = w

(y, u, w は任意の数).
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(12.8) 次は連立方程式
2x −6y −2z −2u −v +5w = 1
3x −9y −2z −u −v +7w = −1
−3x +9y +2z +u +2v −6w = 1
−2x +6y +z +v −4w = 1

を解いてみよう.
拡大係数行列を行基本変形して行階段標準形

1 −3 0 1 0 2 0
0 0 1 2 0 −1 0
0 0 0 0 1 1 0
0 0 0 0 0 0 1


を得る. rankA = 3 < 4 = rank Â であり, この連立方程式は解なしである.

12.9 演習. 次の連立一次方程式を解け.

(1)


x −3y −2u −2w = 0
−x +3y −z +2u +v +5w = −4
−x +3y +z +u −2v −3w = 3
−2x +6y −z +5u +2v +9w = −3

(2)


x +y +3z −v = 2
−x −2z +u −v = −1
x +3y +5z +3u −4v = 3
2x +y +5z −u = 4

(12.10) 連立１次方程式 (12.2.1) において, b = 0 とした形の方程式

(12.10.1) Ax = 0

を斉次連立１次方程式 (homogeneous simultaneous linear equation)
という. この方程式は明らかに x = 0 という解を持つ. この解を自明な解
(trivial solution) という. 定理 12.6 から次を得る.

12.11 命題. 連立方程式 (12.10.1) が自明でない解を持つための条件は, n >
rankA である.

12.12 演習. 教科書の次の問題を解け.

(1) p. 43, 3.3 の (3), (4).

(2) p. 43, 3.5 の (1), (2).

(3) p. 53, 4.4 の (1), (2).
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13 n 次対称群

13.1 定義. 自然数の集合 {1, 2, . . . , n} を [n] で表す. [n] から [n] への全単
射全体のなす集合を Sn で表し, Sn を n 次対称群 (symmetric group) と
いう. Sn の元を n 次の置換 (permutation) という.

(13.2) m < n のとき, σ ∈ Sm に対しては σ(j) = j (m < j ≤ n) と定義
して, σ ∈ Sn とみなす場合がある. 従ってこの約束のもとでは Sm ⊂ Sn で
ある.

(13.3) σ, τ ∈ Sn に対して, 写像の合成 σ ◦ τ を σ と τ の積と呼んで, 単に
στ と書く. Sn の元 σ は各 i ∈ [n] の像が決まれば決まるので, これらを並べ
た列によって,

(13.3.1) σ = [σ(1) σ(2) · · · σ(n)]
のように表す. このことからもわかるように, Sn の元の個数は n 順列の個数
n! と一致する. σ は時には

σ =

(
1 2 · · · n

σ(1) σ(2) · · · σ(n)

)
のように (2, n) 行列によっても表される. 第 1 行の数の真下に位置する数が
σ によって対応する, というのが約束で, 第 1 行は 1, 2, . . . , n の順に必ずし
もなっていなくてもよいものとする. また, 上下が同じ数になる列は省く場
合がある. たとえば,(

1 2 3 4
2 3 1 4

)
=

(
3 1 4 2
1 2 4 3

)
=

(
3 2 1
1 3 2

)
である. このように規約すると, (2, n) 行列の上下を逆にすると置換の逆が得
られることが分かる.

σ−1 =

(
σ1 σ2 · · · σn
1 2 · · · n

)
.

(13.4) (13.3.1) と少し紛らわしいが, σ = (a1 a2 · · · al) (ただし, l ≥ 1, 1 ≤
ai ≤ n で, a1, . . . , al は相異なる) と書いたら, σ(ai) = ai+1 (i = 1, . . . , l − 1)
で σ(al) = a1 で, b ∈ [n] \ {a1, . . . , al} ならば σ(b) = b となるような置換 σ
を表すとする. このような置換 σ は巡回置換とよばれ, l はその巡回置換の長
さ (length) という. たとえば, S6 の元として,

(5 3 1 4) =

(
5 3 1 4
3 1 4 5

)
= [4 2 1 5 3 6]

である.
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(13.5) 長さ 2 の巡回置換を互換 (transposition) という. 互換は (i j)
(1 ≤ i, j ≤ n, i ̸= j) の形をしており, この置換を sij で表し, (i, j) 互換とい
う. sij(i) = j, sij(j) = i, sij(k) = k (k ̸= i, j) である. 1 ≤ i < n について,
(i, i+ 1) 互換 si i+1 を特に si で表し, このような互換を隣接互換 (adjacent
transposition) という.

13.6 定義. σ ∈ Sn に対して,

I(σ) := {(i, j) | 1 ≤ i < j ≤ n, σ(i) > σ(j)}

とおき, I(σ) の元の個数 #I(σ) を ℓ(σ) で表し, σ の転倒数 (inversion
number)5という. 転倒数が偶数である置換を偶置換 (even permutation),
奇数である置換を奇置換 (odd permutation) という.

13.7 例. n = 5, σ = [4 1 3 2] のとき,

I(σ) = {(1, 2), (1, 3), (1, 4), (3, 4)}.

で従って ℓ(σ) = 4 で σ は偶置換.
置換 σ が転倒数 0 である条件は σ = id である. 置換 σ が転倒数 1 であ

る条件は σ が隣接互換であることである.

13.8 補題. σ ∈ Sn, 1 ≤ i < n とする. このとき,

ℓ(σsi) =

{
ℓ(σ) + 1 (σ(i) < σ(i+ 1))

ℓ(σ)− 1 (σ(i) > σ(i+ 1))

である.

証明. 写像
Φ : I(σ) \ {(i, i+ 1)} → I(σsi) \ {(i, i+ 1)}

および
Ψ : I(σsi) \ {(i, i+ 1)} → I(σ) \ {(i, i+ 1)}

を Φ(j, k) = (sij, sik) および Ψ(j, k) = (sij, sik) で定めれば容易に分かるよ
うにちゃんと定義になっていて, 互いに逆写像である (s2i = id に注意せよ).

σ(i) < σ(i+1) のとき, (i, i+1) /∈ I(σ) かつ (i, i+1) ∈ I(σsi). このとき,

ℓ(σsi) = |I(σsi)| = |I(σsi)\{(i, i+1)}|+1 = |I(σ)\{(i, i+1)}|+1 = ℓ(σ)+1.

5長さ (length) と呼ばれる場合もあるが, 巡回置換の長さと紛らわしいので本書では用い
ない.
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σ(i) > σ(i+ 1) のときは, σsi(i) < σsi(i+ 1) だから上の議論を σsi に適
用して,

ℓ(σ) = ℓ(σsi) + 1

であるので, 求める結果を得る.

13.9 定理. σ ∈ Sn とする. このとき,

(1) σ = si1si2 · · · siℓ(σ)
のように, σ を ℓ(σ) 個の隣接互換の積に表すことが

できる.

(2) σ = si1si2 · · · sil のように, σ を隣接互換 l 個の積で表わせたならば,
l ≥ ℓ(σ) であり, l − ℓ(σ) は偶数である.

証明. (1). r = ℓ(σ)に関する数学的帰納法による. r = 0の場合, σ = idなの
で, σ は隣接互換 0個の積である. r > 0とし, r が小さい時に主張は正しいと
する. σ ̸= idなので, σ(1) < σ(2) < · · · < σ(n)ではありえず, σ(i) > σ(i+1)
である i が存在する. すると, ℓ(σsi) = r − 1 なので, 帰納法の仮定によって
σsi = si1 · · · sir−1 と表わせ, 従って σ = si1 · · · sir−1si である.

(2). lについての数学的帰納法. l = 0ならば σ = idであり, l = ℓ(σ). l >
0とする. σsil = si1 · · · sil−1

なので,帰納法の仮定により, l−1 = ℓ(σsil)+2u,
u ≥ 0 と書ける. ℓ(σsil) = ℓ(σ) ± 1 に注意して, l = ℓ(σ) + 2u または
l = ℓ(σ) + 2(u+ 1) となり, 求める結果を得る.

13.10 注意. 定理 13.9, (1) は, 任意の置換に対して, それを引き起こすあみ
だくじが (以下の例のように) 存在することを示している. あみだくじとは,
例 13.11 の図 (d) のように, 縦線を人数分だけ引き, 横線をいくつか隣り合う
縦線のあいだに渡したものである. くじの引きかたは, (普通はくじの下の方
は隠した状態で) 縦線のどれかを選ぶ. そして, 選んだ縦線の上端からはじめ
て, 下に向かって辿っていく. ただし, 横線に出会ったら, 下に向かわずにそ
の横線を渡って, 渡った先からまた下に行く. 一番下までいったら, そこに書
いてある内容がその人の引いたくじの結果である. たとえば, 図 (d) で上部
に 4 のある縦線を選んだ人は, s3, s2, s1 の横線を渡って, 一番左の列に行く.

13.11 例. 転倒数 5 の 5 次の置換 σ = [4 1 5 2 3] を隣接互換の積で表
そう. σs3 = [4 1 2 5 3], σs3s4 = [4 1 2 3 5], σs3s4s1 = [1 4 2 3 5],
σs3s4s1s2 = [1 2 4 3 5], σs3s4s1s2s3 = [1 2 3 4 5] = id. 従って

σ = (s3s4s1s2s3)
−1 = s3s2s1s4s3.
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これは以下のような組み合わせを実現するあみだくじの作成と対応している
(図 (a)).

1 2 3 4 5

4 1 5 2 3

1 2 3 4 5

4 1 5 2 3

図 (a) 図 (b)

4 1 2 5 3

これを完成するには, 一番下の σ = [4 1 5 2 3] をみて, 左の数字が右隣より
大きくなっている 3 列目と 4 列目 (5 > 2) にあみだくじの横棒 (隣接互換 s3
に相当) を渡し, 入れ換えの結果の置換 σs3 = [4 1 2 5 3] を横棒の少し上に書
く (図 (b)). そしてまた, 左の数字が右隣より大きくなっている箇所を探し,
同様に続け, id = [1 2 3 4 5] が得られて, 左の数字が右隣より大きい箇所がな
くなるまで続けると図 (c) のようになる. こうして作ったあみだくじが求め
るものであることは明らかだろう.

1 2 3 4 5

4 1 5 2 3

図 (c) 図 (d)

4 1 2 5 3

4 1 2 3 5

1 4 2 3 5

1 2 4 3 5

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

4 1 5 2 3

s3

s4

s1

s2

s3

得られた結果を図 (d) のように書くと, σ は横棒を下から順に掛けて得られ
る s3s2s1s4s3 であることがわかる (だからあみだくじ自体は σ−1 を引き起こ
している).
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(13.12) σ ∈ Sn に対して, sgnσ := (−1)ℓ(σ) と定義し, sgn σ を σ の符号
(signature) という. 定義から, 偶置換の符号は 1 であり, 奇置換の符号は
−1 である.

13.13 命題. σ, τ ∈ Sn に対して, sgn(στ) = sgn(σ) sgn(τ) である.

証明. u = ℓ(σ), v = ℓ(τ) とおく. 定理 13.9, (1) により,

σ = si1si2 · · · siu , τ = sj1sj2 · · · sjv
と書くと,

στ = si1si2 · · · siusj1sj2 · · · sjv
と隣接互換 u + v 個の積で書けるので, 定理 13.9, (2) により, u + v =
ℓ(στ) + 2r, r は非負整数と書ける. 従って,

sgn(στ) = (−1)ℓ(στ) = (−1)u+v−2r = (−1)u(−1)v = sgn(σ) sgn(τ).

(13.14) Sn の偶置換全体を An で表す.

13.15 補題. σ0 は奇置換とする. Φ : An → Sn \ An を Φ(σ) = σσ0 で,
Ψ : Sn \ An → An を Ψ(τ) = τσ−10 で定義すると互いに逆であり, An と
Sn \ An は 1 : 1 に対応する. 特に n ≥ 2 のとき, #An = n!/2 である.

証明. Φ, Ψ がそれぞれ定義されていることは, 命題 13.13 から明白であり,
互いに逆であることは定義から従う. 最後の主張を示す. σ0 = s1 とおけば,
前半の主張から #An = #(Sn \ An) が得られ, 足して #Sn = n! になるのだ
から, #An はその半分の n!/2 である.

13.16 例. #S3 = 3! = 6 で, #An = 6/2 = 3 である. id = [1 2 3], s2s1 =
[3 1 2], s1s2 = [2 3 1] が偶置換の全部である. これらに σ0 = s1 を右から掛
けて, s1 = [2 1 3], s2 = [1 3 2], s1s2s1 = [3 2 1] が奇置換の全部である.

13.17 演習. 次を証明せよ.

(1) (i, j) 互換 sij は転倒数が 2|j − i| − 1 である. 特に, 互換は奇置換で
ある.

(2) 互換偶数個の積は偶置換, 奇数個の積は奇置換である.

(3) 長さ r の巡回置換は r が偶数の時奇置換で, 奇数の時偶置換である.

13.18 演習. σ ∈ Sn のとき, sgn σ−1 = sgn σ である.
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14 行列式の定義と交代性

14.1 定義. A = (aij) ∈Mn(K) に対して,

(14.1.1) detA =
∑
σ∈Sn

(sgnσ)aσ1 1aσ2 2 · · · aσnn ∈ K

と定め, detA を A の行列式 (determinant) と呼ぶ. detA は |A|, |aij| ま
たは ∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 · · · a1n
a21 a22 · · · a2n
...

...
. . .

...
an1 an2 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
などとも表される.

(14.2) n が小さいときに detA がどのようなものかを見てみよう.
n = 1のとき, S1 = {id}なので det(a) = a. n = 2のとき, S2 = {id, [1 2]}.

A =

(
a11 a12
a21 a22

)
について, detAを定義する (14.1.1)の右辺の和の σ が idである項は a11a22.
σ が [1 2] である項は −a21a12 である. 従って detA = a11a22 − a21a12. もち
ろん

A =

(
a b
c d

)
の場合は detA = ad− bc である.

(14.3) n = 3 のとき,

S3 = {id, s2s1, s1s2, s1, s2, s1s2s1} = {[1 2 3], [3 1 2], [2 3 1], [2 1 3], [1 3 2], [3 2 1]},

ただしはじめの 3 つの元が偶置換, 残りの 3 つが奇置換である. 従って

det(aij) = a11a22a33+a31a12a23+a21a32a13−a21a12a33−a11a32a23−a31a22a13.

この和のはじめの３項は行列a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33


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の一行目に位置する成分からはじめて, 右下方向に成分を掛けていったもの
になっている. ただし, 右側に突き抜けたら左端から続けるものとする (a11
からはじめた項が a11a22a33, a12 からはじめた項は a12, a23, (右に突き抜け左
から続け) a31 と掛けて a12a23a31 で, a13 からはじめた項は同様に a13a21a32
である. 残りの係数 −1の３項は一行目の成分からはじめて, 左下方向に成分
を掛けていったものの−1 倍である. これをサラスの規則 (rule of Sarrus)
という.

(14.4) n = 4 だと n! = 24 なので, (14.1.1) の右辺の和の項数は 24 であ
る. サラスの規則はもはや当てはまらない. 定義から直接行列式を求めるの
は一般にはたいへんで, 後で述べるような計算方法を使うことが必要になっ
てくる.

14.5 補題. A = (aij) が n 次正方行列の時,

detA =
∑
σ∈Sn

(sgnσ)a1σ1a2σ2 · · · anσn = det tA.

証明. 定義によって

detA =
∑
σ∈Sn

(sgnσ)aσ1 1aσ2 2 · · · aσnn

であるが, 右辺の和の項に現れる積 aσ1 1aσ2 2 · · · aσnn の順序を変え, ２重添
字の第一の添字が 1, 2, . . . , n の順になるように並べ換えると, j 番目は j =
σ(σ−1j) なので aj σ−1j が来る. つまり, この積は a1σ−11a2σ−12 · · · anσ−1n と
一致する. 演習 13.18 によって sgn σ = sgn σ−1 であるので,

detA =
∑
σ∈Sn

(sgnσ−1)a1σ−11a2σ−12 · · · anσ−1n.

σ が Sn 全体をわたれば, σ−1 も Sn 全体を渡るので, 求める第一の等号を得
る. 第二の等号は tA の定義と detA の定義から明らかである.

14.6 補題. A のどれかの列が零ベクトルならば detA = 0. また, A のどれ
かの行が零ベクトルならば detA = 0.

証明. 前半は定義から容易である. 後半は補題 14.5 から従う.

14.7 補題. 上半三角行列 A = (aij) に対して, detA = a11a22 · · · ann である.
下半三角行列についてもまったく同じ式が成立する.
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証明. 前半. detA =
∑

σ∈Sn
(sgnσ)aσ1 1aσ2 2 · · · aσnn の右辺の和で 0にならな

い項を考えると, σj ≤ j (1 ≤ j ≤ n) が成立するので, σ = id でなければな
らず, 求める結果を得る. 後半は前半と補題 14.5 から明白である.

14.8 補題. n 個の n 次元数ベクトルの組に K の元を対応させる写像として,
det は次の性質を持つ.

(1) (多重線型性) 各 j に対して, aj = λa+ µb であるとき,

det(a1 · · · (λa+ µb) · · · an)

= λ det(a1 · · · a · · · an) + µ det(a1 · · · b · · · an).

(2) 各 1 ≤ i < j ≤ n に対して, ai = aj = a であるとき,

det(a1 · · · a · · · a · · · an) = 0.

(3) (正規性) det(e1 · · · en) = 1, ただし ei は第 i 単位ベクトル.

証明. (a1 · · · an) = (aij) (つまり aj =
t(a1j, . . . , anj)) とおく.

(1). a = t(a1, . . . , an), b = t(b1, . . . , bn) とおくとき, aij = λai + µbi な
ので,

det(a1 · · · (λa+ µb) · · · an) =
∑
σ∈Sn

(sgnσ)aσ1 1 · · · (λaσj + µbσj) · · · aσnn

= λ
∑
σ∈Sn

(sgnσ)aσ1 1 · · · aσj · · · aσnn + µ
∑
σ∈Sn

(sgnσ)aσ1 1 · · · bσj · · · aσnn

= λ det(a1 · · · a · · · an) + µ det(a1 · · · b · · · an).

(2). a = t(a1, . . . , an) とおく. s を (i, j) 互換 sij = (i j) とする. σ が偶
置換全体 An を渡るとき, σs は奇置換全体を渡るのだった (補題 13.15 参照).
よって

det(a1 · · ·a · · ·a · · ·an)

=
∑
σ∈An

(aσ1 1 · · · aσi · · · aσj · · · aσnn − aσs1 1 · · · aσsi · · · aσsj · · · aσsnn)

=
∑
σ∈An

(aσ1 1 · · · aσi · · · aσj · · · aσnn − aσ1 1 · · · aσj · · · aσi · · · aσnn) = 0.

(3) は detEn = 1 を主張していて, 補題 14.7 から明らかである.
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15 交代形式と小行列式

(15.1) 写像 f :Mn,r(K)→ K が交代形式 (alternating form)であるとは,

(1) f(a1 · · · (λa+ µb) · · ·ar) = λf(a1 · · ·a · · ·ar) + µf(a1 · · · b · · ·ar);

(2) f(a1 · · ·a · · ·a · · ·ar) = 0

の 2 条件が成立することをいう. さらに n = r の場合に, f(En) = 1 で
あるとき, f は正規化されているという. この約束のもとで, 補題 14.8 は
det :Mn(K)→ K が正規化された交代形式である, と言い表される.

15.2 補題. f :Mn,r(K)→ K が交代形式のとき, 列を互換で入れ換えると f
の値は −1 倍される. すなわち,

f(a1 · · · a · · · b · · · ar) = −f(a1 · · · b · · · a · · · ar).

証明.

0 = f(a1 · · · (a+ b) · · · (a+ b) · · · ar)

= f(a1 · · · a · · · b · · · ar) + f(a1 · · · b · · · a · · · ar)

から明白である.

15.3 系. f :Mn,r(K)→ K が交代形式のとき, σ ∈ Sr について,

f(aσ1 · · · aσr) = (sgn σ)f(a1 · · · ar).

特に,
det(aσ1 · · · aσn) = (sgnσ) det(a1 · · · an).

証明. ℓ(σ) についての帰納法. ℓ(σ) = 0 のときは自明である. ℓ(σ) > 0 のと
きは, ℓ(σsi) = ℓ(σ)− 1 である 1 ≤ i < n をとり, 補題 15.2 を適用して,

f(aσ1 · · · aσr) = f(aσsisi1 · · · aσsisir)

= −f(aσsi1 · · · aσsir) = −(sgn(σsi))f(a1 · · · ar) = (sgnσ)f(a1 · · · ar).

15.4 例. n ≥ 1, σ ∈ Sn に対して,

E(σ) = (eσ1 eσ2 · · · eσn) = (δiσj)

(δ はクロネッカーのデルタ) を符号行列と呼ぶ. E(σ)ej = eσj なので,
E(τ)E(σ) = E(τσ) (τ, σ ∈ Sn) である. 系 15.3 により,

detE(σ) = (sgnσ) detEn = sgnσ.
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(15.5) (m,n) 行列 A に対して, A からいくつかの行を (とびとびでも良
い) 選び, 同じ数のいくつかの列を選び, その行と列だけを抜き出して作っ
た正方行列を A の小行列 (minor matrix) という. 小行列の行列式は小
行列式 (minor) という. t 次正方行列であるような小行列の行列式を t 次
小行列式 (t-minor) と呼ぶ. i1, . . . , it 行および, j1, . . . , jt 列を抜き出し
た小行列を A⟨i1, . . . , it; j1, . . . , jt⟩ で, その行列式 |A⟨i1, . . . , it; j1, . . . , jt⟩| を
[i1, . . . , it; j1, . . . , jt]A で表すことにする.

(15.6)

15.7 例.

A =


a11 a12 a13 a14 a15
a21 a22 a23 a24 a25
a31 a32 a33 a34 a35
a41 a42 a43 a44 a45


に対して,

A⟨1, 4; 3, 5⟩ =
(
a13 a15
a43 a45

)
, [1, 4; 3, 5]A =

∣∣∣∣a13 a15
a43 a45

∣∣∣∣
であり, これらはそれぞれ A の 2 次の小行列, 小行列式である.

15.8 定理. f :Mn,r(K)→ K が交代形式のとき, A ∈Mn,r(K) に対して,

f(A) =
∑

1≤i1<···<ir≤n

f(ei1 · · · eir)[i1, . . . , ir; 1, . . . , r]A

が成立する. 特に r > n のとき, f(A) = 0 である.

証明. A = (aij) のとき,

f(A) = f(
n∑

j1=1

aj1 1ej1

n∑
j2=1

aj2 2ej2 · · ·
n∑

jr=1

ajr rejr)

=
n∑

j1=1

n∑
j2=1

· · ·
n∑

jr=1

aj1 1aj2 2 · · · ajr rf(ej1 ej2 · · · ejr).

ここで, 交代性によって, j1, . . . , jn に重複があるときは

f(ej1 ej2 · · · ejr) = 0

60



となり, j1, . . . , jr に重複がない列は, 一意的な単調増加列 1 ≤ i1 < · · · <
ir ≤ n および σ ∈ Sr によって iσ1, . . . , iσr と書ける列であることを用いると,
系 15.3 により,

f(A) =
∑

1≤i1<···<ir≤n

∑
σ∈Sr

f(eiσ1 · · · eiσr)aiσ1 1 · · · aiσr r

=
∑

1≤i1<···<ir≤n

∑
σ∈Sr

(sgnσ)f(ei1 · · · eir)aiσ1 1 · · · aiσr r

=
∑

1≤i1<···<ir≤n

f(ei1 · · · eir)[i1, . . . , ir; 1, . . . , r]A.

15.9 系. f :Mn(K)→ K が交代形式のとき, A ∈Mn(K) に対して,

f(A) = f(En)(detA)

が成立する. 特に f が正規化されている (つまり f(En) = 1)のとき, f = det
である.

証明. 定理 15.8 において, r = n の場合を考えると, 1 ≤ i1 < · · · < in ≤ n
なる整数列は 1 < 2 < · · · < n しかなく, 定理を適用して主張を得る.

15.10 例. R2 のベクトル a, b が正の向き (負の向き) であるとは, a と b は
同一直線上になく, 原点から a の側を見たときに, b が原点と a を通る直線
よりも左手 (右手) にあることをいう. これは a, b を途中で同一直線上に並
ぶことなく連続的に変形して e1, e2 (e1,−e2) に重ねることができることと
同値である. a, bが作る平行四辺形の面積を S(a, b)として, D :M2(R)→ R
を

D(a b) =


S(a, b) (a, b が正の向き)

0 (a, b が同一直線上にある
−S(a, b) (a, b が負の向き)

で定めると, 幾何的考察により, D が正規化された交代形式であることが分
かる. よって D = det である. 特に | det(a b)| = S(a, b) であり, det(a b) が
正, 0, 負であるのに応じて, a, b は正の向き, 同一直線上, 負の向きとなる.

15.11 例. R3 のベクトル a, b, c が正の向き (負の向き), あるいは右手系 (左
手系) であるとは, これらが同一平面上になく, a, b, c を途中で同一平面上に
並ぶことなく連続的に変形して e1, e2, e3 (e1, e2,−e3) に重ねることができ
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ることと同値である. a, b, c が作る平行六面体の体積を V (a, b, c) として,
D :M3(R)→ R を

D(a b c) =


V (a, b, c) (a, b, c が正の向き)

0 (a, b, c が同一平面上にある)

−V (a, b, c) (a, b, c が負の向き)

で定めると,幾何的考察により, D が正規化された交代形式であることが分か
る. よって D = detである. 特に | det(a b c)| = V (a, b, c)であり, det(a b c)
が正, 0, 負であるのに応じて, a, b, c は正の向き, 同一平面上にある, 負の向
きとなる.

15.12 命題. r, n が自然数の時, A ∈Mr,n(K) と B ∈Mn,r(K) について,

det(AB) =
∑

1≤i1<···<ir≤n

[1, . . . , r; i1, . . . , ir]A · [i1, . . . , ir; 1, . . . , r]B.

特に r > n ならば det(AB) = 0.

証明. A を固定する時, f(B) = det(AB) とおくと, f :Mn,r(K)→ K は写像
である. f が交代的であることを示そう.

f(b1 · · · (λa+ µb) · · · br) = det(Ab1 · · · A(λa+ µb) · · · Abr)
= det(Ab1 · · · (λAa+ µAb) · · · Abr)

= λ det(Ab1 · · · Aa · · · Abr) + µ det(Ab1 · · · Ab · · · Abr)
= λf(b1 · · · a; · · · br) + µf(b1 · · · b · · · br)

で多重線型性が示された. また,

f(b1 · · · a · · · a · · · br) = det(Ab1 · · · Aa · · · Aa · · · Abr)

で, 同じ列が２つあるのでこれは 0 である. 以上によって f は交代形式であ
る. 各単調増加列 1 ≤ i1 < · · · < ir ≤ n に対して,

f(ei1 · · · eir) = det(A(ei1 · · · eir)) = det(Aei1 · · · Aeir) = [1, . . . , r; i1, . . . , ir]A

であるので, 定理 15.8 によって,

det(AB) = f(B) =
∑

1≤i1<···<ir≤n

f(ei1 · · · eir)[i1, . . . , ir; 1, . . . , r]B

=
∑

1≤i1<···<ir≤n

[1, . . . , r i1, . . . , ir]A · [i1, . . . , ir; 1, . . . , r]B.
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15.13 系. A,B ∈Mn(K) のとき, det(AB) = (detA)(detB).

証明. 命題 15.12 において r = n の場合を考えると, 1 ≤ i1 < · · · < ir ≤ n
である列は 1 < · · · < n しかなく, 求める結果を得る.

15.14 演習. 奇数次の交代行列の行列式は 0 であることを証明せよ.
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16 ラプラス展開

(16.1) m または n が 0 のとき, (m,n) 行列はただ一つだけ存在する (それ
は括弧だけ存在して成分を持たない行列である) (0, 0) 行列の行列式は 1 で
あると規約する. 0 次対称群は (空集合 [0] = ∅ の) 恒等写像のみからなると
規約する.

(16.2) n が非負整数, 0 ≤ r ≤ n のときに,

Sr,n−r = {σ ∈ Sn | σ1 < · · · < σr, σ(r + 1) < · · · < σn}

とおく.

16.3 定理 (列によるラプラス展開). A = (aij) ∈ Mn(K) で 0 ≤ r ≤ n,
λ ∈ Sr,n−r のとき,

(16.3.1) |A| =
∑

τ∈Sr,n−r

(sgnλ)(sgn τ)[τ1, . . . , τr;λ1, . . . , λr]A·

[τ(r + 1), . . . , τn;λ(r + 1), . . . , λn]A

が成立する.

証明. B = (aλ1 · · · aλn) とおくと, |B| = (sgnλ)|A| であるので, A を B で
置き換えることによって, はじめから λ = id であると仮定して良い.

A = (C|D)と (n; r, n−r)型に区分して考える. τ ∈ Sr,n−r を固定し,まず
C = (eτ1 · · · eτr)の場合を考える. このとき, f(D) = det(C|D) = |A|とおく
と,明らかに f :Mn,n−r(K)→ K は交代形式である. 1 ≤ i1 < · · · < in−r ≤ n
について,

f(ei1 · · · ein−r) = |eτ1 · · · eτr ei1 · · · ein−r |.

これは (i1, . . . , in−r) = (τ(r+1), . . . , τn)のときのみ繰り返しが起こらず符号
行列になるから sgn τ であり, それ以外の場合は 0 である. よって, 定理 15.8
によって,

|A| = f(D) =
∑

1≤i1<···<in−r

f(ei1 · · · ein−r)[i1, . . . , in−r 1, . . . , n− r]D

= (sgn τ)[τ(r + 1), . . . , τn; r + 1, . . . , n]A

を得た.
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次に一般の A = (C|D)を考える. Dを固定して考え, g(C) = det(C|D) =
|A| によって, Mn,r(K) → K を考えるとやはり明らかに交代形式である.
1 ≤ i1 < · · · < ir ≤ n なる列は一意的な τ ∈ Sr,n−r によって (i1, . . . , ir) =
(τ1, . . . , τr) と表され, このとき上の結果により,

g(eτ1 · · · eτr) = (sgn τ)[τ(r + 1), . . . , τn; r + 1, . . . , n]A

と分かる. 従って定理 15.8 により,

|A| = g(C)

=
∑

τ∈Sr,n−r

(sgn τ)[τ(r + 1), . . . , τn; r + 1, . . . , n]A[τ1, . . . , τr; 1, . . . , r]C∑
τ∈Sr,n−r

(sgn τ)[τ1, . . . , τr; 1, . . . , r]A · [τ(r + 1), . . . , τn; r + 1, . . . , n]A.

これが示すべきことであった.

16.4 系 (行によるラプラス展開 (Laplace expansion)). n が自然数, A =
(aij) ∈Mn(K) で 0 ≤ r ≤ n で λ ∈ Sr,n−r のとき,

|A| =
∑

τ∈Sr,n−r

(sgnλ)(sgn τ)[λ1, . . . , λr; τ1, . . . , τr]A·

[λ(r + 1), . . . , λn; τ(r + 1), . . . , τn]A

が成立する.

証明. 定理 16.3 により,

|A| = |tA| =
∑

τ∈Sr,n−r

(sgnλ)(sgn τ)[τ1, . . . , τr;λ1, . . . , λr]tA·

[τ(r + 1), . . . , τn;λ(r + 1), . . . , λn]tA

=
∑

τ∈Sr,n−r

(sgnλ)(sgn τ)[λ1, . . . , λr; τ1, . . . , τr]A·

[λ(r + 1), . . . , λn; τ(r + 1), . . . , τn]A.
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16.5 系. 1 ≤ r < n は自然数とする. A ∈Mn(K) が

A =

(
B C
O D

)
と (r, n− r; r, n− r) 型に区分けされている時,

|A| = |B||D|

である.

証明. 定理 16.3において, λ = idの場合を考える. 補題 14.6により, (16.3.1)
において, 右辺の和の項で 0 にならないのは τ = id に対してだけであり,

|A| = [1, . . . , r; 1, . . . , r]A[r + 1, . . . , n; r + 1, . . . , n]A = |B||D|

を得る.

16.6 演習. 1 ≤ r < n は自然数とする. A ∈Mn(K) が

A =

(
B O
C D

)
と (r, n− r; r, n− r) 型に区分けされている時,

|A| = |B||D|

であることを示せ.

(16.7) 正方行列 A = (aij) ∈ Mn(K) に対して, A から第 i 行と第 j 列を
抜いて得られる n − 1 次の小行列A⟨1, . . . , î, . . . , n; 1, . . . , ĵ, . . . , n⟩ (ただし,
ˆは抜くことを表す) を Aij で表す. その小行列式の (−1)i+j 倍 (−1)i+j|Aij|
を ∆ij または ∆ij(A) で表し, A の (i, j) 余因子 (cofactor) と呼ぶ.

(16.8) 定理 16.3, 系 16.4 において, r = 1 である場合を考える. 巡回置換

(i i− 1 · · · 2 1) = [i 1 2 · · · î · · · n]

を τi で表すことにすると, sgn τi = (−1)i−1 で,

S1,n−1 = {id, τ2, τ3, . . . , τn}

である.

sgn τi sgn τj[τi2 · · · τin; τj2 · · · τjn]A
= (−1)i+j[1 · · · î · · · n; 1 · · · ĵ · · · n]A = ∆ij(A)

に注意すると次を得る.
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16.9 系 (第 j 列による余因子展開). n ≥ 1, A ∈ Mn(K), 1 ≤ j ≤ n とする.
このとき,

|A| =
n∑

i=1

aij∆ij.

16.10 系 (第 i 行による余因子展開). n ≥ 1, A ∈Mn(K), 1 ≤ i ≤ n とする.
このとき,

|A| =
n∑

j=1

aij∆ij.

16.11 例. 行列

A =


a11 a12 a13 a14
a21 a22 a33 a44
a31 a32 a33 a34
a41 a42 a43 a44


について, その行列式を r = 2, λ = id として行によりラプラス展開しよう.
S2,2 の元は

[1 2 3 4], [1 3 2 4], [1 4 2 3], [2 3 1 4], [2 4 1 3], [3 4 1 2]

で, その符号は順に 1, −1, 1, 1, −1, 1 であるから,

|A| = [1, 2; 1, 2]A·[3, 4; 3, 4]A−[1, 2; 1, 3]A·[3, 4; 2, 4]A+[1, 2; 1, 4]A·[3, 4; 2, 3]A
+ [1, 2; 2, 3]A · [3, 4; 1, 4]A − [1, 2; 2, 4]A · [3, 4; 1, 3]A + [1, 2; 3, 4]A · [3, 4; 1, 2]A

=

∣∣∣∣a11 a12
a21 a22

∣∣∣∣ · ∣∣∣∣a33 a34
a43 a44

∣∣∣∣− ∣∣∣∣a11 a13
a21 a23

∣∣∣∣ · ∣∣∣∣a32 a34
a42 a44

∣∣∣∣+ ∣∣∣∣a11 a14
a21 a24

∣∣∣∣ · ∣∣∣∣a32 a33
a42 a43

∣∣∣∣
+

∣∣∣∣a12 a13
a22 a23

∣∣∣∣ · ∣∣∣∣a31 a34
a41 a44

∣∣∣∣− ∣∣∣∣a12 a14
a22 a24

∣∣∣∣ · ∣∣∣∣a31 a33
a41 a43

∣∣∣∣+ ∣∣∣∣a13 a14
a23 a24

∣∣∣∣ · ∣∣∣∣a31 a32
a41 a42

∣∣∣∣
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となる. 同じ行列式を 2 列目で余因子展開すると,

|A| = a12∆12 + a22∆22 + a32∆32 + a42∆42

= −a12

∣∣∣∣∣∣
a21 a23 a24
a31 a33 a34
a41 a43 a44

∣∣∣∣∣∣+ a22

∣∣∣∣∣∣
a11 a13 a14
a31 a33 a34
a41 a43 a44

∣∣∣∣∣∣
− a32

∣∣∣∣∣∣
a11 a13 a14
a21 a23 a24
a41 a43 a44

∣∣∣∣∣∣+ a42

∣∣∣∣∣∣
a11 a13 a14
a21 a23 a24
a31 a33 a34

∣∣∣∣∣∣
である.
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17 余因子展開の応用

(17.1) A ∈Mn(K) に対して,

t(∆ij(A)) = (∆ji(A)) =


∆11 ∆21 · · · ∆n1

∆12 ∆22 · · · ∆n2
...

...
. . .

...
∆1n ∆2n · · · ∆nn

 ∈Mn(K)

を A の余因子行列 (cofactor matrix) と呼び, Ã で表すことにする.

17.2 演習. t̃A = tÃ を示せ.

17.3 定理. A ∈Mn(K) に対して,

AÃ = ÃA = (detA)En.

証明. まず ÃA = (detA)En を示す. これを成分で表すと 1 ≤ i, j ≤ n につ
いて,

n∑
k=1

akj∆ki =

{
detA (i = j)

0 (i ̸= j)

である. i = j の場合にこれが正しいことは系 16.9 による. i ̸= j の場合を
考える. A = (a1 · · · an) とするとき, A の第 i 列を aj に置き換えた行列
(a1 · · · aj · · · aj · · · an) を B とする. |B| = 0 を第 i 列によって余因子展
開すると,

∑n
k=1 akj∆ki = 0 を得る.

次に, AÃ = (detA)En を示す. すでに示された ÃA = (detA)En の式を
行列 tA に用いて,

AÃ = tt(AÃ) = t(tÃtA) = t(t̃AtA) = t((det tA)En) = (detA)En.

17.4 系. A ∈Mn(K) について, 次は同値である.

(1) detA ̸= 0.

(2) A は正則である.

これらの条件が成立する時, A−1 = 1
|A|Ã.
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証明. (1)⇒(2). B = 1
|A|Ã とおく. ÃA = AÃ = (detA)En の各辺を detA

で割って, BA = AB = En を得て, (2) と最後の主張 A−1 = B を得る.
(2)⇒(1). (detA)(detA−1) = det(AA−1) = detEn = 1 であるから,

detA ̸= 0 である.

17.5 演習. A ∈ Mn(K) で detA = a だとすると, det Ã = an−1 であること
を証明せよ. ヒント：まず a ̸= 0 の場合を考えよ.

17.6 演習. A ∈ Mn(Z) に対して, A が整数係数の逆行列を持つ必要十分条
件は detA = ±1 であることを証明せよ.

17.7 補題. 基本行列の行列式は以下の通りである.

det(Pn(i; c)) = c, det(Pn(i, j)) = −1, det(Pn(i, j; c)) = 1.

証明. Pn(i; c)と Pn(i, j; c)に関しては 3角行列だから明らかだろう. Pn(i, j)
は En の i 列目と j 列目を入れ換えたものなので, 系 15.3 から

detPn(i, j) = sgn sij detEn = −1.

(17.8) 基本行列 P について, det(PA) = (detP )(detA) = det(AP ) なの
で, P を左から掛ける行基本変形および右から掛ける列基本変形で行列式は
detP 倍される. つまり, 補題 17.7 によれば, Ri × c および Ci × c は行列式
を c 倍し, Ri ↔ Rj および Ci ↔ Cj は行列式を −1 倍し, Ri ← cRj およ
び Cj ← cCi は行列式を変えない. このことを用いると行列式を基本変形に
よって計算できる. 行基本変形だけでなく, 列基本変形も使えることに注意
しよう.

17.9 例. 行列式 ∣∣∣∣∣∣∣∣
10 −1 0 2
2 2 −2 1
1 7 −6 −1
2 −1 0 1

∣∣∣∣∣∣∣∣
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を求めよう.∣∣∣∣∣∣∣∣
10 −1 0 2
2 2 −2 1
1 7 −6 −1
2 −1 0 1

∣∣∣∣∣∣∣∣ = (−2)

∣∣∣∣∣∣∣∣
10 −1 0 2
2 2 1 1
1 7 3 −1
2 −1 0 1

∣∣∣∣∣∣∣∣ (C3 × (−1/2))

= (−2)

∣∣∣∣∣∣∣∣
6 1 0 2
0 3 1 1
3 6 3 −1
0 0 0 1

∣∣∣∣∣∣∣∣
(
C1 ← (−2)C4

C2 ← C3

)

= (−2)

∣∣∣∣∣∣
6 1 0
0 3 1
3 6 3

∣∣∣∣∣∣ (第 4 行で余因子展開)

= (−6)

∣∣∣∣∣∣
6 1 0
0 3 1
1 2 1

∣∣∣∣∣∣ (R3 × (1/3))

(−6)

∣∣∣∣∣∣
6 1 0
−1 1 0
1 2 1

∣∣∣∣∣∣ (R2 ← (−1)R3)

= (−6)
∣∣∣∣ 6 1
−1 1

∣∣∣∣ (第 3 列で余因子展開)

= (−6)(6 · 1− 1 · (−1)) = −42 (定義に従って計算).

17.10 例. 変数 x1, . . . , xn に対して,

∆(x1, . . . , xn) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 · · · 1
x1 x2 · · · xn
x21 x22 · · · x2n
...

...
. . .

...
xn−11 xn−12 · · · xn−1n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
をファンデルモンド行列式 (Vandermonde determinant) と呼ぶ.

∆(x1, . . . , xn) =
∏

1≤i<j≤n

(xj − xi)

であることを証明しよう.
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n についての数学的帰納法による. n = 1 のときは空な積であり, 1 と理
解されるので, 正しい. n ≥ 2 とし, n が小さい時には正しいものとしよう.
まず与えられた ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 · · · 1
x1 x2 · · · xn
x21 x22 · · · x2n
...

...
. . .

...
xn−11 xn−12 · · · xn−1n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
に Rn ← (−x1)Rn−1, Rn−1 ← (−x1)Rn−2, . . . , R2 ← (−x1)R1 をこの順で作
用させて, 値を変えずに∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 · · · 1
0 x2 − x1 · · · xn − x1
0 x22 − x1x2 · · · x2n − x1xn
...

...
. . .

...
0 xn−12 − x1xn−22 · · · xn−1n − x1xn−2n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
x2 − x1 · · · xn − x1
x22 − x1x2 · · · x2n − x1xn

...
. . .

...
xn−12 − x1xn−22 · · · xn−1n − x1xn−2n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
となる. この行列式は第 j 列目が xj+1−x1 で割れるので, それらをくくって,

(x2 − x1)(x3 − x1) · · · (xn − x1)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 · · · 1
x2 · · · xn
...

. . .
...

xn−22 · · · xn−2n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
となる. これは数学的帰納法の仮定によって,

(x2 − x1)(x3 − x1) · · · (xn − x1)
∏

2≤i<j≤n

(xj − xi) =
∏

1≤i<j≤n

(xj − xi)

と一致するので, 求める主張を得る.

17.11 演習. 次の行列式を求めよ.∣∣∣∣∣∣∣∣
5 2 4 1
−2 6 5 −1
−1 5 5 −1
1 −1 1 1

∣∣∣∣∣∣∣∣
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(17.12) 連立一次方程式 Ax = b で, 係数行列 A が n 次正則行列の場合を
考える. このとき, この方程式は x = A−1b と一意的に解けるわけだが, この
解の各成分を行列式を使って表す方法がある. A = (a1 · · · an) と列ベクト
ルを並べた形で書くと,

xj =
∑
i

A−1[j, i]bi =
1

detA

∑
i

bi∆ij =
|a1 · · · b · · ·an|

|A|
,

ただし, j 列目の aj が b で置き換わる. 最後の等式は右辺の分子の行列式を
j 列目で余因子展開すればわかる. 以上により, 次を得る.

17.13 定理 (クラメールの解法). A が n 次正則行列, b が n 次元列ベクトル
とするとき, 連立一次方程式 Ax = b はただひとつの解をもち, その第 j 成
分は

|Bj|
|A|

である. ここに, Bj は A の第 j 列を b で置き換えた n 次正方行列である.

17.14 演習. 連立方程式
3x −2y +5z = −1
−2x +y −3z = 5
x +3y +2z = 3

をクラメールの方法で解け.

(17.15) クラメールの解法で連立方程式を解くには n 次正方行列の行列式
を n+ 1 回計算することになり, あまり実用向きではない.
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18 小行列式と階数

18.1 補題. m, n, p は自然数とし, A ∈Mm,n(K), B ∈Mn,p(K) とする. この
とき, 1 ≤ r ≤ min(m, p) と 1 ≤ i1 < · · · < ir ≤ m と 1 ≤ j1 < · · · < jr ≤ p
に対して

[i1, . . . , ir; j1, . . . , jr]AB

=
∑

τ∈Sr,n−r

(sgn τ)[i1, i2, . . . , ir τ1, τ2, . . . , τr]A·[τ1, τ2, . . . , τr; j1, j2, . . . , jr]B

が成立する.

証明. C を A から i1, . . . , ir 行を抜き出した (r, n) 行列とし, D を B から
j1, . . . , jr 列を抜き出した (n, r) 行列とすると, 命題 15.12 によって,

[i1, . . . , ir; j1, . . . , jr]AB = det(CD)

=
∑

τ∈Sr,n−r

(sgn τ)[1, . . . , r; τ1, . . . , τr]C · [τ1, . . . , τr; 1, . . . , r]D

=
∑

τ∈Sr,n−r

(sgn τ)[i1, . . . , ir; τ1, . . . , τr]A · [τ1, . . . , τr; j11, . . . , jr]B.

(18.2) A ∈Mm,n(K) に対し, rkA を

rkA = max{r |ある A の r 次の小行列式で 0 でないものが存在する }

で定義する. 0 次の小行列式は 1 でこれは 0 ではないので, rkA は 0 以上の
整数である. min(m,n) を超えるサイズの A の小行列式は存在しないので,
rkA ≤ min(m,n) である.

18.3 補題. A が (m,n) 行列, B が (n, p) 行列の時,

rk(AB) ≤ min(rkA, rkB).

n = p で B が正則なら rk(AB) = rkA. m = n で A が正則なら rk(AB) =
rkB.

証明. r = rk(AB)として, [i1, . . . , ir; j1, . . . , jr]AB ̸= 0とすると,補題 18.1に
よって, A も B も少なくともひとつの 0 でない小行列式を持たなくてはなら
ないから前半が従う. B が正則とすると, 前半により rkA = rk(ABB−1) ≤
rk(AB) ≤ rkA. A が正則とすると, 前半により rkB = rk(A−1AB) ≤
rk(AB) ≤ rkB.
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18.4 定理. (m,n) 行列 A に対して, rkA = rankA.

証明. r = rankA とおく. 定理 11.4 によって, ある m 次の正則行列 P と n
次の正則行列 Q が存在して, PAQ = Em,n(r) と標準形にすることができた.
rk の定義から直ちに rkEm,n(r) = r なので, 補題 18.3 により,

rkA = rk(PAQ) = rkEm,n(r) = r = rankA.
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19 ベクトル空間と部分空間

(19.1) K は R または C を表すとする.

19.2 定義. V が K ベクトル空間 (vector space) であるとは, V が集合で,
V に和と呼ばれる２項算法 + (つまり, + : V × V → V が写像であるという
こと. ただし, 算法の結果 +(v1,v2) は v1 + v2 と表す) と K 作用と呼ばれ
る写像 µ : K × V → V (ただし (α,v) ∈ K × V について, µ(α,v) は av と
書く) が与えられて次の 8 条件をみたすことをいう.

(1) v1,v2,v3 ∈ V に対して, (v1 + v2) + v3 = v1 + (v2 + v3).

(2) v1,v2 ∈ V に対して v1 + v2 = v2 + v1.

(3) α, β ∈ K, v ∈ V について, (αβ)v = α(βv).

(4) v ∈ V について, 1v = v.

(5) α, β ∈ K, v ∈ V について (α + β)v = αv + βv.

(6) α ∈ K, v1,v2 ∈ V について, α(v1 + v2) = αv1 + αv2.

(7) ある v0 ∈ V が存在して任意の v ∈ V に対して v0 + v = v.

(ここで (7) の v0 は一意的であることに注意する. 実際, v′0 も任意の v ∈ V
について v′0 + v = v をみたす V の元と仮定すると,

v′0 = v0 + v′0 = v′0 + v0 = v0.

この一意的に存在する v0 を V の零ベクトル (null vector) と呼んで 0V ま
たは 0 で表すことにする).

(8) 任意の v ∈ V に対して, ある x ∈ V が存在して x+ v = 0V .

19.3 演習. 条件 (8) の x は v によって一意的に決まる.

(19.4) 条件 (8)の (v で一意的に決まる) xを −v で表し, v の反元 (oppo-
site) またはマイナス元 (negation) という. v,v′ ∈ V に対して, v + (−v′)
を v − v′ で表す. 定義により, v ∈ V について,

−v + v = v − v = 0.

19.5 補題. 上記条件 (1)–(7) のもとで, 上記条件 (8) は次と同値である.
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(8′) 任意の v ∈ V について, 0 · v = 0V .

これらのもとで, (−1)v = −v である.

証明. (8)⇒ (8′).

0 · v = 0 · v + 0 · v − 0 · v = (0 + 0) · v − 0 · v = 0 · v − 0 · v = 0.

(8′)⇒ (8). (−1)v+ v = (−1)v+ 1v = ((−1) + 1)v = 0 · v = 0. 最後の主張
とともに (8) が成り立った.

19.6 補題. m,n が非負整数の時, Mm,n(K) は行列の和とスカラー倍によっ
て, K ベクトル空間である. 特に Kn = Mn,1(K) は数ベクトルの和とスカ
ラー倍によって K ベクトル空間である. 特に K1 = K は K の和と, K の積
によって K ベクトル空間である.

証明. 補題 4.13 と, A ∈Mm,n(K) に対して A−A = O であることから明白
である.

(19.7) V が C ベクトル空間のとき, V は同じ和とスカラー倍で R ベクト
ル空間にもなっている.

(19.8) ベクトル空間の例を増やすことを考える. V が K ベクトル空間で
X が集合の時, X から V への写像の全体 Map(X,V ) は f, g ∈ Map(X,V )
に対して (f + g)(x) = f(x) + g(x) (右辺の和は V での和) と定義すること
によって f + g ∈ Map(X, V ) を定め, f ∈ Map(X, V ) と α ∈ K に対して
(αf)(x) = α(f(x)) (右辺のスカラー倍は V でのスカラー倍) と定義するこ
とによって αf を定めて Map(X, V ) はベクトル空間になる (確かめよ). 零
ベクトルは任意の x ∈ X に対して ϕ(x) = 0V として定義される ϕ であり,
これを零写像 (zero map) といい, 0 で表す. さらに次の部分空間によって,
ベクトル空間の例を増やすことができる.

19.9 定義. K ベクトル空間 V の部分集合 W が V の部分空間 (subspace)
または K 部分空間であるとは, 次が成立することをいう.

(1) v,v′ ∈ W ならば v + v′ ∈ W .

(2) v ∈ W , α ∈ K ならば αv ∈ W .

(3) 0V ∈ W .

19.10 演習. 上で (1),(2) を仮定する時, (3) は次の条件と同値である.

(3′) W ̸= ∅.
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(19.11) W が V の部分空間のとき, W は V の和と V のスカラー倍を引き
継いで, それ自身がK ベクトル空間になっている.

19.12 補題. V がベクトル空間のとき, V 自身と {0V } は V の部分空間であ
る.

(19.13) 部分空間 {0V } を単に 0V とか 0 などと表すこともある.

19.14 演習. V が K ベクトル空間, (Vλ)λ∈Λ が V の K 部分空間の族である
とき, 交わり

∩
λ∈Λ Vλ は V の K 部分空間である. ただし, Λ = ∅ のときは

便宜上この交わりは全体集合 V であるとみなす.

19.15 演習. Mn(K) の部分集合として, n 次の上半 (下半) 三角行列全体
を UMn(K)( LMn(K)) で表す. 対角行列全体を DMn(K)で表す. これらは
Mn(K) の部分空間であることを証明せよ.

19.16 演習. R 上の R 値の連続関数全体 C0(R) は Map(R,R) の部分空間で
あることを示せ.

(19.17) V1, . . . , Vn が K ベクトル空間とするとき, 直積集合V1×· · ·×Vn に
演算を

(v1, . . . ,vn) + (v′1, . . . ,v
′
n) = (v1 + v′1, . . . ,vn + v′n)

α(v1, . . . ,vn) = (αv1, . . . , αvn)

で入れると K ベクトル空間になる. 零ベクトルは (0, . . .0) である. これを
V1 ⊕ · · · ⊕ Vn で表して, V1, . . . , Vn の外部直和, あるいは単に直和 (direct
sum) と呼ぶ. V1 = V2 = · · · = Vn = V のとき, V ⊕ · · · ⊕ V を Vn と書く.
単に書き方だけの問題だが, V1 ⊕ · · · ⊕ Vn の元を横ベクトルでなく, 縦ベク
トルで 

v1

v2
...
vn


のように書いたものは (V1⊕ · · · ⊕ Vn)′ で表し, (V ⊕ · · · ⊕ V )′ は V n で表す.

(19.18) この定義によると Kn = {t(a1, . . . , an) | ai ∈ K} となるが, これは
もとの定義 Kn = Mn,1 = {t(a1 · · · an) | ai ∈ K} と本質的に一致している.
一方, Kn は行ベクトル全体 M1,n と同一視する.
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(19.19) 1 ≤ i ≤ n のとき, Vi を V1 ⊕ · · · ⊕ Vn の部分空間

{(0, . . . ,0,v,0, . . .0) | v ∈ Vi}

と同一視して (元 (0, . . . ,0,v,0, . . . ,0)は v と同一視して), Vi を V1⊕· · ·⊕Vn
の部分空間とみなす. すると, V1⊕ · · · ⊕ Vn の任意の元は一意的に V1, . . . , Vn
の元の和で書ける. 実際,

(v1, . . . ,vn) = v1 + · · ·+ vn

である.
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20 線型写像

(20.1) 線型写像はベクトル空間同士を関係づけるものとして極めて重要で
ある. すでに学んだ Kn から Km への線型写像を自然に一般化して次の定義
を得る.

20.2 定義. V , W が K ベクトル空間とする. 写像 f : V → W が K 線型写
像, あるいは線型写像 (linear map) であるとは, 次の 2 条件が成立するこ
とをいう.

(1) v,v′ ∈ V のとき, f(v + v′) = f(v) + f(v′).

(2) α ∈ K, v ∈ V のとき, f(αv) = αf(v).

(20.3) f が K 線型であれば, 任意の n ≥ 1 と任意の v1, . . . ,vn ∈ V と
α1, . . . , αn ∈ K に対して

f(α1v1 + · · ·+ αnvn) = α1f(v1) + · · ·+ αnf(vn)

が成立する. 逆にこのことが n = 2 に対して成立すれば f は K 線型である.

20.4 例. V が K ベクトル空間で W がその K 部分空間であるとき, 包含写
像 (inclusion map) i : W → V を i(w) = w で定義すると i は K 線型写像
である. 特に, V が K ベクトル空間のとき, V の恒等写像 idV : V → V は
K 線型写像である.

20.5 補題. f : V →W が K 線型写像のとき, f(0V ) = 0W .

証明. f(0V ) = f(0 · 0V ) = 0 · f(0V ) = 0W .

20.6 例. V , W が K ベクトル空間のとき, V からW への零写像 0 : V → W
はK 線型写像である. W = 0 のとき, V から W への写像は零写像しかな
い. また, V = 0 のとき, V から W への K 線型写像は補題 20.5 によって零
写像しかない.

20.7 例. A が (m,n) 行列とするとき, Φ(A) : Kn → Km を Φ(A)(x) = Ax
で定義すると Φ(A) は K 線型写像であり, Kn から Km への線型写像はこ
のように書けるものしかないのだった (8 節参照).

20.8 例. V1, . . . , Vn が K ベクトル空間のとき, ij : Vj → V1 ⊕ · · · ⊕ Vn を
ij(v) = (0, . . . , 0, v, 0, . . . , 0) (v ∈ Vj, 右辺の v は j 番目) で定めると ij は K
線型. また, pj : V1 ⊕ · · · ⊕ Vn → Vj を pj(v1, . . . , vj, . . . , vn) = vj で定めると
これも K 線型である.
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20.9 補題. f : V → W , g : W → U が K 線型写像とする. このとき, 合成
写像 g ◦ f : V → U は K 線型写像である.

証明. v,v′ ∈ V に対して,

(g ◦ f)(v + v′) = g(f(v + v′)) = g(f(v) + f(v′))

= g(f(v)) + g(f(v′)) = (g ◦ f)(v) + (g ◦ f)(v′).

また, α ∈ K のとき,

(g ◦ f)(αv) = g(f(αv)) = g(αf(v)) = α(g(f(v))) = α(g ◦ f)(v).

(20.10) 線型写像 f : V → W が与えられると, 一方の部分空間から他方の
部分空間を生じる.

20.11 補題. V , W が K ベクトル空間, f : V → W が K 線型写像とする.
V1 ⊂ V は V の部分空間, W1 ⊂ W はW の部分空間とすると,次が成立する.

(1) 像 f(V1) は W の K 部分空間である.

(2) 逆像 f−1(W1) は V の K 部分空間である.

証明. (1). w1,w2 ∈ f(V1) とすると, w1 = f(v1), w2 = f(v2) となる
v1,v2 ∈ V1 が存在する. よって

w1 +w2 = f(v1) + f(v2) = f(v1 + v2) ∈ f(V1).

また, α ∈ K とすると,

αw1 = αf(v1) = f(αv1) ∈ f(V1).

また, 0V ∈ V1 であるから,

0W = f(0V ) ∈ f(V1).

以上により, f(V1) は W の K 部分空間である.
(2). v1,v2 ∈ f−1(W1), つまり, f(v1), f(v2) ∈ W1 と仮定すると, W1 は

和で閉じているので f(v1 + v2) = f(v1) + f(v2) ∈ W1. これは v1 + v2 ∈
f−1(W1) を示す. また, α ∈ K とすると, W1 はスカラー倍でも閉じているの
で, f(αv1) = αf(v1) ∈ W1. 従って αv1 ∈ f−1(W1). また, f(0V ) = 0W ∈ W1

なので, 0V ∈ f−1(W1). 以上により, f−1(W1)は V の K 部分空間である.
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(20.12) 特に Im f = f(V ) は W の部分空間である. また, 0W は W の部分
空間なので, f−1(0W ) は V の部分空間である. これを Ker f で表し, f の核
(kernel) という.

20.13 例. A が (m,n) 行列のとき, A を左から掛ける写像 Φ(A) : Kn → Km

(Φ(A)(x) = Ax) は K 線型写像であった. その核 KerΦ(A) は

{x ∈ Kn | Ax = 0}

であり, 斉次連立１次方程式 Ax = 0 の解の全体である. これが Kn の部分
空間になることから, Ax = 0 の解空間 (space of solutions) という.

(20.14) 線型写像の核は次のように単射性と密接に関係している.

20.15 補題. V , W が K ベクトル空間で f : V → W が K 線型写像のとき,
次は同値である.

(1) f は単射である.

(2) Ker f = 0V .

証明. (1)⇒(2). 0V ⊂ Ker f は明白なので, Ker f ⊂ 0V を示す. v ∈ Ker f
とすると, f(v) = 0W = f(0V ). f は単射なので v = 0V .

(2)⇒(1). f(v) = f(v′) とする. f(v − v′) = f(v)− f(v′) = 0W なので,
v − v′ ∈ Ker f = 0V . つまり v = v′ がいえ, f は単射である.

(20.16) K ベクトル空間 V , W に対して, V から W への K 線型写像全体
がなすMap(V,W ) の部分集合を HomK(V,W ) で表す.

20.17 補題. HomK(V,W ) は Map(V,W ) の K 部分空間である.

証明. f, g ∈ HomK(V,W ) とする. v,v′ ∈ V に対して,

(f + g)(v + v′) = f(v + v′) + g(v + v′)

= f(v) + f(v′) + g(v) + g(v′) = (f + g)(v) + (f + g)(v′).

また, α ∈ K について,

(f + g)(αv) = f(αv) + g(αv) = αf(v) + αg(v) = α(f + g)(v).

以上により f + g ∈ HomK(V,W ).
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また, f ∈ HomK(V,W ), β ∈ K とするとき, v,v′ ∈ V に対して,

(βf)(v + v′) = β(f(v + v′)) = β(f(v) + f(v′))

= βf(v) + βf(v′) = (βf)(v) + (βf)(v′).

また, α ∈ K について,

(βf)(αv) = β(f(αv)) = αβf(v) = α(βf)(v).

以上により, βf ∈ HomK(V,W ).
また, Map(V,W ) の零ベクトルは零写像 0 : V → W であり, これが

HomK(V,W ) に属することは例 20.6.
以上により, HomK(V,W ) が Map(V,W ) の部分空間であることが確かめ

られた.

(20.18) V , W が K ベクトル空間とする. 写像 f : V → W が K 同型写像
または単に同型 (isomorphism) であるとは, f が K 線型であって, かつ全
単射であることをいう. ベクトル空間 V とベクトル空間 W が K 同型また
は単に同型であるとは, V から W への K 同型写像が存在することをいう.
V と W が同型であることを V ∼= W で表す.

20.19 補題. f : X → Y , g : Y → Z が対応とする. 次が成立する.

(1) A ⊂ X に対して, (g ◦ f)(A) = g(f(A)).

(2) (g ◦ f)−1 = f−1 ◦ g−1.

(3) B ⊂ Z に対して (g ◦ f)−1(B) = f−1(g−1(B)).

(4) A ⊂ A′ ⊂ X に対して f(A) ⊂ f(A′).

証明. (1). 両辺とも

{c ∈ Z | ∃a ∈ A ∃b ∈ B (a, b) ∈ Γf かつ (b, c) ∈ Γg}

であることが容易であり, 従って一致すると分かる.
(2). 両辺とも Z から X への対応であり, グラフが両者とも

{(z, x) ∈ Z ×X | ∃y ∈ Y (x, y) ∈ Γf かつ (y, z) ∈ Γg}

となって一致するので対応として一致する.
(3) は (1) と (2) から明らかである.
(4) は自明である.
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20.20 補題. f : X → Y , g : Y → Z が写像とする.

(1) f と g が単射ならば g ◦ f は単射である.

(2) g ◦ f が単射であれば f は単射である.

(3) g ◦ f が単射で f が全射であれば f は全単射で g は単射である.

(4) f と g が全射ならば g ◦ f は全射である.

(5) g ◦ f が全射であれば g は全射である.

(6) g ◦ f が全射で g が単射であれば g は全単射で f は全射である.

(7) 次のいずれかが成立するとき, f , g, g ◦ f はすべて全単射である.

(i) f と g が全単射.

(ii) g ◦ f が全単射で f が全射.

(iii) g ◦ f が全単射で g が単射.

証明. (1). x, x′ ∈ X で (g ◦ f)(x) = (g ◦ f)(x′) とする. g(f(x)) = g(f(x′))
なので g の単射性によって f(x) = f(x′). したがって, f の単射性によって
x = x′. これは g ◦ f が単射であることを示している.

(2). x, x′ ∈ X で f(x) = f(x′) とする. すると (g ◦ f)(x) = g(f(x)) =
g(f(x′)) = (g ◦ f)(x′). g ◦ f の単射性により, x = x′. これは f が単射である
ことを示す.

(3). 上の (2) によって f は全単射. f−1 と g ◦ f が単射なので (1) に
よって g = (g ◦ f) ◦ f−1 も単射である.

(4). 補題 20.19 により, (g ◦ f)(X) = g(f(X)) = g(Y ) = Z となり, g ◦ f
は全射である.

(5). g(Y ) ⊃ g(f(X)) = (g ◦ f)(X) = Z であるから g(Y ) = Z であり g
は全射である.

(6). 上の (5) によって g は全単射. g−1 と g ◦ f が全射なので, (4) に
よって f = g−1 ◦ (g ◦ f) も全射.

(7). (i) は (1) と (4) から従う. (ii), (iii) はいずれも (3) と (6) から
従う.

20.21 補題. V が K ベクトル空間の時, 恒等写像 idV : V → V は K 同型で
ある. また, f : V → W , g : W → U が K 同型であれば, g ◦ f もそうである.
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証明. 前半は idV がK 線型で逆写像 idV を持つから明らかである. 補題 20.20
の (9) と補題 20.9 を合わせれば明らかである.

20.22 補題. f : V → W が K 同型写像であれば, f−1 : W → V も K 同型
写像である.

証明. f−1 は f を逆写像に持つので全単射である. よって, f−1 が K 線型で
あることを言えば良い. w,w′ ∈ W に対して,

f−1(w +w′) = f−1(f(f−1(w)) + f(f−1(w′)))

= f−1f(f−1(w) + f−1(w′)) = f−1(w) + f−1(w′).

また, α ∈ K のとき,

f−1(αw) = f−1(α(f(f−1(w)))) = f−1(f(α(f−1(w)))) = αf−1(w).

以上により, f−1 は K 線型である.

20.23 例. f : Kn → DMn(K) を

f


a1
a2
...
an

 =


a1

a2
. . .

an


で定めると K 同型である.

20.24 例. Aが n次正則行列のとき, Φ(A)は K 同型でその逆写像は Φ(A−1)
である (補題 8.9 参照). 逆に A ∈Mm,n(K) で f = Φ(A) が K 同型であれば
m = n で A は正則行列であることを示そう. 実際, f−1 : Km → Kn が存在
すれば, B = Ψ(f−1) とおくと AB = Ψ(f)Ψ(f−1) = Ψ(id) = Em, BA = En

である. もし m < n とすると, rankEn = rank(BA) ≤ rankA ≤ m < n =
rankEn となって矛盾. n < m でも同様に En = AB から矛盾する. したがっ
て m = n であり, B = A−1 が示された. このことから特に次の主張を得る.

20.25 定理. Kn ∼= Km であることは n = m と同値である.
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21 和と内部直和

(21.1) V が K ベクトル空間, W1, . . . ,Wn が V の部分空間とする. 写像

H : W1 ⊕ · · · ⊕Wn → V

を H((w1, . . . ,wn)) = w1 + · · ·+wn で定義する.

21.2 補題. H　は K 線型である.

証明.

H((w1, . . . ,wn) + (w′1, . . . ,w
′
n)) = H((w1 +w′1, . . . ,wn +w′n))

= w1 +w′1 + · · ·+wn +w′n = w1 + · · ·+wn +w′1 + · · ·+w′n
= H((w1, . . . ,wn)) +H((w′1, . . . ,w

′
n)).

また,

H(α(w1, . . . ,wn)) = H((αw1, . . . , αwn)) = αw1 + · · ·+ αwn

= α(w1 + · · ·+wn) = αH((w1, . . . ,wn)).

以上により, H は K 線型である.

21.3 補題. V が K ベクトル空間, W1, . . . ,Wn が V の部分空間とする. こ
のとき,

Γ = {w1 + w2 + · · ·+ wn | wi ∈ Wi}

は V の
∪n

i=1Wi を含む最小の部分空間である.

この部分空間 Γ を W1 + · · · +Wn または
∑n

i=1Wi で表し, W1, . . . ,Wn

の和空間 (sum) という.

証明. Γ = ImH で H は K 線型なので, Γ は V の K 部分空間である.∪n
i=1Wi ⊂ Γ も定義から明白である. もし Γ′ が

∪n
i=1Wi を含む V の K 部

分空間であれば, 各 wi ∈ Wi に対して, wi ∈ Wi ⊂
∪n

i=1Wi ⊂ Γ′ で Γ′ は和で
閉じているので, w1 + · · ·+ wn ∈ Γ′. これは Γ ⊂ Γ′ であることを示し, Γ は
最小である.
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(21.4) V , W1, . . . ,Wn, H は上の通りとする. H が単射のとき,和空間W1+
· · ·+Wn は直和であるといい, W1+ · · ·+Wn と書く代わりに W1⊕ · · ·⊕Wn

と書く. これは全射 H : W1⊕· · ·⊕Wn → ImH =W1+ · · ·+Wn が単射にも
なって同型となり, H を通してW1 + · · ·+Wn が外部直和 W1⊕ · · · ⊕Wn と
ある意味同じものだとみなされることから来ている. これを内部直和という.

21.5 補題. n ≥ 1 で V , W1, . . . ,Wn, H は上の通りとするとき, 次は同値で
ある.

(1) 和 W1 + · · ·+Wn は直和である (つまり H は単射である).

(1′) W1 + · · · +Wn の元を w1 + · · · +wn (wi ∈ Wi) と表す方法は一意的
である. つまり, wi,w

′
i ∈ Wi (i = 1, . . . , n) で

w1 +w2 + · · ·+wn = w′1 +w′2 + · · ·+w′n

であればすべての i について wi = w′i である.

(2) KerH = 0 である.

(2′) wi ∈ Wi (i = 1, . . . , n) で

w1 +w2 + · · ·+wn = 0

であればすべての i について wi = 0 である.

(3) n = 1 であるか, n ≥ 2 で i = 2, 3, . . . , n について,

(W1 + · · ·+Wi−1) ∩Wi = 0V .

(3′) n = 1 であるか, n ≥ 2 で 和 W1 + · · ·+Wn−1 は直和で

(W1 + · · ·+Wn−1) ∩Wn = 0V .

証明. まず, (1) と (2) は補題 20.15 によって同値である. (1′) は H の定義
に照らせば (1) の言い直しにすぎない. 同様に (2′) は (2) の言い直しであ
る. これらの条件と残りの (3),(3′) が同値であることを n についての数学
的帰納法で示す. n = 1 のとき, H : W1 → V は単射であり, (1) は常に成立
し, (3),(3′) も常に成立していて確かに同値である. n ≥ 2 とする. 帰納法の
仮定から明らかに (3) と (3′) は同値である.
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(2′)⇒(3′). (2′) の条件が n− 1 の場合に W1, . . . ,Wn−1 についても成り
立っていることがわかるので, 帰納法の仮定によって, W1 + · · ·+Wn−1 は直
和である. 次に,

w = w1 + · · ·+wn−1 = wn ∈ (W1 + · · ·+Wn−1) ∩Wn (wi ∈ Wi)

とせよ. すると,

w1 + · · ·+wn−1 + (−wn) = w −w = 0

なので, 仮定により, wi = 0 (i = 1, . . . , n). 特に w = 0 となり, これは
(W1 + · · ·+Wn−1) ∩Wn = 0 を示す.

(3′)⇒(2′).
w1 + · · ·+wn = 0 (wi ∈ Wi)

とする. このとき, w = w1 + · · ·+wn−1 = −wn とおくと, w ∈ (W1 + · · ·+
Wn−1) ∩Wn = 0 なので, wn = −w = 0. また, w1 + · · · + wn−1 = 0 で,
W1 + · · ·+Wn は直和なので, w1 = · · · = wn−1 = 0 以上により, w1 = · · · =
wn = 0 となった.

21.6 系. V は K ベクトル空間, W1,W2 はその部分空間として, H : W1 ⊕
W2 → V は上の通りとするとき, 次は同値である.

(1) 和 W1 +W2 は直和である (つまり H は単射である).

(1′) W1 +W2 の元を w1 +w2 (wi ∈ Wi) と表す方法は一意的である. つま
り, w1,w

′
1 ∈ W1, w2,w

′
2 ∈ W2 で

w1 +w2 = w′1 +w′2

であれば w1 = w′1 かつ w2 = w′2 である.

(2) KerH = 0 である.

(2′) wi ∈ Wi (i = 1, 2) で
w1 +w2 = 0

であれば w1 = w2 = 0 である.

(3) W1 ∩W2 = 0V .
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22 生成と一次独立

22.1 命題. n ≥ 0 とするとき, K ベクトル空間 V について, 写像

Ξ = ΞV : HomK(K
n, V )→ Vn

を Ξ(f) = (f(e1), . . . , f(en)) で定義すると K 同型である. その逆写像 Θ =
ΘV : Vn → HomK(K

n, V ) は

(22.1.1) ΘV ((v1, . . . ,vn))(
t(a1, . . . , an)) =

n∑
i=1

aivi

で与えられる. 特に, 線型写像 f : Kn → V は f(e1), . . . , f(en) ∈ V を任意
に指定することによって一意的に定まる.

証明. Ξ が K 線型であることを示す. f, g ∈ HomK(K
n, V ) に対して,

Ξ(f+g) = ((f+g)(e1), . . . , (f+g)(en)) = (f(e1)+g(e1), . . . , f(en)+g(en))

= (f(e1), . . . , f(en)) + (g(e1), . . . , g(en)) = Ξ(f) + Ξ(g).

また α ∈ K のとき,

Ξ(αf) = (αf(e1), . . . , αf(en)) = α(f(e1), . . . , f(en)) = αΞ(f).

以上により, Ξ は K 線型である.
次に, Θ が Vn から HomK(K

n, V ) への写像であることをいうために,
(22.1.1) で定まる f := ΘV ((v1, . . . ,vn)) が実際に K 線型であることを示す.
a = t(a1, . . . , an), b = t(b1, . . . , bn) がKn のベクトルで α, β ∈ K のとき,

f(αa+ βb) =
n∑

i=1

(αai + βbi)vi = α(
n∑

i=1

aivi) + β(
n∑

i=1

bivi) = αf(a) + βf(b)

であって, f は K 線型とわかり, Θ : Vn → HomK(K
n, V ) なる写像が定

まった.
Θ が Ξ の逆写像であることを示せば良い.

(ΞΘf)(t(a1, . . . , an)) =
n∑

i=1

aif(ei) = f(
∑
i

aiei) = f(t(a1, . . . , an))

であるから, Ξ◦Θ は恒等写像である. また, (ΘΞ(v1, . . . ,vn)) は t(a1, . . . , an)
を

∑n
i=1 aivi に写す写像を f としたとき,

(f(e1), . . . , f(en)) = (v1, . . . ,vn)

であり, Θ ◦Ξ は恒等写像である. 以上により線型写像 Ξ は逆写像 Θ を持ち,
K 同型である.
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(22.2) 命題 22.1 の Θ = ΘV は, K 線型写像 Ξ の逆写像なので K 線型で
ある. (v1, . . . ,vn) ∈ Vn に対して, ΘV (v1, . . . ,vn) ∈ HomK(K

n, V ) は今後
[v1, . . . ,vn]と書くことにする. 定義によって

[v1, . . . ,vn]

a1...
an

 = a1v1 + · · ·+ anvn

であるから, 行列の積と同じ形をしていて覚えやすい.
f ∈ HomK(K

n, V ) に対して,

(22.2.1) f = ΘΞ(f) = Θ(f(e1), . . . , f(en)) = [f(e1), . . . , f(en)]

に注意する. このことからも明らかなように f(e1), . . . , f(en) を任意に決め
ることによって一意的に f ∈ HomK(K

n, V ) を定めることができる.

22.3 例. A = (a1 · · · an) ∈ Mm,n(K) とするとき, Φ(A)(ej) = Aej = aj で
あるから, Φ(A) = [a1, . . . ,an].

(22.4) V が K ベクトル空間, (v1, . . . ,vn) ∈ Vn とする.

(22.4.1) Im[v1, . . . ,vn] = {
n∑

i=1

aivi | t(a1, . . . , an) ∈ Kn}

を ⟨v1, . . . ,vn⟩で表し, v1, . . . ,vn が生成する (generate) (あるいは張る
(span)) 部分空間という. 線型写像 [v1, . . . ,vn] の像だから実際にこれは V
の K 部分空間である. (22.4.1) の右辺を見れば明らかなように, ⟨v1, . . . ,vn⟩
は v1, . . . ,vn の一次結合の全体である.

(22.5) [v1, . . . ,vn] が全射の時, つまり, V = ⟨v1, . . . ,vn⟩ が成り立つとき,
v1, . . . ,vn は V を生成する (あるいは張る) という.

22.6 補題. ⟨v1, . . . ,vn⟩ ⊂ V は集合 {v1, . . . ,vn} を含む最小の V の部分空
間である. 特に, ⟨v1, . . . ,vn⟩ は集合 {v1, . . . ,vn} のみで決まり, その並び方
によらない. また, v1, . . . ,vn が V を生成する必要十分条件は, {v1, . . . ,vn}
を含む V の部分空間が V しかないことである.

証明. ⟨v1, . . . ,vn⟩ が v1, . . . ,vn を含む部分空間であることは明らかだろう.
W が V の部分空間で {v1, . . . ,vn} ⊂ W とする. すると

∑
i aivi の形の元

は W に属するので, ⟨v1, . . . ,vn⟩ ⊂ W であり, ⟨v1, . . . ,vn⟩ は {v1, . . . ,vn}
を含む部分空間の中で最小である. 残りの主張は明らかである.
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(22.7) V の有限部分集合 S = {v1, . . . ,vn} が V を生成するとは, (順序の
ついた列) v1, . . . ,vn が V を生成することだと定義する. 補題によりこれは
確かに S で定まる概念である. そこで, S が (無限かもしれない) V の部分
集合の時, S が V を生成するとは S を含む部分空間が V しかないことだと
定義する.

22.8 補題. V が K ベクトル空間, v1, . . . ,vn ∈ V とするとき, 次は同値で
ある.

(1) [v1, . . . ,vn] が単射.

(2) Ker[v1, . . . ,vn] = 0.

(2′) a1, . . . , an ∈ K で a1v1 + · · · + anvn = 0 であれば, a1 = a2 = · · · =
an = 0.

証明. 補題 20.15 によって, (1) と (2) は同値である. (2′) は (2) を言い換
えたにすぎない.

(22.9) 補題 22.8 の同値な条件をみたすとき, v1, . . . ,vn は一次独立 (lin-
early independent) という. 一次独立ではないことを一次従属 (linearly
dependent) という. v1, . . . ,vn が一次独立で V を生成する, 言い換えると
[v1, . . . ,vn] : K

n → V が同型の時, v1, . . . ,vn は V の基底 (basis) または一
次独立基という.

(22.10) v1, . . . ,vn が V を生成するとは, [v1, . . . ,vn] が全射, 言い換えると
　任意の v ∈ V が

(22.10.1) v = a1v1 + · · ·+ anvn (a1, . . . , an ∈ K)

と書ける,ということだった. 一方, v1, . . . ,vnが一次独立というのは, [v1, . . . ,vn]
が単射ということだから, これは, v ∈ V を (22.10.1) のように表示する方法
は一意的, ということである. したがって v1, . . . ,vn が V の基底である条件
は, 任意の v ∈ V を一意的に (22.10.1) のように v1, . . . ,vn の一次結合とし
て表示できることである.

22.11 補題. f : V → W が K 線型写像で v1, . . . ,vn ∈ V のとき,

(1) f ◦ [v1, . . . ,vn] = [f(v1), . . . , f(vn)].

(2) f(⟨v1, . . . ,vn⟩) = ⟨f(v1), . . . , f(vn)⟩.
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(3) v1, . . . ,vn が一次独立で f が単射ならば f(v1), . . . , f(vn) は一次独立
である.

(4) f(v1), . . . , f(vn) が一次独立ならば, v1, . . . ,vn は一次独立である.

(5) f(v1), . . . , f(vn)が一次独立でv1, . . . ,vnが V を生成すれば, v1, . . . ,vn

は V の基底で, f は単射である.

(6) v1, . . . ,vn が V を生成して f が全射ならば f(v1), . . . , f(vn) が W を
生成する.

(7) f(v1), . . . , f(vn) が W を生成するならば f は全射である.

(8) f(v1), . . . , f(vn)がW を生成してf が単射ならば, f は同型で v1, . . . ,vn

は V を生成する.

(9) 次のいずれかが成立するとき, v1, . . . ,vnが V の基底であり, f(v1), . . . , f(vn)
が W の基底であり, f は K 同型である.

(i) f は同型で v1, . . . ,vn は V の基底である.

(ii) f(v1), . . . , f(vn)はW の基底であり, v1, . . . ,vn は V を生成する.

(iii) f(v1), . . . , f(vn) は W の基底であり, f が単射.

証明. (1) は (f ◦ [v1, . . . ,vn])(ej) = f(vj) だから.
(2) を示す. (1) によって,

f(⟨v1, . . . ,vn⟩) = Im(f ◦ [v1, . . . ,vn]) = Im[f(v1), . . . , f(vn)]

= ⟨f(v1), . . . , f(vn)⟩.

(3), (4), (5), (6), (7), (8), (9) は (1) と補題 20.20 の (1), (2), (3), (4),
(5), (6), (7) からそれぞれ明らかである.

22.12例. Knのベクトルの列 e1, . . . , enはKnの基底である. 実際 [e1, . . . , en]
は恒等写像であり, 全単射. この基底を Kn の標準基底 (standard basis)
という.

22.13 補題. 一次独立なベクトルの列の順序を並べ換えたものは一次独立で
ある.

92



証明. v1, . . . ,vn が V の一次独立な列として, その並べ換え vσ1, . . . ,vσn を
考える. t(a1, . . . , an) ∈ Kn について

a1vσ1 + · · ·+ anvσn = 0

と仮定する. すると

aσ−11v1 + · · ·+ aσ−1nvn = 0

で v1, . . . ,vn は一次独立だから t(a1, . . . , an)を並べ換えた t(aσ−11, . . . , aσ−1n)
が 0 である. よって t(a1, . . . , an) = 0 であり, これは vσ1, . . . ,vσn の一次独
立性を示す.

22.14 補題. v1, . . . ,vn,v ∈ V のとき, 次は同値.

(1) v1, . . . ,vn,v は一次独立.

(2) v1, . . . ,vn は一次独立かつ v /∈ ⟨v1, . . . ,vn⟩.

証明. (1)⇒(2). v1, . . . ,vn が一次従属とすると,

c1v1 + · · ·+ cnvn = 0

となる t(c1, . . . , cn) ∈ Kn が存在する. このとき,

c1v1 + · · ·+ cnvn + 0v = 0

であって, t(c1, . . . , cn, 0) ̸= 0 なので v1, . . . ,vn,v が一次従属となって矛盾で
ある. よって v1, . . . ,vn は一次独立である.
仮に v ∈ ⟨v1, . . . ,vn⟩ で

v = a1v1 + · · ·+ anvn

と書けたとすると,

a1v1 + · · ·+ anvn + (−1)v = 0

で t(a1, . . . , an,−1) ̸= t(0, . . . , 0, 0) であるから v1, . . . ,vn,v は一次従属.
(2)⇒(1). v1, . . . ,vn,v が一次従属だとして,

(22.14.1) a1v1 + · · ·+ anvn + av = 0
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とし, t(a1, . . . , an, a) ̸= t(0, . . . , 0, 0) とする. もし a = 0 とすると,

a1v1 + · · ·+ anvn = 0

でしかも t(a1, . . . , an) ̸= t(0, . . . , 0)となってしまい, v1, . . . ,vn の一次独立性
に反する. よって a ̸= 0 であり, (22.14.1) から移項して,

v = −a1
a
v1 − · · · −

an
a
vn ∈ ⟨v1, . . . ,vn⟩

となってやはり矛盾. よって v1, . . . ,vn,v は一次独立.

22.15 補題. 一次独立なベクトルの列には同じベクトルが２回現れない.

証明. 同じベクトルが 2 回現れる一次独立なベクトルの列があったとして,
それを並べ換えても一次独立だから, v1, . . . ,vn,v,v という形の一次独立な
列があることになるが,

0 · v1 + · · · 0 · vn + 1 · v + (−1)v = 0

で, t(0, . . . , 0, 1,−1) ̸= 0 なのでこれは一次従属であり, 矛盾である.

22.16 補題. 一次独立なベクトルの列 v1, . . . ,vn について, {v1, . . . ,vn} の
元をいくつか重複なく並べたものは一次独立である.

証明. 一次独立な列の並べ換えは一次独立なので 0 ≤ r ≤ nについてv1, . . . ,vr

が一次独立になることを言えば充分である. n − r についての帰納法を使え
ば r = n− 1 としてもよく, この場合は補題 22.14 から明らかである.

(22.17) V の部分集合 S が一次独立であるとは, S の任意の有限部分集合
T について, T の元を任意の順序でもれなく重複なく並べたものが一次独立
であることをいう. S が有限集合のときには, S の元をある順序でもれなく
重複なく並べて一次独立になることと同値である.

(22.18) S ⊂ V が V の基底集合であるとは, S が一次独立で V を生成する
ことをいう. S = {v1, . . . ,vn} が n 元からなる V の部分集合の時, S が一次
独立, V を生成する, V の基底集合であることはそれぞれ, 列 v1, . . . ,vn が
一次独立, V を生成する, 基底であることであり, 大差ない.

22.19 例. m,n は自然数とする. 1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ n に対して, Eij ∈
Mm,n(K) を Eij[i, j] = 1 で Eij[u, v] = 0 ((u, v) ̸= (i, j)) で定義する. Eij

を行列単位 (matrix unit)と呼ぶ. すると (aij) =
∑

1≤i≤m, 1≤j≤n aijEij であ
る. だから行列 Aを Eij の一次結合で表す方法はこれしかなく, {Eij | 1 ≤ i ≤
m, 1 ≤ j ≤ n}はMm,n(K)の基底集合である. よって dimK Mm,n(K) = mn.
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23 基底の存在, 延長と次元

(23.1) V は K ベクトル空間とする.

23.2 補題. V の部分集合 S は V を生成するとする. v1, . . . ,vn が S の元か
らなる一次独立なベクトルの列で, これ以上長い一次独立な S の元からなる
列には延長できないとする. このとき v1, . . . ,vn は V の基底である.

証明. ⟨v1, . . . ,vn⟩ = V を示せば良い. S は V を生成するのだからこれは
⟨v1, . . . ,vn⟩ ⊃ S と同じことである. そうでないとすると v ∈ S \⟨v1, . . . ,vn⟩
がとれるが, 補題 22.14 によって v1, . . . ,vn,v が一次独立となり, 仮定に反
する.

23.3 補題. V の有限部分集合 S は V を生成するとする. v1, . . . ,vr は S の
元の列で, 一次独立とする. このとき, v1, . . . ,vr を延長して, S の元からな
る基底 v1, . . . ,vr, . . . ,vn を作ることができる.

証明. v1, . . . ,vr からはじめて, 可能であれば S の元を付け加えて一次独立
な列として延長する. 同じ S の元を繰り返すことは許されず, S の元は有限
個しかないから, この操作は無限には続けられずいつかはもう延長できなく
なり, そのとき補題 23.2 によって基底になっている.

23.4 補題. V が有限部分集合で生成されるとき, V は基底を持つ. V の基底
の長さ (基底集合の元数) は基底の取り方にはよらない.

証明. 前半は定理で v1, . . . ,vr を r = 0 である列 (空列) とすればよい. 後半
を示そう. v1, . . . ,vm および w1, . . . ,wn がともに V の基底とする. すると

[v1, . . . ,vm] : K
m → V

および
[w1, . . . ,wn] : K

n → V

は同型である. よって,

[v1, . . . ,vm]
−1 ◦ [w1, . . . ,wn] : K

n → Km

は補題 20.21 および補題 20.22 によって同型であり, したがって定理 20.25
によって n = m である.
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(23.5) V が有限部分集合で生成されるとき, V は有限次元であるという. こ
のとき, V は基底を持つが,その元数は基底によらずに V で決まる. この元数
を dimK V で表し, V の次元 (dimension)という. したがって dimK V = n
であることは, V ∼= Kn と同値である.
一方, V が有限次元でない時は無限次元であるといい, dimK V = ∞ と

表す.

23.6 補題. V が有限次元 K ベクトル空間とする.

(1) v1, . . . ,vn が V を生成すれば n ≥ dimK V . 等号成立は v1, . . . ,vn が
V の基底である時, かつその時に限る.

(2) V の有限部分集合 S について, S が V の基底集合である必要十分条件
は, S が V を生成するが, S からどの元を省いても V を生成しないこ
とである.

(3) v1, . . . ,vn が V の一次独立なベクトルであれば, これを延長して V の
基底にできる.

(4) v1, . . . ,vn が V の一次独立なベクトルであれば n ≤ dimK V . 等号成
立は v1, . . . ,vn が V の基底である時, かつその時に限る.

証明. (1). 補題 23.3 で S = {v1, . . . ,vn} とすれば S の元の一部を重複なく
並べた vi1 , . . . ,vir が基底になる. 無論 dimK V = r ≤ n なので不等式が成
立した. v1, . . . ,vn が基底であれば n = dimK V であるのは次元の定義によ
る. 逆に n = dimK V = r とすると, 基底 vi1 , . . . ,vir は v1, . . . ,vn の並べか
えになるので, v1, . . . ,vn も基底である.

(2). 十分性を示す. S が V を生成するが, S からどの元を省いても V を
生成しないとせよ. 補題 23.3 により, S の元からなる基底集合 {v1, . . . ,vn}
が存在するが, 省いたら生成しないのだから, これが S と一致せざるを得ず,
S が基底集合になる. 逆に S が基底集合なら, S は V を生成している. ま
た, S = {v1, . . . ,vn} で v1, . . . ,vn が相異なるとすると, vj は S \ {vj} で生
成する空間には補題 22.14 によって属さない. よって S \ {vj} は V を生成
しない.

(3). 有限集合 T が V を生成するとするとき, S = T ∪ {v1, . . . ,vn} とし
て補題 23.3 を適用すれば良い.

(4). 不等式は (3) から明白である. v1, . . . ,vn が V の基底である時,
n = dimK V は明らか. 逆に n = dimK V とすると, v1, . . . ,vn を延長して基
底にできるが, 本当に延長してしまうと n < dimK V となるので, すでに基
底でなければならない.
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23.7 例. K 上の多項式の全体 K[x] は K ベクトル空間であり, 容易に分か
るように 1, x, x2, . . . , xr は任意の r ≥ 0 に対して一次独立である. いくらで
も数の多い一次独立なベクトルの列が取れるので, 補題 23.6 によって K[x]
は無限次元である.

23.8 定理. V が有限次元 K ベクトル空間で W はその部分空間, S は W を
生成するW の部分集合, w1, . . . ,wn が S の元からなる一次独立なベクトル
とすると, これを延長して, S の元からなる W の (長さ有限の) 基底を取る
ことができる.

証明. 補題 23.3 と同様に S の元を付け加えてw1, . . . ,wn を延長した一次
独立なベクトルの列w1, . . . ,wn, . . . ,wr を可能な限り作って行く. これは V
のベクトルとしても一次独立でなくてはならず, r は dimK V を越えられな
い (補題 23.6 の (4)). よってこの操作はいつかは止まり, そのとき補題 23.2
によってこの列は W の基底である.

23.9 系. 有限次元 K ベクトル空間 V の部分空間 W は有限次元である.

証明. S = W とし, w1, . . . ,wn として空な列 (n = 0 である列) を取って,
定理を適用すれば, W は長さ有限の基底を持つとわかるので有限次元であ
る.

23.10 補題. f : V → W が有限次元 K ベクトル空間の間の K 線型写像と
する.

(1) f が単射ならば dimK V ≤ dimK W . 等号成立は f が同型である時, か
つそのときに限る.

(2) f が全射ならば dimK V ≥ dimK W . 等号成立は f が同型である時, か
つそのときに限る.

(3) f が同型の時, dimK V = dimK W .

証明. dimK V = n とおき, v1, . . . ,vn は V の基底とする.
(1). 補題 22.11 の (3) により, f(v1), . . . , f(vn) は一次独立であり, 補

題 23.6, (4) により, n ≤ dimK W であり, 等号成立は f(v1), . . . , f(vn) が W
の基底であるとき, かつそのときに限る. 補題 22.11 の (9) により, これは f
が同型であることと同値である.

(2). 補題 22.11 の (6) により, f(v1), . . . , f(vn) は W を生成する. よっ
て補題 23.6 の (1) により, dimK W ≤ n. 等号成立は f(v1), . . . , f(vn) が W
の基底であるとき, かつそのときに限る. 補題 22.11 の (9) により, これは f
が同型であることと同値である.

(3) は (1) から明らかである.

97



23.11 系. V が有限次元 K ベクトル空間, W はその部分空間とする. この
とき W は有限次元で dimK W ≤ dimK V である. 等号成立は V = W のと
き, かつそのときに限る.

証明. W が有限次元であることは系 23.9. 包含写像 i : W → V (i(w) = w)
は単射線型写像であり, これが同型になることと V = W は同値なので, 補
題 23.10 の (1) から残りの主張は従う.

23.12 補題. V が有限次元ベクトル空間, S ⊂ V で S は V を張るとする. S
の部分集合 T で T は一次独立であるが T より真に大きい一次独立な S の
部分集合が存在しない時, T は有限集合で, T は V の基底集合で, T の元数
が V の次元である.

証明. T が無限集合とすると, T は dimK V + 1 個の元からなる一次独立な
集合を含んでしまい V が有限次元であることに反する. よって T は有限集
合で, 補題 23.2 によって T は V の基底集合である.

23.13系. V がK ベクトル空間で V = ⟨v1, . . . ,vn⟩のとき, S = {v1, . . . ,vn}
の一次独立な部分集合 T でそれより真に大きい一次独立な S の部分集合が存
在しないものの元数は T の取り方によらず一定であり, V の次元である.
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24 表現行列

(24.1) f : V ′ → V が K 線型写像とする. このとき, K ベクトル空間 W に
ついて,

f# = f#
W : HomK(V,W )→ HomK(V

′,W )

を f#
W (g) = g ◦ f で定義する.

24.2 補題. f : V ′ → V が K 線型写像, W は K ベクトル空間とする. この
とき,

(1) f#
W : HomK(V,W )→ HomK(V

′,W ) は K 線型写像である.

(2) V = V ′ のとき, (idV )
#
W = idHomK(V,W ) である.

(3) g : V ′′ → V ′ が K 線型写像ならば, g#W ◦ f
#
W = (f ◦ g)#W が成立する.

(4) f が K 同型の時, f# は K 同型で (f#
W )−1 = (f−1)#W .

証明. (1). g, h ∈ HomK(V,W ), α, β ∈ K, v ∈ V のとき,

f#
W (αg + βh)(v) = ((αg + βh) ◦ f)(v) = (αg + βh)(f(v))

= αg(f(v))+βh(f(v)) = (α(g◦f)+β(h◦f))(v) = (αf#
W (g)+βf#

W (h))(v).

v ∈ V は任意なので,

f#
W (αg + βh) = αf#

W (g) + βf#
W (h).

よって f#
W は K 線型である.

(2). (idV )
#
W (f) = f ◦ idV = f なので, (idV )

#
W は恒等写像である.

(3). h ∈ HomK(V,W ) に対して

(g#W ◦ f
#
W )(h) = g#W (h ◦ f) = (h ◦ f) ◦ g = h ◦ (f ◦ g) = (f ◦ g)#W (h).

h は任意なので g#W ◦ f
#
W = (f ◦ g)#W を得る.

(4). (f−1)#W ◦f
#
W = (f◦f−1)#W = idHomK(V,W ), f

#
W ◦(f−1)

#
W = (f−1◦f)#W =

idHomK(V ′,W ) なので, (f−1)#W は f#
W の逆写像である.
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(24.3) V は K ベクトル空間, f : W →W ′ は K 線型写像とする.

fV
# : HomK(V,W )→ HomK(V,W

′)

を fV
# (h) = f ◦ h で定義する.

24.4 補題. V は K ベクトル空間, f : W → W ′ は K 線型写像とする. この
とき,

(1) fV
# : HomK(V,W )→ HomK(V,W

′) は K 線型写像である.

(2) W =W ′ のとき, (idW )V# = idHomK(V,W ) である.

(3) g : W ′ → W ′′ が K 線型写像ならば, gV# ◦ fV
# = (g ◦ f)V# が成立する.

(4) f が K 同型の時, fV
# も同型で (fV

# )−1 = (f−1)V#.

証明. 同様なので省略する.

(24.5) V が v = v1, . . . ,vn を基底にもつ K ベクトル空間, W は K ベク
トル空間とする.

Ξv := Ξ ◦ [v1, . . . ,vn]
#
W : HomK(V,W )→ Wn

は同型, とくに全単射である (Ξ = ΞW は命題 22.1 で定義される同型).

([v1, . . . ,vn]
#
W (f))(ej) = f([v1, . . . ,vn](ej)) = f(vj)

であるから, Ξv(f) = (f(v1), . . . , f(vn))である. そこで, Θv := Ξ−1v と定義し,
Θv(w1, . . . ,wn) を [w1, . . . ,wn]v と表すことにする. 無論 f ∈ HomK(V,W )
について, f = [f(v1), . . . , f(vn)]v となっている. このことからも分かるよう
に, V の基底 v = v1, . . . ,vn を固定すると, w1, . . . ,wn ∈ W を任意に与え
た時, f(vj) = wj となる f ∈ HomK(V,W ) が一意的に存在する (そしてこ
のとき f を [w1, . . . ,wn]v と表す).

24.6例. 定義により,Knの標準基底を e = e1, . . . , enとするとき, [w1, . . . ,wn]e =
[w1, . . . ,wn] である.

(24.7) v1, . . . ,vm ∈ V で A = (aij) ∈Mm,n(K) のとき,

(
m∑
i=1

ai1vi,
m∑
i=1

ai2vi, . . . ,
m∑
i=1

ainvi) ∈ Vn

を (v1, . . . ,vm)A と表す. vi を数であるかのように扱い行列の積を計算し
た結果だと覚えると覚えやすい. 特に n = 1 のとき, V1 = V と思い, a =
t(a1, . . . , am) ∈ Km =Mm,1(K) について,

[v1, . . . ,vm]a = (v1, . . . ,vm)a.
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(24.8) V が v = v1, . . . ,vn を基底に持つ n 次元ベクトル空間, W がw =
w1, . . . ,wm を基底に持つm次元ベクトル空間とする. f : V → W がK 線型
写像の時, j = 1, . . . , n について, f(vj) は W のベクトルでw = w1, . . . ,wm

は基底だから, (22.10) によって

(24.8.1) f(vj) =
m∑
i=1

aijwi (aij ∈ K, j = 1, . . . , n)

と一意的に表される. この条件は

(24.8.2) (f(v1), . . . , f(vn)) = (w1, . . . ,wm)(aij)

と同じである. これにより一意的に決まる行列 (aij) を基底 v および w に
関する f の表現行列 (representation matrix) とよび, Ψw,v(f)(誤解のお
それのないときは Ψ(f)) で表す. Ψw,v : Hom(V,W ) → Mm,n(K) の逆写像
を Φw,vで表す.

24.9 例. e = e1, . . . , en を Kn の標準基底とし, f = f 1, . . . ,fm を Km の標
準基底とする. このとき, A = (aij) ∈Mm,n(K) に対して,

Φ(A)(ej) = Aej =
t(a1j, . . . , amj) =

m∑
i=1

aijf i

であるから, Φ(A)の表現行列Ψf ,e(Φ(A))はAである. よって f ∈ HomK(K
n, Km)

に対して,
Ψf ,e(f) = Ψf ,e(Φ(Ψ(f))) = Ψ(f).

f は任意なので Ψf ,e = Ψ. Ψ(f) を f の標準基底に関する表現行列と呼んだ
((8.7) 参照) ことはこれで正当化される.

24.10 補題. w1, . . . ,wm ∈ V で A = (aij) ∈ Mm,n(K) で vj =
∑m

i=1 aijwi,
すなわち,

(v1, . . . ,vn) = (w1, . . . ,wm)A

であるとする. f : V →W が K 線型写像とする時,

(f(v1), . . . , f(vn)) = (f(w1), . . . , f(wm))A

である.

証明. つまり, f(vj) =
∑m

i=1 aijf(wi) である, ということであるが, 明らかで
ある.
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24.11 命題. (24.8) の記号のもとで, g := [v1, . . . ,vn] : Kn → V , h :=
[w1, . . . ,wm] : K

m → W とおくと,

Ψw,v = Ψ ◦ g#Km ◦ (h−1)V#

である. 特に Ψw,v : HomK(V,W )→Mm,n(K) はK 同型である.

証明.
(Ψ ◦ g#Km ◦ (h−1)V#)(f) = Ψ(h−1 ◦ f ◦ g) = A

とおくと,
(h−1fg(e1), . . . , h

−1fg(en)) = (f 1, . . . ,fm)A.

補題 24.10 に注意して両辺に h を作用させると,

(f(v1), . . . , f(vn)) = (w1, . . . ,wm)A

を得るので Ψ(h−1 ◦ f ◦ g) = A = Ψw,v(f). f が任意なので第一の等式を得
る. 残りの主張は自明である.

24.12 系. V が n 次元 K ベクトル空間, W が m 次元 K ベクトル空間の
とき, dimK HomK(V,W ) = mn である. よりくわしく, v1, . . . ,vn が V の基
底, w1, . . . ,wm が W の基底の時, 各 i, j について, fij ∈ HomK(V,W ) を

fij = [0, . . . , 0,wi, 0, . . . , 0]v (ただし wi は第 j 成分)

で定義すると, {fij | 1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ n} はHomK(V,W ) の基底集合で
ある.

証明. 例 22.19 によって,

{Eij | 1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ n}

が Mm,n(K) の基底集合で同型で基底は基底に写るので, Φw,v(Eij) = fij を
言えば良い. Eij の (s, t) 成分は δisδjt (クロネッカーデルタ) なので,

Φw,v(Eij)(vt) =
m∑
s=1

δisδjtws = δjtwi

となり, v1, . . . ,vn は基底なので

Φw,v(Eij) = [0, . . . , 0,wi, 0, . . . , 0]v = fij

となった.
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(24.13) 系 24.12 で特に W = K の場合を考える. HomK(V,K) を V ∗ で
表し, V の双対空間 (dual space) という. v1, . . . ,vn が V の基底の時, V ∗

も n 次元であり, v∗1, . . . ,v
∗
n を

v∗i (vi) = δij (1 ≤ i, j ≤ n)

で定義すれば, v∗1, . . . ,v
∗
n は V ∗ の基底である. この基底を v1, . . . ,vn の双対

基底 (dual basis) と呼ぶ. V ∗ の元を V 上の線型形式 (linear form) と呼
ぶ場合がある.

(24.14) f : V →W は K 線型写像とする. このとき,

f#
K : W ∗ = HomK(W,K)→ HomK(V,K) = V ∗

(ただし α ∈ W ∗ について f#
K (α) = α ◦ f) を f ∗ で表し, f の双対と呼ぶ.

24.15 定理. V は v = v1, . . . ,vn を基底に持つ K ベクトル空間, W は
w = w1, . . . ,wn を基底に持つ K ベクトル空間, v∗, w∗ はそれぞれ v, w の
双対基底とする. f : V → W は K 線型写像として, その v, w に関する表現
行列を A ∈ Mm,n(K) とする. このとき, f ∗ : W ∗ → V ∗ の基底 w∗, v∗ に関
する表現行列 Ψv∗,w∗(f ∗) は A の転置 tA である.

証明. A = (aij) とおく.

(f ∗(w∗j))(vl) = w∗j(f(vl)) =
m∑
l=1

aklw
∗
j(wk)

=
m∑
k=1

aklδjk = ajl = (
m∑
i=1

ajiv
∗
i )(vl) (l = 1, . . . , n).

従って f ∗(w∗j) =
∑n

i=1 ajivi. これは求める表現行列が tA = (aji) である事
を示す.

24.16 命題. V を K ベクトル空間とする. δ : V → V ∗∗ を v ∈ V と ξ ∈ V ∗
について (δ(v))(ξ) = ξ(v) によって定義することができ, δ はK 線型写像で
ある. V が有限次元の時, δ は同型である.

証明. v ∈ V , α, β ∈ K, ξ, η ∈ V ∗ について,

δ(v)(αξ + βη) = (αξ + βη)(v) = αξ(v) + βη(v) = α(δ(v)(ξ)) + β(δ(v)(ξ)).
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よって δ(v)は K 線型であり, δ は確かに V から V ∗∗ への写像を与えている.
次に δ が K 線型であることを示す. α, β ∈ K, v,w ∈ V , ξ ∈ V ∗ につ

いて,

δ(αv + βw)(ξ) = ξ(αv + βw) = αξ(v) + βξ(w) = (αδ(v) + βδ(w))(ξ).

よって δ は K 線型である.
最後に V が有限次元として δ が同型であることを示す. V が n 次元で

v = v1, . . . ,vn を基底に持つとする. dimV ∗∗ = dimV ∗ = dimV = n なの
で, δ が単射ならば同型になる. v =

∑n
i=1 civi ∈ V \ {0} とせよ. ある i に

ついて ci ̸= 0 なので, δ(v)(v∗i ) = v∗i (v) = ci ̸= 0. これは δ(v) ̸= 0 を示して
いて, Ker δ = 0. つまり δ は単射で, 従って同型である.

(24.17) V ∗∗ を V の 2 重双対 (double dual) という. δ を通して V と V ∗∗

とを同一視し, v ∈ V を V ∗∗ の元とみる場合がある.

(24.18) v = v1, . . . ,vn が V の基底とし, v∗ = v∗1, . . . ,v
∗
n はその双対基底

とする. このとき, v = v1, . . . ,vn を V ∗∗ の元の列と見て, v∗ の双対基底に
なっている. すなわち, δ(vi)(v

∗
j) = v∗j(vi) = δij (δij はクロネッカーのデル

タ) である.

24.19 定理. 表現行列について次が成立する.

(1) n 次元 K ベクトル空間 V とその基底 v について, Ψv,v(idV ) = En.

(2) U , V , W がそれぞれ基底 u, v, w を持つ有限次元 K ベクトル空間と
し, f : U → V と g : V → W は K 線型写像とする. このとき,

Ψw,u(g ◦ f) = Ψw,v(g)Ψv,u(f).

(3) 上の (2) で g が K 同型の時, Ψw,v(g) は正則行列であり, その逆行列
は Ψv,w(g

−1) である.

証明. (1) は v = v1, . . . ,vn とするとき,

(v1, . . . ,vn) = (v1, . . . ,vn)En

といいうことを主張しているに過ぎず, 自明である.
(2). α = [u1, . . . ,ul], β = [v1, . . . ,vn], γ = [w1, . . . ,wm] (l = dimK U ,

n = dimK V , m = dimK W ) とするとき, 命題 24.11 および補題 8.9, (4) に
より,

Ψw,u(g ◦ f) = Ψ(γ−1gfα) = Ψ(γ−1gββ−1fα)

= Ψ(γ−1gβ)Ψ(β−1fα) = Ψw,v(g)Ψv,u(f).

(3) は (1), (2) から容易である. 各自試みよ.
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(24.20) 以上のように, 基底を決めることによって線型写像には一意的に表
現行列という行列が対応し, この対応によって線型写像の和, スカラー倍, 恒
等写像, 写像の合成, 逆写像はそれぞれ行列の和, 行列のスカラー倍, 単位行
列, 行列の積, 逆行列に対応する.

(24.21) ベクトル空間 V について, V から V への線型写像を V の線型変
換 (linear transformation) という. f : V → V が線型変換の時, その表現
行列をとる時に定義域 V の基底と終域 V の基底は同じに取る必要があるこ
とが多い. そこで f の基底 v および v に関する表現行列は単に f の基底 v
に関する表現行列と言っても良いこととする. V から V への K 線型変換の
全体 HomK(V, V ) は EndK V と表す場合がある.

(24.22) V が n 次元 K ベクトル空間で, v = v1, . . . ,vn とw = w1, . . . ,wn

が 2 組の基底とする. このとき,

(v1, . . . ,vn) = (w1, . . . ,wn)Q

となる n 次正方行列 Q が一意的に存在する. 実際このような Q は表現行列
Ψw,v(idV ) に他ならない. この Q を v を w で表した基底の変換行列と呼び,
T (w,v)で表すことにする.

24.23 補題. V が n次元 K ベクトル空間で, u = u1, . . . ,un, v = v1, . . . ,vn,
w = w1, . . . ,wnが 3組の基底とする. 基底の変換行列について次が成り立つ.

(1) T (v,v) = En.

(2) T (w,v)T (v,u) = T (w,u).

(3) T (w,v) は正則で, T (w,v)−1 = T (v,w).

証明. すべて定理 24.19 から容易に従う.

24.24 補題. V が n 次元ベクトル空間で, 2 組の基底 v = v1, . . . ,vn と
v′ = v′1, . . . ,v

′
n を持つとする. W が m 次元ベクトル空間で, 2 組の基底

w = w1, . . . ,wm とw′ = w′1, . . . ,w
′
m を持つとする. f : V → W が K 線型

写像で f の基底 v と w に関する表現行列が A だとする. 基底 v を v′ で表
した基底の変換行列を Q, 基底 w を w′ で表した基底の変換行列を P とす
るとき, f の基底 v′ と w′ に関する表現行列は PAQ−1 である.

証明. 求める行列は

Ψw′,v′(f) = Ψw′,w(idW )Ψw,v(f)Ψv,v′(idV ) = T (w′,w)AT (v′,v)−1 = PAQ−1
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24.25 系. V が n 次元ベクトル空間で, 2 組の基底 v = v1, . . . ,vn と v′ =
v′1, . . . ,v

′
n を持つとする. f : V → V が V の線型変換で, f の基底 v に関す

る表現行列が A とする. 基底 v を v′ で表した基底の変換行列を P とする
と, f の基底 v′ に関する表現行列は PAP−1 である.

(24.26) 2 つの n 次正方行列 A, B が相似 (similar) であるとは, ある n 次
正則行列 P が存在して B = PAP−1 となることをいう. A と A は相似であ
る. A と B が相似ならば B と A は相似である. A と B が相似で, B と C
が相似であれば, A と C は相似である. n 次元ベクトル空間の線型変換の表
現行列は, 基底を取りかえると相似な行列になる.
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25 線型写像の階数と行列の階数

(25.1) 本節ではベクトル空間とは有限次元のものを意味するものとする.

25.2 定義. f : V → W は K 線型写像とする. dim Im f を rank f で表し, f
の階数という.

25.3 補題. f : V →W と g : W → U が K 線型写像の時,

(1) rank(g ◦ f) ≤ rank f .

(2) g が同型の時, rank(g ◦ f) = rank f .

(3) rank(g ◦ f) ≤ rank g.

(4) f が同型の時, rank(g ◦ f) = rank g.

証明. (1). 補題 20.19 に注意して, g は f(V ) から g(f(V )) = (g ◦ f)(V ) へ
の全射を引き起こす. よって補題 23.10 の (2) により,

rank(g ◦ f) = dim(g ◦ f)(V ) ≤ dim f(V ) = rank f.

(2). 上の (1) によって,

rank f = rank(g−1 ◦ g ◦ f) ≤ rank(g ◦ f) ≤ rank f.

(3). f(V ) ⊂ W だから, Im(g ◦ f) = g(f(V )) ⊂ g(W ) = Im g であり, 部
分空間の方が次元は大きくない (系 23.11) ので

rank(g ◦ f) = dimK Im(g ◦ f) ≤ dimK Im g = rank g.

(4). 上の (3) によって,

rank g = rank(g ◦ f ◦ f−1) ≤ rank(g ◦ f) ≤ rank g.

25.4 補題. A = (a1 · · · an) ∈ Mm,n(K) に対して, 次の 3 つの量は一致す
る. rankA, rankΦ(A), dimK⟨a1, . . . ,an⟩.
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証明. 例 22.3 によって,

rankΦ(A) = dimK ImΦ(A) = dimK Im[a1, . . . ,an] = dimK⟨a1, . . . ,an⟩.

よって rankA = rankΦ(A) を示せば良い.
m 次正則行列 P と n 次正則行列 Q をとり, PAQ = Em,n(r) と標準形に

できる. ここに r = rankA. このとき, Φ(P ), Φ(Q) は同型なので, 補題 25.3
の (2), (4) により,

rankΦ(A) = rank(Φ(P )Φ(A)Φ(Q)) = rank(Φ(PAQ)) = rank(Φ(Em,n(r))).

最後の量は第一段落で示したように Em,n(r) の列ベクトルで張った空間の次
元であり,

dimK⟨e1, . . . , er,0, . . . ,0⟩ = dimK⟨e1, . . . , er⟩.
e1, . . . , er は基底の一部なので一次独立だから, ⟨e1, . . . , er⟩ の基底をなし,
従って rankΦ(A) = rank(Φ(Em,n(r))) = r = rankA.

25.5 定理. V が基底 v = v1, . . . ,vn を持つ n 次元 K ベクトル空間, W が
基底 w = w1, . . . ,wm を持つ m 次元 K ベクトル空間とする. f : V → W
が K 線型写像とするとき, f の階数は f の表現行列の階数と等しい. つま
り, rank f = rankΨw,v(f). 特に rankΨw,v(f) は基底 v にも w にも依存し
ない.

証明. A = Ψw,v(f) とおく. α = [v1, . . . ,vn], β = [w1, . . . ,wn] とおく.

rank f = rank(β−1fα) = rank(Φ(Ψ(β−1fα))) = rank(Φ(A)) = rankA.

25.6 命題. v1, . . . ,vm ∈ V で A = (aij) ∈ Mm,n(K), B = (bjk) ∈ Mn,p(K)
のとき,

((v1, . . . ,vm)A)B = (v1, . . . ,vm)(AB).

証明.

(((v1, . . . ,vm)A)B)k =
∑
j

((v1, . . . ,vm)A)jbjk =
∑
j

∑
i

aijbjkvi

=
∑
i

∑
j

aijbjkvi =
∑
i

(AB)[i, k]vi = ((v1, . . . ,vm)(AB))k.

ここに (?)k で第 k 成分を表している.

108



25.7 補題. v1, . . . ,vm ∈ V で A = (aij) ∈Mm,n(K) のとき,

(w1, . . . ,wn) = (v1, . . . ,vm)A

とおくと,
[w1, . . . ,wn] = [v1, . . . ,vm] ◦ Φ(A).

証明. 命題 25.6 で p = 1 で B ∈ Kn がベクトルの場合を考えれば良い.

25.8 補題. V が K ベクトル空間, v = v1, . . . ,vm, w = w1, . . . ,wn は V の
ベクトルの列で, A ∈Mm,n(K) で

(w1, . . . ,wn) = (v1, . . . ,vm)A

と仮定する. このとき,

(1)
dim⟨w1, . . . ,wn⟩ ≤ min(dim⟨v1, . . . ,vm⟩, rankA)

である.

(2) m = n で A が正則行列の時,

dim⟨w1, . . . ,wn⟩ = dim⟨v1, . . . ,vm⟩.

(3) v1, . . . ,vm が一次独立の時,

dim⟨w1, . . . ,wn⟩ = rankA.

証明. α = [v1, . . . ,vm], β = [w1, . . . ,wn] とおく. すると定義から

dimK⟨v1, . . . ,vm⟩ = rankα,

dimK⟨w1, . . . ,wn⟩ = rank β.

また, 補題 25.7 により, β = α ◦ Φ(A).
従って, (1) は補題 25.3 の (1), (3) から, (2) は同補題の (4) から, (3)

は同補題の (2) からそれぞれ容易に従う.

25.9 演習. V が K ベクトル空間, v1, . . . ,vn ∈ V , f : V → W はK 線型写
像のとき, 次を示せ (ヒント: 補題 22.11 の (1) を用いる).

(1) dimK⟨f(v1), . . . , f(vn)⟩ ≤ min(dimK⟨v1, . . . ,vn⟩, rank f).

(2) f が同型の時, dimK⟨f(v1), . . . , f(vn)⟩ = dimK⟨v1, . . . ,vn⟩.

(3) v1, . . . ,vnが V の基底でW が有限次元の時, dimK⟨f(v1), . . . , f(vn)⟩ =
rank f .
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26 次元定理

26.1補題. V はK ベクトル空間, V1, . . . , Vr はその部分空間で,和 V1+· · ·+Vr
は直和であるとする. i = 1, . . . , r について, v

(i)
1 , . . . ,v

(i)
ni は Vi の基底とする.

このとき, これらすべてを並べた

(26.1.1) v
(1)
1 , . . . ,v(1)

n1
, . . . ,v

(r)
1 , . . . ,v(r)

nr

は V1 ⊕ · · · ⊕ Vr の基底である. 特に

dim(V1 ⊕ · · · ⊕ Vr) = n1 + · · ·+ nr.

証明. (26.1.1) が一次独立であることを示す.
∑r

k=1

∑nk

j=1 a
(k)
j v

(k)
j = 0 とせ

よ. 和が直和なので, 各 k について
∑nr

j=1 a
(k)
j v

(k)
j = 0. v

(k)
1 , . . . ,v

(k)
nk は一次

独立なので, すべての k とすべての j について a
(k)
j = 0. よって (26.1.1) は

一次独立である.
次に (26.1.1)が V1⊕· · ·⊕Vr を生成することを示す. v ∈ V1⊕· · ·⊕Vr とす

ると, v = v1+· · ·+vr, vk ∈ Vk と表せる. ところが v
(k)
1 , . . . ,v

(k)
nk は Vk を生成

するから,各 vk は
∑nk

j=1 a
(k)
j v

(k)
j と表される. よって v =

∑r
k=1

∑nk

j=1 a
(k)
j v

(k)
j

と表すことができ, これは (26.1.1) が V1 ⊕ · · · ⊕ Vr を生成することを示す.
最後の主張は明らかである.

(26.2) f : V → W が K ベクトル空間の間の K 線型写像とし, W は有限
次元とする. v1, . . . ,vr ∈ V を, wi = f(vi) とおくとき, w1, . . . ,wr が Im f
の基底となるように取ることができる. ここに r = dim Im f = rank f で
ある. w1, . . . ,wr は W の一次独立な列なので, これを延長してW の基底
w = w1, . . . ,wr,wr+1, . . . ,wm とすることができる. 線型写像 s =: W → V
を [v1, . . . ,vr,0, . . . ,0]w として定義する.

26.3 補題. 上の定義の下で, 次が成立している.

(1) v1, . . . ,vr は Im s の基底である.

(2) fsf = f , sfs = s である.

(3) V = Ker f ⊕ Im s である.

(4) Ker f が有限次元なら V もそうで, dimK V = dimK Ker f + rank f .

(5) Ker f の任意の基底 vr+1, . . . ,vn について, v = v1, . . . ,vn は V の基
底である.
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(6) (5) の基底 v と w に関する f の表現行列はEm,n(r), s の表現行列は
En,m(r) である.

証明. (1). s の定義から Im s = ⟨v1, . . . ,vr⟩. f(v1), . . . , f(vr) は一次独立だ
から補題 22.11 の (4) によって v1, . . . ,vr も一次独立となり, Im s の基底と
なる.

(2). v ∈ V とすると, f(v) =
∑r

i=1 ciwi と表せるので,

(fsf)(v) = fs(
∑
i

ciwi) = f(
∑
i

civi) =
∑
i

ciwi = f(v).

よって fsf = f である.
また (1) により, w ∈ W について s(w) =

∑r
i=1 civi と書ける. すると,

(sfs)(w) = sf(
∑
i

civi) = s(
∑
i

ciwi) =
∑
i

civi = s(w).

よって sfs = s である.
(3). v ∈ V とすると, f(v − sfv) = fv − fsfv = fv − fv = 0 だ

から v − sfv ∈ Ker f . また, sfv ∈ Im s である. また, (2) により, v =
(v − sfv) + sfv なので, v ∈ Ker f + Im s. よって V = Ker f + Im s であ
る. ところで, v ∈ Ker f ∩ Im s とすると, v = s(w) と書け, f(v) = 0 なの
で, (2) により,

v = s(w) = sfs(w) = sf(v) = 0.

よって Ker f ∩ Im s = 0 であり, 系 21.6 によって和Ker f + Im s は直和で
V = Ker f ⊕ Im s を得る.

(4). 上の (1)によって dimK Im s = r = rank f . 補題 26.1と (3)により,

dimK V = dimK Ker f + dimK Im s = dimK Ker f + rank f.

(5). 補題 26.1 と (1), (3) から従う.
(6). 表現行列の定義から明らかである.

26.4 系. n ≥ 0, V も W も n 次元の K ベクトル空間で, f : V → W がK
線型写像の時, 次は同値である.

(1) f は単射である.

(2) f は全射である.

(3) f は全単射である.

証明. (1)⇔(2) を言えば良い.
(1) は dimKer f = 0 と同値である. (2) は rank f = dimW = n と同値

である. dimKer f + rank f = dimV = n であるから主張が従う.
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(26.5) ベクトル空間と K 線型写像からなる列

· · · → V n−1 dn−1

−−−→ V n dn−→ V n+1 dn+1

−−−→ · · ·

が V n で完全 (exact) であるとはKer dn = Im dn−1 が成立する事を言う. 列
が完全であるとは, すべての場所で完全であることとする. Ker dn ⊃ Im dn−1

が dn ◦ dn−1 = 0 と同値なので, Ker dn = Im dn−1 はそれよりも強い条件で
ある.

(26.6) 列

0→ V
f−→W

が完全であるとは, V で完全であることを意味し (端での完全性は問題にし
ない), Ker f = Im0, つまり Ker f = 0, つまり f が単射と同じ事である.
列

V
f−→W → 0

が完全であることは Ker0 = Im f , つまり W = Im f , つまり f が全射とい
う事である.
列

0→ V
f−→ W → 0

が完全である事は f が同型である事と同じである.

(26.7) 列

(26.7.1) 0→ U
g−→ V

f−→ W → 0

が完全である事は, g が単射で f が全射で, Ker f = Im g が成立する事であ
る. (26.7.1) の形の完全列を短完全列 (short exact sequence) という.

26.8 系. 列 (26.7.1) は短完全列で, U が r 次元で u1, . . . ,ur を基底に持ち,
W が m 次元で w1, . . . ,wm を基底に持つとする. このとき V のベクトル
v1, . . . ,vm で f(vi) = wi (i = 1, . . . ,m) となるものに対して (f は全射なの
でこのような列は確かに存在する),

(26.8.1) v1, . . . ,vm, g(u1), . . . , g(ur)

は V の基底である. 特に,

dimK V = m+ r = dimK W + dimK U.
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証明. 補題 26.3 により, g(u1), . . . , g(ur) が Im g = Ker f の基底なら良い.
しかしこれは, g : U → Im g が全単射で同型なので, 基底を基底に写すこと
から明らかである.

26.9 命題.

U
g−→ V

f−→ W

が有限次元 K ベクトル空間の完全列とする (すなわち, Im g = Ker f). こ
のとき, 線型写像 s : W → V と t : V → U で fsf = f , sfs = s, gtg = g,
tgt = t, ts = 0 であるように取ることができる. このとき, sf + gt = idV で
あり,

W
s−→ V

t−→ U

は完全である.

証明. (26.2)にあるように v1, . . . ,vrとw = w1, . . . ,wmをとり, s = [v1, . . . ,vr,0, . . . ,0]w
を構成する. g について, Im g = Ker f の基底 vr+1, . . . ,vn をとり, 各
r + 1 ≤ j ≤ n について, g(uj) = vj となるように uj ∈ U をとる.
t = [0, . . . ,0,ur+1, . . . ,un]v とおくと, t の作り方は s の作り方と同じな
ので, 補題 26.3 を g と t に適用して, gtg = g, tgt = t である. i > r
ならば s(wi) = 0 なので ts(wi) = 0. i ≤ r ならば s(wi) = vi なので
ts(wi) = t(vi) = 0. よって ts = 0 である.
後半を示す. s, tが条件をみたすとする. v ∈ V について, v−sfv ∈ Ker f

なので, v − sfv = gu と書ける. 両辺に t を施して ts = 0 に注意すると
tv = tgu. よって

v = sfv + v − sfv = sfv + gu = sfv + gtgu = sfv + gtv = (sf + gt)v.

v は任意ゆえ, sf + gt = idV .
列の完全性を示す. ts = 0 なので Im s ⊂ Ker t. v ∈ Ker t とせよ.

v = (sf + gt)v = s(fv) ∈ Im s となり, Ker t ⊂ Im s. よって Im s = Ker t で
あり, 列は完全である.

26.10 定理. V が K ベクトル空間, V1, V2 は V のそれぞれ n 次元, m 次元
の部分空間でとする. このとき,

dimK(V1 ∩ V2) + dimK(V1 + V2) = m+ n.

証明. 定理 26.8 により,

(26.10.1) 0→ V1 ∩ V2
g−→ V1 ⊕ V2

f−→ V1 + V2 → 0
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なる完全列を構成すれば良い. g(u) = (−u,u)で, f(v1,v2) = v1+v2 で定義
する. g が単射で f が全射なのは明らか. fg(u) = f(−u,u) = −u+ u = 0.
よって Ker f ⊃ Im g. 逆に, (v1,v2) ∈ Ker f なら, v1 + v2 = 0 なので,
v2 = −v1 は V1 ∩ V2 に属し, u = v2 とおくと, (v1,v2) = g(u) ∈ Im g. これ
は Ker f ⊂ Im g を示す. 以上により Ker f = Im g もいえ, (26.10.1) は完全
列となった.

26.11 命題.

U
g−→ V

f−→ W

が有限次元 K ベクトル空間の完全列とする (すなわち, Im g = Ker f). この
とき, 任意の K ベクトル空間 X について,

HomK(W,X)
f#
X−→ HomK(V,X)

g#X−→ HomK(U,X)

は完全列である.

証明. fg = 0であるのでh ∈ HomK(W,X)に対して, g#X(f
#
X (h)) = g#X(hf) =

hfg = 0. 従って g#Xf
#
X = 0 であり, Im f#

X ⊂ Ker g#X . 次に, k ∈ Ker g#X とす
る. つまり kg = 0 とする. このとき, s : W → V と t : V → U を命題 26.9
のようにとると,

k = kidV = k(sf + gt) = ksf = f#
X (ks) ∈ Im f#

X

となり, Ker g#X ⊂ Im f#
X . よって Im f#

X = Ker g#X であり, 問題の列は完全で
ある.

26.12 系.

U
g−→ V

f−→ W

が有限次元 K ベクトル空間の完全列とする (すなわち, Im g = Ker f). この
とき, 双対空間のなす列

W ∗ f∗
−→ V ∗

g∗−→ U∗

は完全である.

26.13 演習. 命題 26.11 の仮定の下で,

HomK(X,U)
gX#−→ HomK(X, V )

fX
#−→ HomK(X,W )

は完全である.

114



27 計算例

27.1 例. V = ⟨ex, xex, x2ex⟩ ⊂ Map(R,R)を考える. D = d
dx
を微分とすると

D : V → V は K 線型である. また, f に f(0) を対応させる写像 ψ : V → R
も K 線型. φ : V → R3 をφ(f) = t(f(0), ((D− id)(f))(0), ((D− id)2)(f)(0))
で定義する. 計算すると,

(φ(ex), φ(xex), φ(x2ex)) = (e1, e2, e3)

1 0 0
0 1 0
0 0 2


が得られる. φ(ex), φ(xex), φ(x2ex)は e1, e2, 2e3 なので R3 の基底である. 補
題 22.11 の (9) によって φ は同型で ex, xex, x2ex は V の基底である.

D : V → V の基底 ex, xex, x2ex に関する表現行列を書くと,

(Dex, Dxex, Dx2ex) = (ex, ex+xex, 2xex+x2ex) = (ex, xex, x2ex)

1 1 0
0 1 2
0 0 1


であるから表現行列は 1 1 0

0 1 2
0 0 1


である.

27.2 例. A = (a1 · · · an) ∈Mm,n(K) とするとき, A の列ベクトルで張った
空間 V = ⟨A⟩ = ⟨a1, . . . ,an⟩ の基底を求めることを考える.

dimK V = rankΦ(A) = rankA

だったことに注意する. a1, . . . ,an が一次独立 (したがって V の基底) であ
ることは dimK V = n と同値である.
まず, A が階数 r の行階段行列の場合を考える. A の角のある列が

j1, . . . , jr 列目とする時, B = (aj1 · · · ajr) とおくと,

⟨B⟩ = ⟨aj1 , . . . ,ajr⟩ ⊂ V ⊂ ⟨e1, . . . , er⟩

であるが, B も階数 rの行階段行列なので, dimK⟨B⟩ = r = dimK⟨e1, . . . , er⟩.
包含関係があって次元が等しいので

V = ⟨aj1 , . . . ,ajr⟩ = ⟨e1, . . . , er⟩
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で aj1 , . . . ,ajr は V の基底である.
次に A が一般の場合を考える. PA = (Pa1 · · · Pan) を A の行階段標

準形とする. j1, . . . , jr 列目に PA の角があるとすると, ei = Paji であり,
Paj1 , . . . , Pajr は一次独立. よってaj1 , . . . ,ajr も一次独立であり, dimK V =
r なので, これが求める基底である.

27.3 補題. f : X → Y が写像で, A,B ⊂ Y のとき,

f−1(A ∩B) = f−1(A) ∩ f−1(B)

である.

証明. x ∈ X について, x ∈ f−1(A ∩ B) は f(x) ∈ A ∩ B と同値. これは
f(x) ∈ A かつ f(x) ∈ B ということであり, x ∈ f−1(A) ∩ f−1(B) と同値で
ある.

(27.4) 次に A が (m,n) 行列, B が (m,n′) 行列として, ⟨A⟩ ∩ ⟨B⟩ の基底を
具体的に求めたい. C = (A|B) とおいて, PC = (PA|PB) を C の行階段標
準形とする. rankC = dimK(⟨A⟩ + ⟨B⟩) である. rA = rankA, rB = rankB,
rC = rankC とおくと, 定理 26.10 によって dimK(⟨A⟩ ∩ ⟨B⟩) = rA + rB − rC
である.

PB のみに列基本変形を加え,

PCQ̃ =

(
A′ O D
O Em−rA,rC−rA(rC − rA) O

)
と (rA,m− rA;n, rC − rA, n′ − rC + rA) 型に区分される. ここに

Q̃ =

(
En O
O Q

)
は (n, n′;n, n′) 型に区分された正則行列で, PC = (PA|PB) の PB の方に
だけ影響を与えて PBQ にする.

27.5 補題. (1) ⟨PA⟩ ∩ ⟨PB⟩ = ⟨D̃⟩. ここに D̃ =

(
D
O

)
.

(2) PBQ の j1, . . . , ju 列 (ただし u = rA + rB − rC で rC − rA < j1 <

· · · < ju ≤ n′) を並べた行列が D̃ のいくつかの列をとった
(
D1

O

)
と

なっていて, D1 の列ベクトルが ⟨D⟩ の基底になるようにとると, BQ
の j1, . . . , ju 列目を並べると ⟨A⟩ ∩ ⟨B⟩ の基底である.
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証明. (1). PA は PC のはじめの n 列なので行階段標準行列である. よ
って ⟨PA⟩ = ⟨e1, . . . , erA⟩. D̃ の rA + 1 行目以降が O であることから,
⟨D̃⟩ ⊂ ⟨PA⟩. また, D̃ は PBQ の列をいくつかとった行列なので, ⟨D̃⟩ ⊂
⟨PBQ⟩ = ⟨PB⟩. よって ⟨D̃⟩ ⊂ ⟨PA⟩ ∩ ⟨PB⟩ であるが, f : Km → Km を
f = Φ(P ) で定義すると,

f−1(⟨PA⟩ ∩ ⟨PB⟩) = f−1(⟨PA⟩) ∩ f−1(⟨PB⟩) = ⟨A⟩ ∩ ⟨B⟩

で f−1 は同型なので dim(⟨PA⟩ ∩ ⟨PB⟩) = rA + rB − rC で

dim⟨D̃⟩ = rankD = rankPBQ− (rC − rA) = rA + rB − rC .

次元が等しいので ⟨D̃⟩ = ⟨PA⟩ ∩ ⟨PB⟩.
(2). PBQ の j1, . . . , ju 列目を並べて ⟨D̃⟩ = ⟨PA⟩ ∩ ⟨PB⟩ の基底を得た

のだから, これに P−1 をかけて, ⟨A⟩ ∩ ⟨B⟩ の基底を得る.

27.6 注意. よって

(PA|PBQ) =
(
A1 O D
O Eu O

)
とはじめの n+rC−rA 列が行階段標準となるように基本変形して ⟨D⟩の基底
を求め, BQ同じ位置のベクトルを求めれば良いが,実は,はじめの n+rC−rA
列が行階段行列となっていれば同じ計算ができる. そのあと, Q を変えずに
行基本変形だけで補題 27.5 の形にできるからである.

27.7 例. 行列

A =


1 −1 −1 1 1 −1
−1 1 2 −1 −1 3
1 −1 −2 2 0 −5
1 −1 0 1 2 2
0 0 0 −1 0 1
0 0 1 2 −3 −3

 , B =


0 2 0 −2 1 5
2 −5 6 7 −1 −9
−1 6 −7 −11 6 21
2 −2 9 7 −2 −7
0 −1 0 1 −1 −3
4 0 1 −7 13 28


について, ⟨A⟩ ∩ ⟨B⟩ の次元と基底を求めよう. C = (A|B) とおいて, C を行
基本変形して行階段標準形にすると,

PC = (PA|PB) =


1 −1 0 0 0 1 0 1 −1 −2 1 4
0 0 1 0 0 2 0 −1 2 3 −2 −6
0 0 0 1 0 −1 0 0 1 −1 1 0
0 0 0 0 1 1 0 −1 3 4 −3 −8
0 0 0 0 0 0 1 −1 2 1 1 1
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0


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となる. すると明らかに

Q =


1 1 −2 −1 −1 −1
0 1 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0
0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 1


とおけば,

PBQ =

0 D
1 0
0 0

 =


0 1 −1 −2 1 4
0 −1 2 3 −2 −6
0 0 1 −1 1 0
0 −1 3 4 −3 −8
1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0


となる.

D =


1 −1 −2 1 4
−1 2 3 −2 −6
0 1 −1 1 0
−1 3 4 −3 −8


について, これを行階段標準形にして,

P1D =


1 0 −1 0 2
0 1 1 0 −1
0 0 0 1 1
0 0 0 0 0


を得るので,

dimK(⟨A⟩ ∩ ⟨B⟩) = rankD = 3

を得る. D の 1, 2, 4 列目が一次独立なので, PBQ の 2, 3, 5 列目が一次独立
となり,

BQ =


0 2 0 −2 1 5
2 −3 2 5 −3 −11
−1 5 −5 −10 7 22
2 0 5 5 −4 −9
0 −1 0 1 −1 −3
4 4 −7 −11 9 24


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の 2, 3, 5 列目が ⟨A⟩ ∩ ⟨B⟩ の基底である. すなわち,
2
−3
5
0
−1
4

 ,


0
2
−5
5
0
−7

 ,


1
−3
7
−4
−1
9


は求める基底になっている.

27.8 演習. P =

(
1 1
1 2

)
について, f : M2(K)→ M2(K) を f(A) = PAP−1

で定義する.

(1) f は K 線型写像であることを示せ.

(2) f の M2(K) の基底 E11, E12, E21, E22 に関する表現行列を求めよ.

27.9 演習. 行列

A =


1 −1 3 1
−1 2 −4 −1
1 −2 4 2
1 0 2 1
1 −2 4 3

 , B =


0 −1 −2 1
1 1 6 0
−2 2 −4 −2
2 −2 4 3
−4 6 −4 −5


について, ⟨A⟩ ∩ ⟨B⟩ の次元と基底を求めよ.
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28 Kn の標準内積とユニタリ行列, 直交行列

(28.1) a = t(a1, . . . , an) ∈ Cn および b = t(b1, . . . , bn) ∈ Cn に対して, a と
b の標準内積を

⟨a, b⟩ = a∗b = tāb = ā1b1 + ā2b2 + · · ·+ ānbn

によって定義する 6. ⟨ , ⟩ : Cn × Cn → C を Cn の標準内積という. これの
定義域を制限して Rn × Rn → R と考えたものを Rn の標準内積という. 実
数の複素共役はその数自身なので, a, b ∈ Rn のとき,

⟨a, b⟩ = tab = tab = a1b1 + a2b2 + · · ·+ anbn

となっている.

28.2 補題. a, b, c ∈ Cn, λ, µ ∈ C に対して次が成立する.

(0) ⟨a, b⟩ ∈ C である.

(1) ⟨a,a⟩ ∈ R であり, ⟨a,a⟩ ≥ 0.

(2) ⟨a,a⟩ = 0 ならば a = 0 である.

(3) ⟨a, b⟩ = ⟨b,a⟩.

(4) ⟨a, λb+ µc⟩ = λ⟨a, b⟩+ µ(a, c).

いずれも容易に確かめられる. また, 上記 (3), (4) を使って形式的に

(28.2.1) ⟨λa+ µb, c⟩ = λ̄⟨a, c⟩+ µ̄⟨b, c⟩

を導くことができる (直接示しても容易である).

28.3 補題. a, b, c ∈ Rn, λ, µ ∈ R に対して次が成立する.

(0) ⟨a, b⟩ ∈ R である.

(1) ⟨a,a⟩ ≥ 0.

(2) ⟨a,a⟩ = 0 ならば a = 0 である.

6教科書と定義が違うので注意
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(3) ⟨a, b⟩ = ⟨b,a⟩.

(4) ⟨a, λb+ µc⟩ = λ⟨a, b⟩+ µ(a, c).

証明. (0)は明らかであり, (0)と補題 28.2から残りの主張は容易に従う.

(3), (4) から形式的に

⟨λa+ µb, c⟩ = λ⟨a, c⟩+ µ⟨b, c⟩

を導くことができる ((28.2.1) からも自明である).

(28.4) 以上のことを念頭に, 次の定義をする.

28.5 定義. V を複素ベクトル空間とする. 写像 ⟨ , ⟩ : V × V → C が次の性
質を持つとき, V のエルミート内積という. a, b, c ∈ Cn, λ, µ ∈ C に対して

(1) ⟨a,a⟩ ∈ R であり, ⟨a,a⟩ ≥ 0.

(2) ⟨a,a⟩ = 0 ならば a = 0 である.

(3) ⟨a, b⟩ = ⟨b,a⟩.

(4) ⟨a, λb+ µc⟩ = λ⟨a, b⟩+ µ(a, c).

エルミート内積を持つ複素ベクトル空間を複素計量ベクトル空間と呼ぶ.

28.6 例. 定義から Cn の標準内積はエルミート内積である.

(28.7) n次正方行列 A = (aij) ∈Mn(C)に対して, trA = a11+a22+· · ·+ann
と定義し, traceA をA のトレース (trace) という. tr は線型である. つま
り, A,B ∈Mn(C) および λ, µ ∈ C に対して,

tr(λA+ µB) = λ trA+ µ trB

が成立する. また, tr tA = trA, tr Ā = trA, trA∗ = trA も容易であろう.

28.8 例. A,B ∈Mm,n(C)に対して ⟨A,B⟩ = tr(A∗B)と定義するとエルミー
ト内積である.

28.9 演習. 確かめよ.
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28.10 例. I = [a, b] を R の有界閉区間とする. Map(I,C) の中で連続関数
の全体 V は部分空間である. ここに f : I → C が連続であるとは, 任意の
x ∈ I と ε > 0 に対してある δ > 0 が存在して y ∈ I, |x− y| < δ である限り
|f(x)− f(y)| < ε が成立することをいう. これは f(x) = a(x) + ib(x) (a(x),
b(x) は実数値の関数) と書いたとき, a(x), b(x) が共に連続であることと同値
である. さて, f, g ∈ V に対して,

⟨f, g⟩ =
∫ b

a

f(x)g(x) dx

と定義すると V のエルミート内積である.

28.11 演習. 確かめよ.

28.12 演習. V が複素計量ベクトル空間で ⟨ , ⟩ がそのエルミート内積のと
き, λ, µ ∈ C, a, b, c ∈ V に対して,

⟨λa+ µb, c⟩ = λ̄⟨a, c⟩+ µ̄⟨b, c⟩

が成立することを証明せよ.

(28.13) 内積をもとにして, ベクトルの長さ, 2 点間の距離, ベクトルの直交
を定義できる. V を複素計量ベクトル空間とし, ⟨ , ⟩ をそのエルミート内積
とする.

(28.14) ベクトル a ∈ V の長さとは,

∥a∥ :=
√
⟨a,a⟩

と定義する.

(28.15) 上記の長さが V = Cn で内積が標準内積の場合に何であるかを確
認すると, a = t(a1, . . . , an) ∈ Cn に対して,

∥a∥ =
√
|a1|2 + · · ·+ |an|2.

特に a ∈ Rn の場合は

∥a∥ =
√
a21 + · · ·+ a2n

であり n = 2, 3 の場合によく知っているベクトルの長さと一致している.
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(28.16) a, b ∈ V に対して, a と b の距離とは

∥b− a∥

のことだと定義する.

(28.17) ベクトル a と b が直交 (perpendicular) するとは, ⟨a, b⟩ = 0 で
あることだと定義する. これは b と a が直交することと同値である. このこ
とを a ⊥ b と表す.

28.18 演習. a と b が直交するとき,

∥a+ b∥2 = ∥a∥2 + ∥b∥2

であることを示せ.

28.19 補題. a, b が V のベクトルで λ ∈ C のとき, 次が成立する.

(1) ∥a∥ は非負の実数である. ∥a∥ = 0 ならば a = 0 である.

(2) ∥λa∥ = |λ|∥a∥.

(3) |⟨a, b⟩| ≤ ∥a∥∥b∥. 等号成立条件は a, b の一方が他方の定数倍になっ
ていることである.

(4) ∥a+ b∥ ≤ ∥a∥+ ∥b∥. 等号成立条件は a, b の一方が他方の負でない実
数倍であることである.

証明. (1). 非負の実数であることは定義から明らか. 後半は ∥a∥2 = ⟨a,a⟩ =
0 だから a = 0.

(2).
∥λa∥2 = ⟨λa, λa⟩ = λ̄λ⟨a,a⟩ = |λ|2 · ∥a∥2

だから ∥λa∥ = |λ|∥a∥.
(3), (4). b = 0 ならば (3), (4) の不等式は 0 = 0 の等号で成立してお

り, 一方等号成立条件も b が a の 0 倍だから成立しており, 問題ない. よっ
て b ̸= 0 として考えれば良い. まず (3) を考える.

c =
⟨a, b⟩
∥a∥2

a, d = b− c

とおくと, ⟨a,d⟩ = ⟨c,d⟩ = 0 であるので,

∥a∥2∥b∥2 = ∥a∥2∥c+ d∥2 = ∥a∥2(∥c∥2 + ∥d∥2) ≥ ∥a∥2∥c∥2 = |⟨a, b⟩|2
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であり, 等号成立は d = 0, すなわち b = ⟨a,b⟩
∥a∥2a と同値. これから b が a の

定数倍であることは明らか. 逆に a, b の一方が他方の定数倍ならば, a ̸= 0
なので, b = λa と書ける. このとき, b = ⟨a,b⟩

∥a∥2a であることは容易. よって
(3) が示された.

(4) を考える.

∥a+ b∥2 = ∥a+ b,a+ b∥ = ∥a∥2 + 2Re⟨a, b⟩+ ∥b∥2

≤ ∥a∥2 + 2|⟨a, b⟩|+ ∥b∥2 ≤ ∥a∥2 + 2∥a∥∥b∥+ ∥b∥2 ≤ (∥a∥+ ∥b∥)2

であり, 等号成立の条件は, 第一の不等号が等号 (つまり ⟨a, b⟩ が非負の実
数) で, かつ第二の不等号が等号 (つまり (3) で等号成立, つまり b = λa と
書ける) であることで, これは b = λa で λ が非負の実数であることと同値
である. ここに複素数 a+ bi に対して Re(a+ bi) は実部 a を意味する.

28.20 補題. V が複素計量ベクトル空間, W がその部分空間のとき, ⟨ , ⟩ の
定義域をW ×W に制限したものを考えると W のエルミート内積である. し
たがって W も複素計量ベクトル空間になる.

証明. 明らかである.

28.21 定義. V が実ベクトル空間とする. 写像 ⟨ , ⟩ : V × V → R が次の条
件をみたすとき, V のユークリッド内積という. a, b, c ∈ V および λ, µ ∈ R
について,

(1) ⟨a,a⟩ ≥ 0.

(2) ⟨a,a⟩ = 0 ならば a = 0 である.

(3) ⟨a, b⟩ = ⟨b,a⟩.

(4) ⟨a, λb+ µc⟩ = λ⟨a, b⟩+ µ(a, c).

ユークリッド内積を持つ実ベクトル空間を実計量ベクトル空間という.

28.22 例. Rn の標準内積はユークリッド内積である. Rn に標準内積を考え合
わせた実計量ベクトル空間をユークリッド空間 (Euclidian space)という.

28.23 補題. V が複素計量ベクトル空間のとき, V のスカラーを制限して実
ベクトル空間だと思ったものに, (a, b) = Re⟨a, b⟩ で ( , ) : V × V → R を定
義すると, ( , ) はユークリッド内積である.

証明. 容易であるので省略する.

28.24 補題. V が実計量ベクトル空間, W がその部分空間のとき, V のユー
クリッド内積の定義域をW ×W に制限すると W のユークリッド内積とな
り, W は実計量ベクトル空間である.
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(28.25) V が複素計量ベクトル空間で, W がその実ベクトル空間としての
部分空間で, ⟨a, b⟩ ∈ R (a, b ∈ W ) が成立するとすると, ⟨ , ⟩ を W ×W に
制限したものは補題 28.23 と補題 28.24 によってユークリッド内積である.
よって W は実計量ベクトル空間となる.

28.26 例. 例 28.8 において, Mn(C) の実ベクトル空間としての部分空間
Mn(R) にエルミート内積 ⟨A,B⟩ = tr(A∗B) を制限すると A,B ∈Mn(R) に
ついて, ⟨A,B⟩ = tr(tAB) ∈ R であり, これは (28.25) により, Mn(R) のユー
クリッド内積である.

28.27 例. 例 28.10 において, V の実ベクトル空間としての部分空間として
I 上の実数値連続関数全体 W を考える. f, g ∈ W について,

⟨f, g⟩ =
∫ b

a

f(x)g(x) dx ∈ R

であり, これは (28.25) により, W のユークリッド内積である.

(28.28) 任意の実計量ベクトル空間 W はある複素計量ベクトル空間 V で
W が V の実ベクトル空間として部分空間になっているものから, (28.25) の
ようにして得られるか. この答えは Yes である. 与えられた実計量ベクトル
空間 W に対して, 実ベクトル空間 V =W ⊕W の元 (w,w′) をw + iw′ と
書くことにする. V への C の作用を

(a+ bi)(w + iw′) = (aw − bw′) + i(aw′ + bw)

で入れることにより, V は C ベクトル空間になる (テンソル積を知っている
人はこれが本質的に係数拡大 C⊗R W だと分かるだろう). 内積を

⟨v + iv′,w + iw′⟩ = ⟨v,w⟩+ ⟨v′,w′⟩+ i(⟨v,w′⟩ − ⟨v′,w⟩)

で入れればエルミート内積になることが確かめられる. W は V の実ベクト
ル空間としての部分空間になっていて (v を v+i0とみなすのである), ⟨v,w⟩
は v,w ∈ W のとき, 元の定義と一致する.

(28.29) このように, 実計量ベクトル空間は複素計量ベクトル空間の部分空
間とみなせるので, 複素計量ベクトル空間に対する定義をそのまま実計量ベ
クトル空間にも適用するのは自然である. 特にベクトルの長さ (28.14), ベク
トルとベクトルの距離 (28.16), ベクトルとベクトルの直交 (28.17) などは同
じ定義で実計量ベクトル空間に対しても定義される. また, 演習 28.18 の主
張, 補題 28.19 の主張は実計量ベクトル空間でもそのまま成り立つ (それを
含む複素計量ベクトル空間で成り立つのだから明らかだし, 証明をそのまま
なぞっても良い).
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(28.30) 補題 28.19 の実計量ベクトル空間版によって, V が実計量ベクトル
空間で, a, b ∈ V \ {0} のとき,

−1 ≤ ⟨a, b⟩
∥a∥∥b∥

≤ 1

である. よって, cos θ = ⟨a,b⟩
∥a∥∥b∥ となる角度 θ (0 ≤ θ ≤ π) が一意的に存在す

る. θ を a と b のなす角 (angle) という.
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29 直交補空間と正規直交基底

(29.1) V を複素または実の計量ベクトル空間とし, K をスカラーの全体 (つ
まり C または R) とする. v = v1, . . . ,vn ∈ V に対して, (⟨vi,vj⟩) ∈Mn(K)
を v のグラム行列 (Gram matrix) という.

(29.2) グラム行列が対角行列でどの対角成分も 0 でない時, v は直交系
(orthogonal system)という. グラム行列が単位行列の時, 正規直交系 (or-
thonormal system) という. さらに V の基底にもなっているとき, 直交基
底 (orthogonal basis),正規直交基底 (orthonarmal basis) (略して ONB)
という.

29.3 補題. 直交系は一次独立である. 特に正規直交系は一次独立である.

証明. v = v1, . . . ,vn が直交系とし,

a1v1 + · · ·+ anvn = 0

と仮定する. 各 i = 1, . . . , n について, 両辺に ⟨vi, ⟩ を適用して, ⟨vi,vj⟩ = 0
(i ̸= j) であることを用いると, ai⟨vi,vi⟩ = 0 を得る. ⟨vi,vi⟩ ̸= 0 なので,
ai = 0 となり, v は一次独立である.

従って直交系が基底かどうかは V が生成されるかどうかで決まる.

(29.4) 一般に V が K ベクトル空間 (計量ベクトル空間でなくても良い)で,
S ⊂ V のとき,

⟨S⟩ = {v ∈ V | ある r ≥ 0 とある v1, . . . ,vr ∈ V および

c1, . . . , cr ∈ K について, v =
r∑

i=1

civi}

とおくと, ⟨S⟩ は S を含む最小の V の部分空間である. これを S で生成さ
れた V の部分空間という. 上で r = 0 の場合に対応して 0 が ⟨S⟩ に属して
いることに注意しよう. 特に ⟨∅⟩ = 0 である.

(29.5) 話を計量ベクトル空間に戻す. a ∈ V に対して, ⟨a, ⟩ は V から C
への (b を ⟨a, b⟩ に写す) 写像であり, 内積の定義によって線型である. 従っ
て Ker⟨a, ⟩ は V の部分空間である. これを a⊥ で表す. V の部分集合 S に
ついて, ∩

a∈S

a⊥ = {b ∈ V | すべての a ∈ S について ⟨a, b⟩ = 0}
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は部分空間の交わりだから部分空間 (演習 19.14)で,これを S⊥で表す. S = ∅
のときは ∅⊥ = V とみなす.

29.6 補題. S, T を V の部分集合とすると, 次が成立する.

(1) S ⊂ T ならば, S⊥ ⊃ T⊥.

(2) S ⊂ S⊥⊥.

(3) S ∩ S⊥ ⊂ {0}.

(4) (S ∪ T )⊥ = S⊥ ∩ T⊥.

(5) S⊥ = ⟨S⟩⊥.

証明. (1). b ∈ T⊥ とし, a ∈ S とすると S ⊂ T だから a ∈ T であり, 従っ
て ⟨a, b⟩ = 0. これは b ∈ S⊥ を示す. よって T⊥ ⊂ S⊥ である.

(2). a ∈ S, b ∈ S⊥ とすると, ⟨b,a⟩ = ⟨a, b⟩ = 0̄ = 0. よって a ∈ S⊥⊥.
これは S ⊂ S⊥⊥ を示す.

(3). a ∈ S ∩ S⊥ とすると, a ∈ S で a ∈ S⊥ であるから ⟨a,a⟩ = 0. 従っ
て a = 0 であり, S ∩ S⊥ ⊂ {0}.

(4). a ∈ V について,

b ∈ (S ∪ T )⊥ ⇐⇒ ∀a ∈ S ∪ T ⟨a, b⟩ = 0

⇐⇒ ∀a ∈ S ⟨a, b⟩ = 0 かつ ∀a ∈ T ⟨a, b⟩ = 0

⇐⇒ a ∈ S⊥ かつ a ∈ T⊥ ⇐⇒ a ∈ S⊥ ∩ T⊥

だから求める結果を得る.
(5). S ⊂ ⟨S⟩ であるから, S⊥ ⊃ ⟨S⟩⊥. 逆に a ∈ S⊥ で b ∈ ⟨S⟩ とすると,

b =
∑r

i=1 civi (vi ∈ S, ci ∈ K) と書ける. すると,

⟨b,a⟩ =
r∑

i=1

c̄i⟨vi,a⟩ = 0.

よって a ∈ ⟨S⟩⊥. 以上により, S⊥ ⊂ ⟨S⟩⊥ であり, S⊥ ⊃ ⟨S⟩⊥ と合わせて
S⊥ = ⟨S⟩⊥ を得る.

29.7 系. W1,W2 が V の部分空間の時,

(1) W1 ∩W⊥
1 = {0}.

128



(2) (W1 +W2)
⊥ =W⊥

1 ∩W⊥
2 .

証明. (1). 補題 29.6 の (3) から明白である.
(2). 補題 29.6 の (4), (5) と補題 21.3 によって,

(W1 +W2)
⊥ = ⟨W1 ∪W2⟩⊥ = (W1 ∪W2)

⊥ =W⊥
1 ∩W⊥

2 .

(29.8) e = e1, . . . , er を V の正規直交系とする. W = ⟨e1, . . . , er⟩ は e を
基底に持つ部分空間とする. π = πe : V →W を

π(v) =
r∑

i=1

⟨ei,v⟩ei

で定義する. π が K 線型写像であることは容易に確かめられる.

29.9 補題. 上の記号の下で,

(1) v − π(v) ∈ W⊥.

(2) V =W ⊕W⊥.

(3) π : V → W は部分空間 W のみによって決まり, その正規直交基底 e
の選び方に依存しない.

証明. (1). i = 1, . . . , r について

⟨ei,v − π(v)⟩ = ⟨ei,v⟩ −
r∑

j=1

⟨ej,v⟩⟨ei, ej⟩ = 0

なので, 補題 29.6 の (5) によって v − π(v) ∈ {e1, . . . , er}⊥ = W⊥.
(2). 補題 29.7 の (1) によって W +W⊥ は直和である. (1) によって,

v ∈ V について,
v = π(v) + (v − π(v))

は v を W の元と W⊥ の元の和に表しており, V =W ⊕W⊥ である.
(3). π′ = πe′ を別の W の正規直交基底から決まる同様の K 線型写像と

すると,
v = π(v) + (v − π(v)) = π′(v) + (v − π′(v))

は同じ v を 2 通りに W の元と W⊥ の元に表している. W +W⊥ は直和な
ので, 表しかたは一意的で, π(v) = π′(v) であり, これは π = π′ を示してお
り, π は基底の取り方によらない.
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(29.10) π : V → W を W への正射影または直交射影 (orthogonal pro-
jection) という.

29.11 定理. V を n 次元の複素または実計量ベクトル空間, 0 ≤ r ≤ n とす
る. v1, . . . ,vn を V の基底とし, v1, . . . ,vr は正規直交系とする. このとき,
次をみたすような V の正規直交基底 e1, . . . , en が存在する.

(1) i = 1, . . . , r について ei = vi.

(2) i = 1, . . . , n について ⟨e1, . . . , ei⟩ = ⟨v1, . . . ,vi⟩.

証明. n についての数学的帰納法による. n = 0 のとき, 空列は正規直交基底
であり, (1), (2) は成立している.

n > 0 として, n が小さいときには定理は正しいとする. r = n なら
ば, i = 1, . . . , n について ei = vi とおいて条件をみたす正規直交基底に
なっているので主張は明らかである. r < n とする. 帰納法の仮定を V1 =
⟨v1, . . . ,vn−1⟩ とその基底 v1, . . . ,vn−1 とに適用すると, V1 の正規直交基底
e1, . . . , en−1 で i = 1, . . . , r について ei = vi であって, i = 1, . . . , n− 1 につ
いて ⟨e1, . . . , ei⟩ = ⟨v1, . . . ,vi⟩ であるものがとれることが分かる.
さて v1, . . . ,vn−1,vn は一次独立なので, 補題 22.14 によって vn /∈ V1. そ

こで補題 29.9 の (1) によれば, π : V → V1 を直交射影とするとき, v∗n =
vn − π(vn) とおくと vn /∈ V1 だから v∗n ̸= 0 で v∗n ∈ V ⊥1 . en = v∗n/∥v∗n∥ と
おけば e1, . . . , en−1, en は正規直交系である. 特に n 次元空間の長さ n の一
次独立な列なので基底であり, 条件 (1), (2) をみたす正規直交基底が得られ
た.

29.12 系. 有限次元の計量ベクトル空間は正規直交基底を持つ.

証明. V を n 次元の計量ベクトル空間としよう. V の基底 v1, . . . ,vn が存在
する. r = 0として e1, . . . , er を空列として定理 29.11を適用すればよい.

(29.13) 定理 29.11 の証明中で,

v∗n = vn − π(vn) = vn −
n−1∑
i=1

⟨ei,vn⟩ei

と具体的に計算できることに注意する. つまり, 定理の証明は与えられた基
底 v1, . . . ,vn から出発して具体的に正規直交基底 e1, . . . , en を構成する手続
きを与えている. この手続きを Schmidt 正規直交化 (Schmidt orthonor-
malization) という (Schmidt 直交化, Gram–Schmidt 直交化などとも呼ば
れる).
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29.14 例. [0, 1]上の実数値連続関数全体の空間 V の部分空間 W = ⟨1, x, x2⟩
の正規直交基底を Schmidt 正規直交化で求めよう. まず v1 = v∗1 = 1 を正規
化して, e1 = 1. 次に, v2 = x から

v∗2 = v2 − ⟨e1,v2⟩e1 = x− (

∫ 1

0

x dx) · 1 = x− 1/2.

ところで

∥v∗2∥ =

√∫ 1

0

(x− 1/2)2 dx = 1/12.

よって
e2 = v∗2/∥v∗2∥ = 2

√
3(x− 1/2).

次に v3 = x2 から

v∗3 = v3 − ⟨e1,v3⟩e1 − ⟨e2,v3⟩e2

= x2 − (

∫ 1

0

x2 dx) · 1− (

∫ 1

0

2
√
3(x− 1/2)x2 dx)2

√
3(x− 1/2)

= x2 − 1/3− (x− 1/2) = x2 − x+ 1/6.

そこで

∥v∗3∥ =

√∫ 1

0

(x2 − x+ 1/6)2 dx = 1/
√
180.

なので e3 =
√
180(x2 − x+ 1/6) = 2

√
45(x2 − x+ 1/6).

よって
1, 2
√
3(x− 1/2), 2

√
45(x2 − x+ 1/6)

は W の正規直交基底である.

29.15 演習. R3 の基底

v1 =

1
1
0

 , v2 =

1
0
1

 , v3 =

0
1
1


に Schmidt 正規直交化を施して R3 の正規直交基底を作れ.

29.16 演習. n 次元計量ベクトル空間 V の基底 v = v1, . . . ,vn に Schmidt
正規直交化を施して e = e1, . . . , en を得たとき, v を e で表した基底の変換
行列 T (e,v) は上半三角行列であることを示せ.
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29.17 演習. V が計量ベクトル空間, W が V の有限次元部分空間とすると
きW⊥⊥ = W であることを示せ.

29.18 演習. V が有限次元計量ベクトル空間, W1, W2 が V の部分空間とす
るとき,

(W1 ∩W2)
⊥ = W⊥

1 +W⊥
2

であることを示せ.
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30 ユニタリ行列と直交行列

(30.1) A = (a1 · · · an) ∈ Mm,n(C) とする. このとき, A の列ベクトル
a1, . . . ,an の標準内積に関するグラム行列は

(⟨ai,aj⟩) = (a∗iaj) =


a∗1
a∗2
...
a∗n

 (a1 a2 · · · an) = A∗A

である. 従って a1, . . . ,an ∈ Cnが正規直交基底である条件は, A = (a1 · · · an)
とおくときに A∗A = En である.

30.2 定義. A ∈ Mn(C) がユニタリ行列 (unitary matrix) であるとは,
A∗A = En が成立することをいう.

(30.3) これは A の列ベクトルが Cn の正規直交基底をなすことと同じであ
る. また, これは定理 10.3 によればA が正則行列で A∗ = A−1 であることと
も同値である.

(30.4) 実正方行列 A ∈ Mn(R) がユニタリ行列であることは tAA = En と
同値である. そこで次の定義に至る.

30.5 定義. A ∈ Mn(C) が直交行列 (orthogonal matrix) であるとは,
tAA = En であることをいう.

(30.6) 実ユニタリ行列と実直交行列は同一概念であるが, ふつうは実直交行
列という. しかし, 本講義では実と複素を並行して扱うので, 実ユニタリとい
う言い方をすることがある.

30.7 補題. A ∈ Mn(K) が n 次正則行列のとき, A = TB で T ∈ Mn(K) は
ユニタリ行列, B ∈ UMn(K) と分解することができる.

証明. A = (a1 · · · an) とし, これら列ベクトルに Schmidt 正規直交化を施
して正規直交基底 e1, . . . , en を得たとして, T = (e1, . . . , en) とおくと, T は
ユニタリで, 基底の変換行列を B とおくと A = TB で B は上半三角であ
る.
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(30.8) 2 次の実直交行列をすべて求めよう.

A =

(
a b
c d

)
= (a1 a2)

が実直交行列とする. ∥a1∥ = 1 であるから, a2 + c2 = 1 である. そこで,
ある θ ∈ [0, 2π) を用いて a = cos θ, b = sin θ と表される. a2 は a1 と直
交するので, kt(− sin θ, cos θ) と書ける. ∥a2∥ = 1 なので k2 = 1. よって
t(b, d) = t(∓ sin θ,± cos θ) となる. つまり,

A =

(
cos θ − sin θ
sin θ cos θ

)
= R(θ) または A =

(
cos θ sin θ
sin θ − cos θ

)
= R′(θ) (θ ∈ R)

と書けることが分かった. 逆にこれらの行列は任意の θ ∈ R に対して実直交
行列である. detR(θ) = 1 であるが, detR′(θ) = −1 であることに注意する.

30.9 演習. A ∈ Mn(C) について, |A∗| = |A| を示せ. このことを用いて, A
が n 次のユニタリ行列のとき, | detA| = 1 であることを示せ. また, 実直交
行列 A について detA = ±1 を示せ.

30.10 演習. A, B が n 次のユニタリ行列のとき, 次を示せ.

(1) 単位行列 En はユニタリ行列である.

(2) AB はユニタリ行列である.

(3) A は正則で, A−1 はユニタリ行列である.

(30.11) Mn(K) の部分集合 G が次の条件をみたすとき, G は行列群 (ma-
trix group) であるという.

(1) 単位行列 En は G に属する.

(2) A,B ∈ G であれば AB ∈ G.

(3) A ∈ G であれば A は正則行列で A−1 ∈ G.

演習 30.10 によると, n 次 (複素) ユニタリ行列の全体を Un で表すことに
すると, Un は行列群である. n 次実直交行列全体 On も行列群である. Un

を n 次のユニタリ群 (unitary group), On を n 次の直交群 (orthogonal
group) と呼ぶ.
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(30.12) 次の集合も行列群である.

(1) すべての K 係数 n次正則行列全体 GLn(K)(n次一般線型群 (general
linear group) という). 群論を学べば, 行列群とは一般線型群の部分
群のことであると理解されよう.

(2) 単位行列のみからなる集合 {En} (自明な行列群).

(3) すべての行列式が 1 の K 係数の正方行列全体 SLn(K)(n 次特殊線型
群 (special linear group) という).

(4) 符号行列の全体 {E(σ) | σ ∈ Sn}. これは On の部分集合である.

(5) 共通の Mn(K) に含まれる行列群の交わりはふたたび行列群である. た
とえば, Un ∩ SLn(C) は行列群である (これを SUn で表して, n 次の特
殊ユニタリ群 (special unitary group) と呼ぶ.

(6) UMn(K)∩GLn(K), LMn(K)∩GLn(K), DMn(K)∩GLn(K) は行列群
である.

これらのうち, (2) と (4) の例は有限集合である.

30.13 演習. 確かに行列群であることを確かめよ.
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31 固有値と固有空間

(31.1) A ∈Mn(K), λ ∈ K とする.

Eλ(A) := Ker(Φ(A− λEn)) = {x ∈ Kn | (A− λEn)x = 0}

とおく. (A − λEn)x = 0 は Ax = λx と同じであることに注意しよう.
Eλ(A) ̸= 0 のとき λ は A の固有値 (eigenvalue) であるという. また,
x ∈ Eλ(A) \ {0} を A の固有値 λ の固有ベクトル (eigenvector) という.
つまり, λ ∈ K が A の固有値であることは, 固有値 λ の固有ベクトルが存在
することである.

(31.2) t を変数とする. 行列式

FA(t) = det(tEn − A) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
t− a11 −a22 · · · −a1n
−a21 t− a22 · · · −a2n
...

...
. . .

...
−an1 −an2 · · · t− ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
は

(31.2.1) FA(t) = tn − tr(A)tn−1 + · · ·+ (−1)n detA

という形をした K 係数の t についての n 次の多項式である. FA(t) を A
の固有多項式あるいは特性多項式 (characteristic polynomial) と呼ぶ.

(31.3) K 係数の多項式 f(t) に対して, 方程式 f(t) = 0 の解を f(t) の根
(root) という. 因数定理によって a ∈ C が f(t) の根であることと, f(t) =
(t−a)g(t)となる多項式 g(t)が存在することは同値である. f(t) = (t−a)rg(t)
なる g(t) が存在する最大の r を a の f(t) における重複度 (multiplicity)
という. 重複度 2 以上の根を重根 (multiple root) という. 重根ではない根
(1 重根) を単根 (simple root) という.

31.4 補題. A ∈Mn(K), λ ∈ K に対して, 次は同値である.

(1) λ は A の固有値である.

(2) rank(λEn − A) < n である.

(3) det(λEn − A) = 0 である.

(4) λ は FA(t) の根である.
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証明. (1)⇔(2) は命題 12.11 から明らかである.
(2) は命題 10.2 によって λEn −A が正則ではないことと同値であり, そ

れは系 17.4 によって (3) と同値である.
(3)⇔(4) は FA(λ) = det(λEn − A) であるから明らかである.

(31.5) したがって, 固有値を求めるには FA(t) = 0 という方程式を解けば
よい. そこで FA(t) を計算することが大事になる. (31.2.1) において, FA(t)
の tr の係数は容易に分かるように

(−1)n−r
∑

1≤i1<···<in−r≤n

[i1, . . . , in−r; i1, . . . , in−r]

である.

31.6 例.

A =

a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33


のとき,

FA(t) = t3 − (trA)t2 +

(∣∣∣∣a11 a12
a21 a22

∣∣∣∣+ ∣∣∣∣a11 a13
a31 a33

∣∣∣∣+ ∣∣∣∣a22 a23
a32 a33

∣∣∣∣) t− (detA)

31.7 例.

A =

 3 −2 3
2 −1 4
−2 2 0


の固有値を求めよう.

FA(t) = |tE3 − A| = t3 − (3 + (−1) + 0)t2

+

(∣∣∣∣3 −22 −1

∣∣∣∣+ ∣∣∣∣ 3 3
−2 0

∣∣∣∣+ ∣∣∣∣−1 4
2 0

∣∣∣∣) t−
∣∣∣∣∣∣
3 −2 3
2 −1 4
−2 2 0

∣∣∣∣∣∣
= t3 − 2t2 − t+ 2 = (t− 1)(t+ 1)(t− 2).

FA(t) = 0 を解いて, 固有値は 1,−1, 2 である.

31.8 演習.

A =

−1 1 −1
−1 2 0
3 −1 3


の固有値を求めよ.
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(31.9) 行列 A に対して一般に A の固有値は存在するか. これに関しては
次の解答がある.

31.10 定理 (代数学の基本定理 (fundamental theorem of algebra)). f(t)
を複素数係数の t に関する１変数多項式で 0 ではないとする. このとき,

f(t) = c(t− λ1)m1(t− λ2)m2 · · · (t− λr)mr

(ただし, c, λ1, . . . , λr ∈ C で c ̸= 0, λ1, . . . , λr は相異なり, m1, . . . ,mr は自
然数) の形に分解できる. 特に f(t) が定数でなければ f は根をもつ. また,
f(t) が n 次式であれば, 重複度も込めれば (mi 重根 λi を mi 回数えれば)
f(t) は n 個の根をもつ.

容易に分かるように, 定理中 λ1, . . . , λr が f(t) の根の全体であり, 各 mi

は λi の重複度である. 定理が言えるのは C で考えているからであって, た
とえば t2 + 1 は実数の範囲では根を持たない. 定理によって FA(t) は根を持
ち, (1 次以上の正方行列の) 固有値は存在する.

(31.11) 三角行列の固有値は分かりやすい形をしている.

31.12補題. A = (aij)が上半三角行列のとき, FA(t) = (t−a11)(t−a22) · · · (t−
ann) である. したがって, 重複度込みで A の固有値は a11, a22, . . . , ann であ
る. A が下半三角行列の場合についても同様である.

証明. tEn−A が上半三角行列なので, 補題 14.7 を tEn−A に適用すればよ
い. 下半三角行列についても同様である.

31.13 補題. A,P ∈ Mn(C) で P ∈ GLn(C) とする. このとき, FPAP−1(t) =
FA(t) である. 特に, PAP−1 と A の固有値とその重複度は一致する.

証明.

FPAP−1(t) = |tEn − PAP−1| = |P (tEn − A)P−1|
= |P | · |tEn − A| · |P−1| = |tEn − A| = FA(t).
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32 Jordan 標準形

(32.1) V が n 次元 K ベクトル空間, f : V → V は線型変換とする. r ≥ 1
について f r とは f の r 回の合成 f ◦ f ◦ · · · ◦ f のことである. f 0 は idV の
ことであると定義する.

f がベキ零 (nilpotent) であるとは, f r = O となる r ≥ 1 が存在するこ
とをいう.

(32.2) A1, A2, . . . , As が行列のとき,
A1 O

A2

. . .

O As


のように区分された行列を A1 ⊕A2 ⊕ · · · ⊕As と表すことにする. この行列
は A1, A2, . . . , As の直和と呼ぶ.

(32.3) A = A1 ⊕A2 ⊕ · · · ⊕As のとき, rankA = rankA1 + rankA2 + · · ·+
rankAs. また,各 Ai が正方行列のとき, detA = (detA1)(detA2) · · · (detAs).
FA(t) = FA1(t)FA2(t) · · ·FAs(t) である.

(32.4) i = 1, . . . , s について, fi : Vi →Wi が有限次元 K ベクトル空間の間
の K 線型写像とする. このとき, V = V1⊕ · · ·⊕Vs から W = W1⊕ · · ·⊕Ws

への K 線型写像 f を f(v1, . . . ,vs) = (f1(v1), . . . , fs(vs)) で定義する.
vi が Vi の, wi が Wi の基底として, Ai = Ψwi,vi

(fi) は表現行列とする.
このとき v を v1, . . . ,vs の元をこの順でならべた列とし, w を w1, . . . ,ws

の元をこの順でならべた列とすれば, 表現行列 Ψw,v(f) は A1 ⊕ · · · ⊕ As に
なることが確かめられる.

(32.5) λ ∈ C と r ≥ 1 について, r 次正方行列
λ 1 0 · · · 0

0 λ 1
. . .

...
...

. . . . . . . . . 0
...

. . . λ 1
0 · · · · · · 0 λ


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を固有値 λ の r 次の Jordan 細胞 (Jordan block) と呼ばれ, J(λ, r) で
表される.

J(λ, 1) = (λ), J(λ, 2) =

(
λ 1
0 λ

)
, J(λ, 3) =

λ 1 0
0 λ 1
0 0 λ


などである.

32.6 命題. n ≥ 1, V が n 次元 K ベクトル空間, f : V → V はベキ零線型変
換とし, r は f r = 0 であるが f r−1 ̸= 0 である自然数とする. j についての
逆帰納法で j = r, r− 1, . . . , 1 について, p

(j)
1 , . . . ,p

(j)
νj ∈ Ker f j を次が成立す

るように定めることができる.

(1)
Γj = {f tp(i)

u | j ≤ i ≤ r, 1 ≤ u ≤ νi, 0 ≤ t ≤ i− 1}
は一次独立.

(2)
Ωj = {f tp(i)

u | j ≤ i ≤ r, 1 ≤ u ≤ νi, j − 1 ≤ t ≤ i− 1}
は f j−1(V ) の基底集合である. 特に Vj = ⟨Γj⟩ とおくと, f j−1(Vj) =
f j−1(V ) である.

(3) Ω1 = Γ1 は V の基底集合である.

(4) Ω1 の元を適当な順序で並べると, V の基底であり, それに関する f の
表現行列は固有値 0 の Jordan 細胞の直和である. J(0, i) は νi 回現
れる.

(5)
∑r

i=1 νii = n である.

(6) r ≤ n である.

p
(j)
1 , . . . ,p

(j)
νj が j < i ≤ r である i についてはすでに定まっていて上記の

(1), (2) をみたすとして, 帰納法の仮定で Γj+1 は一次独立である (j = r の
ときには Γr+1 = ∅ と考える) ので, その部分集合

Θj = {f tp(i)
u | j < i ≤ r, 1 ≤ u ≤ νi, j − 1 ≤ t ≤ i− 1}

は f j−1(Vj+1)の一次独立な部分集合である. これを延長して f j−1(p
(j)
1 ), . . . , f j−1(p

(j)
νj )

を付け加えて f j−1(Vj+1) + f j−1(Ker f j) の基底とするように p
(j)
1 , . . . ,p

(j)
νj ∈

Ker f j をとるのである.
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証明. (1).

(32.6.1)
∑
j≤i≤r

∑
1≤u≤νi

∑
0≤t≤i−1

c
(i)
u,tf

tp(i)
u = 0

と仮定する. 両辺に f j−1 を掛けて, p
(i)
u ∈ Ker f i に注意すると,∑

j≤i≤r

∑
1≤u≤νi

∑
0≤t, t+j−1≤i−1

c
(i)
u,tf

t+j−1p(i)
u = 0.

Ωj = Θj∪{f j−1(p
(j)
1 ), . . . , f j−1(p

(j)
νj )}は定義によって一次独立なので, c

(i)
u,0 = 0

を得る. これを (32.6.1) に代入して両辺に f j−2 を掛ける.∑
j≤i≤r

∑
1≤u≤νi

∑
1≤t, t+j−2≤i−1

c
(i)
u,tf

t+j−2p(i)
u = 0.

再び Θ̃j の一次独立性で c
(i)
u,1 = 0 を得る. これを代入して f j−3 を掛けて, と

順にやっていくことにより, c
(i)
u,t = 0 (t ≤ j − 1) が出て, 最後に Γj+1 の一次

独立性によってすべての c
(i)
u,t が 0 だと分かる. よって Γj は一次独立である.

(2). Ωj は Γj の部分集合なので一次独立である. よって f j−1(V ) = ⟨Ωj⟩
を示せば良い. f j−1(Vj) = ⟨f j−1(Γj)⟩ = ⟨Ωj⟩であるから, f j−1(Vj) = f j−1(V )
を言えば良い. f j−1(Vj) は Ωj を含むので特に f j−1(Ker f j) を含む. 数学的
帰納法の仮定によって,

f j(V ) ⊃ f j(Vj) ⊃ f j(Vj+1) = f j(V ).

よって w = f j−1v ∈ f j−1(V ) について, f j(v) = f j(v′), v′ ∈ Vj と書ける.
と書くことができる. よって w − f j−1(v′) = f j−1(v − v′) ∈ f j−1(Ker f j) ⊂
f j−1(Vj). よって w = (w− f j−1(v′)) + f j−1(v′) ∈ f j−1(Vj). f

j(V ) ⊂ f j(Vj)
が示された.

(3). 上の (2) で j = 1 とすれば Ω1 は V の基底集合である. Ω1 = Γ1 は
定義による.

(4).

Ω1 =
r∪

i=1

νi∪
u=1

{f i−1(p(i)u ), f i−2(p(i)
u ), . . . , f(p(i)

u ),p(i)
u }

であり, f が
⟨f i−1(p(i)u ), f i−2(p(i)

u ), . . . , f(p(i)
u ),p(i)

u ⟩
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の線型変換を引き起こし, (この順で並べた基底に関する) その表現行列が
J(0, i) であることから従う.

(5) は (4) から明らかである.
(6)はその定義から νr > 0であり, νrr ≤ nなのだから明らかである.

32.7系. V が n次元ベクトル空間, f がそのベキ零線型変換とすると, fn = 0.

証明. 命題 32.6 の (6) により, r ≤ n で f r = 0 だから fn = 0.

(32.8) V が n 次元 K ベクトル空間, f : V → V が線型変換とするとき,
λ ∈ C について,

Eλ(f) = Ker(f − λidV )

と定義して, Eλ(f) ̸= 0 のとき, λ は f の固有値であるといい, このとき
Eλ(f) を f の固有値 λ の固有空間という. Eλ(f) \ 0 の元を固有ベクトルと
いう.

(32.9) また,

Wλ(f) =
∪
i≥0

Ker((f − λidV )
i)

とおいて, これが 0 でないとき, f の固有値 λ の弱固有空間または一般固有
空間 (generalized eigenspace) という.

Ker(f − λidV ) ⊂ Ker(f − λidV )
2 ⊂ Ker(f − λidV )

3 ⊂ · · ·

であるが, V が有限次元なのである N が存在して

Ker(f − λidV )
N = Ker(f − λidV )

N+1 = · · ·

とならざるを得ず, その N について Wλ(f) = Ker(f − λidV )
N であり, 特

に Wλ(f) は V の部分空間である. N は 系 32.7 をベキ零変換 f − λidV :
Wλ(f)→ Wλ(f) に適用することによって dimK Wλ(f) 以下にとれるとわか
る. 特に Wλ(f) = Ker(f − λidV )

n は保証される.

(32.10) V は n 次元とし, f : V → V が線型変換の時, V の基底 v を一つ
決め, f の表現行列 A = Ψv(f) の行列式を det f で表し, f の行列式とい
う. 基底を変換すると表現行列は PAP−1 の形になるが, 行列式は変わらな
いので, det f は基底の取り方によらないで f のみで決まっている. f が同
型と det f ̸= 0 は同値である. det(tidV − f) を Ff (t) で表し, f の固有多項
式という. これも基底の取り方によらない. とくにその tn−1 の係数の (−1)
倍である trA は基底の取り方によらない. これを tr f と書く. 固有値であ
ることと Ff (t) の根であることは同じである. A = Ψv(f) が表現行列の時,
Ff (t) = FA(t) である.
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(32.11) λが f の固有値であることは, f−λidV が単射でないことで,これは
rank(f−λidV ) = rank(A−λEn)が n未満であること,つまりdet(f−λidV ) =
det(A− λEn) が 0 になることと同値である. 線型変換の固有値, 固有多項式
は表現行列のそれと同じである.

32.12 補題. 一般に Wλ(f) ⊃ Eλ(f) である. また λ が固有値でなければ
Wλ(f) = 0.

証明. 前半は定義から明白である. 後半は, λ が固有値でなければ f − λidV

は単射だから何乗しても単射で, Wλ(f) = 0 となる.

32.13 補題 (Fitting の補題 (Fitting’s lemma)). n ≥ 0, V は n 次元 K
ベクトル空間, f : V → V は線型変換とする. このとき, 次をみたす部分空間
N と I が一意的に存在する.

(1) f(N) ⊂ N で f : N → N はベキ零.

(2) f(I) ⊂ I で f : I → I は同型.

(3) V = N + I.

このとき V = N ⊕ I であり, N =W0(f).

証明. まず一意性と最後の主張を示す. dimN ≤ n なので fn(N) = 0. fn :
I → I は同型だから fn(I) = I. (3) によって fn(V ) = I. 特に I = fn(V )
として一意に決まった. また, N ⊂ Ker fn なので,

dimN+dim I ≤ dimKer fn+rank fn = dimV ≤ dimV+dim(N∩I) ≤ dimN+dim I.

従って不等号はすべて等号で, N = Ker fn = W0(f) かつ N ∩ I = 0 で, N
も一意に決まり, V = N ⊕ I と分かった.
よって N = Ker fn, I = fn(V ) とおいて実際に条件をみたせば良い. (1).

n ∈ N とすると fn(f(n)) = f(fn(n)) = 0. よって f(n) ∈ N であり,
f(N) ⊂ N . f : N → N は n 乗すると 0 だからベキ零. (2). f(fn(V )) ⊂
fn(V ) なので f(I) ⊂ I. Ker fn = Ker fn+1 = · · · = W0(f) だから, 次元の
比較で Im fn = Im fn+1 = · · · . 特に f : I → I は全射であり, 従って同型.
(3). v ∈ V とする. Im f 2n = I なので, fnv = f 2nw と書ける. すると,
v = (v − fnw) + fnw ∈ N + I.
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(32.14) 同型である線型変換を自己同型 (automorphism) という.

32.15 補題. V が n 次元 K ベクトル空間, f : V → V は線型変換とすると
き, 次は同値である.

(1) f は 0 を固有値に持たない.

(2) Ker f = 0.

(3) f は単射.

(4) f は全射.

(5) f は自己同型.

証明. (1)⇔(2) は Ker f = E0(f) だから.
(2)⇔(3) は補題 20.15.
(3)⇔(4)⇔(5) は系 26.4 による.

(32.16) f : V → V が線型変換で W は部分空間, f(W ) ⊂ W とする. この
とき, f が引き起こす W から W への線型変換を f |W で表す.

32.17 補題. V が n 次元ベクトル空間, f : V → V は線型変換とするとき,
次は同値である.

(1) f はベキ零である.

(2) f は 0 以外の固有値を持たない.

(3) Ff (t) = tn である.

証明. (1)⇒(2). もし λ が 0 でない f の固有値として, v ∈ V が固有ベクト
ルとすると, f rv = λrv = 0 となって矛盾である.

(2)⇒(3). FA(t) は最高次の係数が 1 の n 次式で, 仮定により 0 しか根
を持たない. 代数学の基本定理により, FA(t) = tn となるしかない.

(3)⇒(2) は明らか.
(2)⇒(1). V = W0(f)⊕ I と直和分解し, f(I) = I とできる. I ̸= 0 とす

ると, I は補題 32.15 によって 0 固有値を持たないことから, 0 以外の固有値
を持つことになり, Ff (t) = Ff |W0(f)

(t)Ff |I (t) であることから f も 0 以外の
固有値を持ち矛盾. よって I = 0 であり, V =W0(f) となって f はベキ零で
ある.
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(32.18) V が有限次元 K ベクトル空間, f : V → V が線型変換とする. 複
素数係数多項式

φ(t) = c0t
m + c1t

m−1 + · · ·+ cm

に対して,
φ(f) = c0f

m + c1f
m−1 + · · ·+ cmidV

と定義する.

32.19 補題. V を n 次元 K ベクトル空間, f : V → V を線型変換とする.
λ, µ ∈ K, λ ̸= µ のとき, f −λid がベキ零ならば, f −µid は自己同型である.
f − µid の逆写像はある K 係数の多項式 φ(t) について (f − µid)−1 = φ(f)
と表される.

証明. (f − λid)m = 0 とする. このとき, g = (µ − λ)−1(f − λid) とおくと,
gm = 0 であり,

f − µid = f − λid− (µ− λ)id = −(µ− λ)(id− g).

g は f の (K 係数) 多項式なので,

−(µ− λ)−1(id + g + · · ·+ gm−1)

も f の多項式で, これが f − µid の逆写像であることは掛けてみれば明らか
である.

32.20 補題. V を n次元 K ベクトル空間, f : V → V を線型変換, λ1, . . . , λr
を f の固有値全体とし, K = R のときにはこれらが R の元であると仮定す
る. このとき, K ベクトル空間として

V =Wλ1(f)⊕ · · · ⊕Wλr(f)

である. dimK Wλi
(f) は λi の重複度に一致する.

証明. n = dimV についての数学的帰納法. g = f − λridV に Fitting の補題
を適用して, V = Wλr(f)⊕ I で g(I) = I とできる. Ff (t) = Ff |W (t) · Ff |I (t)
である. ここに W = Wλr(f). λi の重複度を mi とするとき,

Ff (t) = (t− λ1)m1 · · · (t− λr)mr

であるが, 補題 32.17 によって Fg|W (t) は t のベキなので,

Ff |W = det(tid− (g|W + λrid)) = det((t− λr)id− g|W ) = Fg|W (t− λr)
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は (t− λr)k の形をしている. 一方 g|I は自己同型だから, g|I は 0 を固有値
に持たず, f |I は λr を固有値に持たない. 以上により, Ff |W (t) = (t− λr)mr ,
Ff |I (t) = (t−λ1)m1 · · · (t−λr−1)mr−1 であることが従う. つまり, f |I は固有値
λ1, . . . , λr−1 を持ち, λi の重複度は f と同じ mi になる. また, dimW = mr

も従う. 帰納法の仮定から,

I =Wλ1(f |I)⊕ · · · ⊕Wλr−1(f |I)

であるが, f − λiid は i < r について W 上で同型なので,

Wλi
(f) = Wλi

(f |W )⊕Wλi
(f |I) = Wλi

(f |I).

結局
V = Wλr(f)⊕ I = Wλ1(f)⊕ · · · ⊕Wλr−1(f)⊕Wλr(f).

i < r について, 帰納法の仮定で

dimWλi
(f) = dimWλi

(f |I) = mi.

(32.21) f : V → V は有限次元 K ベクトル空間の線型変換とする. V の基
底 v が f の Jordan 基底であるとは, v に関する f の表現行列 Ψv(f) が (K
を固有値に持つ) Jordan 細胞の直和になることをいう. このような Ψv(f) を
f の Jordan 標準形という.

(32.22) A ∈Mn(K) とする. Φ(A) の Jordan 標準形を A の Jordan 標準形
という. Φ(A) に関する Jordan 基底を並べた行列 P = (a1 · · · an) は K 係
数で n 次正則で, P−1AP がその基底から得られる Jordan 標準形であるし,
逆に P が正則行列で P−1AP が Jordan 細胞の直和ならば, P の列ベクトル
が f の Jordan 基底ということになる. 正則行列 P を本講義では Jordan 基
底行列と呼ぶことにする.

32.23 定理 (Jordan 標準形の存在). f : V → V は有限次元 K ベクトル空間
の線型変換とする. もし f の固有値がすべて K の元ならば (K = C のとき
にはいつでも), V は f の Jordan 基底を持つ.

証明. n = dimV に関する数学的帰納法による. n = 0 のときは自明なので,
n > 0 としてよい. V = V1 ⊕ V2, V1 ̸= 0, V2 ̸= 0, f(Vi) ⊂ Vi となるよう
な分解がもしあれば, 帰納法の仮定で各 Vi が f |Vi

の Jordan 基底を持つか
ら, それを並べれば, Jordan 基底を得るので, そのような分解が存在しない
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場合を考えれば良い. λ が f の固有値ならば, f(Wλ(f)) ⊂ Wλ(f) なので, 補
題 32.20 により, f は固有値を一つしか持たないとして良い. その固有値を
λ とする. f を f − λidV でおきかえて, f はベキ零として良い. この場合は
命題 32.6 である.

32.24 系 (行列の三角化). n ≥ 1 とする. f : V → V が n 次元 K ベクトル
空間 V の線型変換とする. このとき, 次は同値である.

(1) f の固有値はすべて K の元である.

(2) 適当な V の K 基底を取ると, f のその基底に関する表現行列は上半三
角である.

特に (1), (2) ともに K = C ならばいつでも成立する.

証明. (1)⇒(2). Jordan 標準形が存在し, それは上半三角行列である.
(2)⇒(1). f の表現行列 A で上半三角なものがとれると, その対角成分

が f の固有値であるが, A の成分はすべて K の元なので, f の固有値は K
の元である.

32.25 定理 (Jordan 標準形の一意性). f : V → V は有限次元 K ベクトル空
間の線型変換とし, J が f の Jordan 標準形とする. このとき, 各 λ ∈ C と
i ≥ 1 に対して, Jordan 細胞 J(λ, i) が J に現れる回数 νi(λ) は, f のみで決
まり, f に関する Jordan 基底の取り方によらず一意的である.

証明. J = J(λ1, i1)⊕ · · ·⊕ J(λs, is) とする. µi(λ) = dimK Ker(f −λidV )
i と

おくと, µi(λ) は f のみで決まる.

µi(λ) = n− rank(f − λidV )
i = n−

s∑
k=1

rank J(λk − λ, ik)i

=
s∑

k=1

(k − rank J(λk − λ, ik)i) =
∑
λk=λ

min(ik, i) =
n∑

l=1

min(l, i)νl(λ)

= µi−1(λ) +
∑
l≥i

νl(λ)

よって

νn(λ) = µn(λ)− µn−1(λ), νn−1(λ) = µn−1(λ)− µn−2(λ)− νn(λ),
νn−2(λ) = µn−2(λ)− µn−3(λ)− νn(λ)− νn−1(λ), . . .

と順に決まっていくので νi(λ) も f のみで決まる.
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(32.26) 上の議論から, m を固有値 λ の重複度とすると,

m = dimK Wλ(f) = µm(λ) =
m∑
l=1

lνl(λ).

また,

dimK Eλ(f) = µ1(λ) =
m∑
l=1

νl(λ).

(32.27) A ∈ Mn(C) と自然数 r に対して, Ar は A の r 個の積A · A · · ·A
を表すものとする. A の 0 乗 A0 は同じサイズの単位行列 En を意味するも
のとする. A が正則の場合, A−r は (A−1)r のことを意味するものとする.

(32.28) φ(t) は K 係数の t についての 1 変数多項式とする.

φ(t) = a0t
m + a1t

m−1 + · · ·+ am (a0, a1, . . . , am ∈ C)

とするとき, A ∈Mn(C) に対して

φ(A) = a0A
m + a1A

m−1 + · · ·+ amEn

を意味するものとする.

32.29 補題. P が n 次正則行列の時, φ(PAP−1) = Pφ(A)P−1.

証明. (PAP−1)r = PAP−1PAP−1 · · ·PAP−1 = PArP−1. そこで

φ(PAP−1) = a0PA
mP−1 + a1PA

m−1P−1 + · · ·+ amPEnP
−1

= P (a0A
m + a1A

m−1 + · · ·+ En)P
−1 = Pφ(A)P−1.

32.30 補題. A1, . . . , As が正方行列で A = A1 ⊕ · · · ⊕ As のとき, φ(A) =
φ(A1)⊕ · · · ⊕ φ(As).

証明. 区分行列の計算で, 和に関して

(A1 ⊕ · · · ⊕ As) + (B1 ⊕ · · · ⊕Bs) = (A1 +B1)⊕ · · · ⊕ (As +Bs),

積に関して

(A1 ⊕ · · · ⊕ As) · (B1 ⊕ · · · ⊕Bs) = A1B1 ⊕ · · · ⊕ AsBs,

スカラー倍に関して

α(A1 ⊕ · · · ⊕ As) = αA1 ⊕ · · · ⊕ αAs

となっていることから容易に従う.
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32.31 定理 (ケーリー・ハミルトンの定理 (Cayley–Hamilton theorem)).
n ≥ 1, A ∈Mn(C) とするとき, FA(A) = O.

証明. J = P−1AP を A の Jordan 標準形とする. このとき,

FA(A) = FJ(PJP
−1) = PFJ(J)P

−1

なので, A を J でおきかえて, はじめから A は Jordan 標準形だとして良
い. すると, A = J1 ⊕ · · · ⊕ Jr で各 Ji は Jordan 細胞として, FA(A) =
FA(J1)⊕ · · · ⊕ FA(Jr) であり, FA(t) = FJ1(t) · · ·FFr(t) であることから, 各 i
に関して FJi(Ji) = O がいえればよく, はじめから A は Jordan 細胞 J(λ, n)
であるとしてよい. このとき FA(t) = (t− λ)n なので,

FA(A) = (J(λ, n)− λEn)
n = J(0, n)n = O.
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33 Jordan 標準形の具体例

(33.1) ベキ零行列

A =


−1 −1 2 −1 −1
−1 −2 2 −2 −1
1 −1 −1 −1 1
1 2 −2 2 1
2 0 −3 0 2


の Jordan 標準形と Jordan 基底行列を求めよう. ベキ零であることはベキ
乗を実際に計算すれば分かる.

A2 =


1 −1 −1 −1 1
1 −1 −1 −1 1
0 0 0 0 0
−1 1 1 1 −1
−1 1 1 1 −1

 , A3 = O.

(33.2) rankA2 = 1 であることは容易であり, ⟨A2⟩ は 1 次元で, その基底
として A2 の 1 列目の p1 = A2e1 = t(1, 1, 0,−1,−1) が取れる. そこで,
命題 32.6 の証明によれば, p1, p2 = Ae1 = t(−1,−1, 1, 1, 2) (A の 1 列目),
p3 = e1は Jordan基底の一部になり, Aの Jordan標準形は J(0, 3)を Jordan
細胞に持つことが分かった.

(33.3) 区分行列 B = (p2 p1 A) の行階段標準形を作ると

C = QA =


1 0 1 0 −1 0 1
0 1 0 0 1 0 0
0 0 0 1 0 1 0
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0

 .

p1 も p2 も ⟨A⟩ に属していることに注意して, rankA = rankB = 3 を得る.
それから, p1,p2 を延長する ⟨A⟩ の基底の 3 つめのベクトルとしては, C の
1, 2, 4列目, Qp2, Qp3, QAe2が一次独立なのでq := Ae2 =

t(−1,−2,−1, 2, 0)
が取れることも分かった. Aq = A2e2 = t(−1,−1, 0, 1, 1) = −A2p3. そこで
p5 = e2+p3 =

t(1, 1, 0, 0, 0), p4 = Ap5 = q+p2 =
t(−2,−3, 0, 3, 2)とおけば

p2,p1,p4 は ⟨A⟩ の基底であり, しかも p4 = Ap5 ∈ Φ(A)(KerA2). 命題 32.6
の証明の議論によって, p4,p5 を付け加えて Jordan 基底 p1,p2,p3,p4,p5 が
得られた.
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(33.4) 得られた Jordan 基底行列は

P =


1 −1 1 −2 1
1 −1 0 −3 1
0 1 0 0 0
−1 1 0 3 0
−1 2 0 2 0

 ,

A の Jordan 標準形 P−1AP は J(0, 3) ⊕ J(0, 2) である. 作り方からそのこ
とは計算するまでもないわけだが, その気になれば

P−1 =


0 0 4 2 −3
0 0 1 0 0
1 −1 −1 −1 1
0 0 1 1 −1
0 1 0 1 0


を計算して, 実際に P−1AP を計算して確かめることができる.

33.5 演習. 次のベキ零行列の Jordan 基底行列をひとつ与え, Jordan 標準形
を求めよ.

(1)

1 −1 2
2 −2 3
1 −1 1

 (2)

 2 3 1
−2 −3 −1
2 3 1


(33.6) ベキ零とは限らない n 次正方行列 A の Jordan 標準形について考え
よう. まず固有値とその重複度を求める. 次に各弱固有空間の基底を求める
ことが必要である. これには 2 通りの方法が考えられる. λ1, . . . , λr が固有
値で, λi の重複度は mi とする.
一つは定義に基づいて Wλi

(A) = Ker(A − λiEn)
mi を連立方程式を解い

て求める方法である. もうひとつは Ci =
∏

j ̸=i(A − λjEn)
mj とおく方法で,

⟨Ci⟩ = Wλi
(A) になっている. 実際, Ci は Wλi

(A) 上に自己同型を引き起こ
し, j ̸= i について Wλj

(A) 上で 0 である.

(33.7) 弱固有空間Wλi
(A)がわかったら,その上のベキ零変換 Φ(A−λiE)|Wλi

(A)

について, Jordan 基底を求め, それらを並べて A に関する Jordan 基底を求
められる.
次のように計算することもできる. Wλ1(A), . . . ,Wλr(A)の基底を順になら

べた行列を Qとすると, Qは正則で Q−1AQ = B1⊕· · ·⊕Br となる. 各 iにつ
いて, Bi−λiEmi

はベキ零なので, これまで学んだ方法でR−1i (Bi−λiEmi
)Ri

を, 従って R−1i BiRi を Jordan 細胞の直和にできる. R = R1 ⊕ · · · ⊕ Rr,
P = QR とおけば, P−1AP が A の Jordan 標準形である.
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(33.8) 実例を見ていこう.

A =


0 7 0 −6 1
3 5 4 −3 −3
0 −4 0 3 0
2 7 3 −5 −2
2 3 2 −3 −1


の Jordan 基底を求めたい. FA(t) = (t − 1)3(t + 2)2 なので, 固有値は 1 (重
複度 3), −2 (重複度 2) である.

(A+ 2E5)
2 =


15 24 12 −18 −6
15 24 21 −9 −15
−6 −15 −3 9 6
15 24 21 −9 −15
9 9 9 −9 0

 ,

(A− E5)
3 =


−54 54 −54 −54 54
0 27 0 −27 0
27 −27 27 27 −27
−27 54 −27 −54 27
0 27 0 −27 0


までのベキ乗を計算しておく.

(33.9) まず, ⟨(A + 2E5)
2⟩ = W1(A). これにベキ零変換 A − E5 を作用さ

せる.

(A−E5)(A+2E5)
2 =


9 9 18 0 −9
9 9 18 0 −9
−9 −9 −18 0 9
9 9 18 0 −9
0 0 0 0 0

 , (A−E5)
2(A+2E5)

2 = O.

したがって p2 = (A + 2E5)
2e1 = t(15, 15,−6, 15, 9), p1 = (A − E5)p2 =

t(9, 9,−9, 9, 0) とおけば Jordan 基底の一部になり, A の Jordan 標準形は
J(1, 2) を Jordan 細胞に持つ.

B = (p1 p2 (A+ 2E5)
2) =


9 15 15 24 12 −18 −6
9 15 15 24 21 −9 −15
−9 −6 −6 −15 −3 9 6
9 15 15 24 21 −9 −15
0 9 9 9 9 −9 0


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とおいて, これの行階段標準形を求めると,
1 0 0 1 0 0 −1
0 1 1 1 0 −2 1
0 0 0 0 1 1 −1
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0

 .

q = (A + 2E5)
2e3 = t(12, 21,−3, 21, 9) とおけば, これは p1,p2, q が一次独

立なことを示す. (A − E5)q = t(18, 18,−18, 18, 0) = 2p1 = 2(A − E5)p2 な
ので, p3 = q− 2p2 =

t(−18,−9, 9,−9,−9) とおけば p3 ∈ Ker(A−E5) かつ
p1,p2,p3 は ΦA|W1(A) の Jordan 基底である.

(33.10) 次に

(A+ 2E5)(A− E5)
3 =


54 0 54 0 −54
27 0 27 0 −27
−27 0 −27 0 27
54 0 54 0 −54
27 0 27 0 −27

 ̸= O

なので, p5 = (A − E5)
3e1 = t(−54, 0, 27,−27, 0), p4 = (A + 2E5)p5 =

t(54, 27,−27, 54, 27) とおけば, p4,p5 は ΦA|W−2(A) の Jordan 基底.

(33.11) 以上により,

P = (p1 p2 p3 p4 p5) =


9 15 −18 54 −54
9 15 −9 27 0
−9 −6 9 −27 27
9 15 −9 54 −27
0 9 −9 27 0


は A の Jordan 基底行列のひとつであり, これから得られる Jordan 標準形
P−1AP は

J(1, 2)⊕ J(1, 1)⊕ J(−2, 2) =


1 1 0 0 0
0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 −2 1
0 0 0 0 −2

 .
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(33.12) もうひとつ例を計算しよう.

A =


4 3 5 −2
4 6 8 −3
−4 −4 −6 3
0 1 1 1


の Jordan 基底とそれに応じた Jordan 標準形を求めたい.

FA(t) = t(t− 1)(t− 2)2. よって固有値は 0, 1, 2 (2 重根).

(33.13) 固有値 0 は単根なので, dimW0(A) = 1 であり, W0(A) = E0(A) と
なる. 方程式 Ax = 0 を解いて, p1 =

t(−1,−2, 2, 0) は固有値 0 の固有ベク
トルで W0(A) = E0(A) の基底.
固有値 1 も単根. 方程式 (A − E4)x = 0 を解いて, p2 =

t(0,−1, 1, 1) は
W1(A) = E1(A) の基底.
固有値 2は重根である. 方程式 (A−2E4)x = 0を解く. rank(A−2E4) = 3

がわかり, dimE2(A) = 1. t(−1,−1, 1, 0) が解空間の基底である. 従って固有
値 2 の Jordan 細胞は J(2, 2) ひとつだけである.

(A− 2E4)
2 =


−4 −4 −8 4
−8 −7 −15 7
8 7 15 −7
0 −1 −1 1


である. (A− 2E4)

2x = 0 を解いて, 一次独立な解 t(−1,−1, 1, 0), t(0, 1, 0, 1)
を得る. p4 = t(0, 1, 0, 1), p3 = (A − 2E4)p4 = (1, 1,−1, 0) とおけば Jordan
基底の一部となる.

P = (p1 p2 p3 p4) =


−1 0 1 0
−2 −1 1 1
2 1 −1 0
0 1 0 1


とおけば Jordan 基底行列で, P−1AP = J(0, 1)⊕ J(1, 1)⊕ J(2, 2).
33.14 演習. 次の行列の Jordan基底行列をひとつ与え,それに応じた Jordan
標準形を求めよ.

(1)


1 3 1 −2
2 4 3 −2
−2 −3 −2 2
2 5 3 −3

 (2)


4 0 −5 4
3 0 −4 3
4 −1 −4 3
1 −1 0 0


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34 行列の対角化

(34.1) A ∈ Mn(K) が (K で) 対角化可能であるとは, ある K 係数の正則
行列 P が存在して, P−1AP が対角行列であることをいう. n 次元ベクトル
空間の線型変換 f : V → V が対角化可能とは, V のある基底 v が存在して
v に関する f の表現行列が対角行列であることをいう.

34.2 定理. A ∈Mn(K) で, その固有値の全体が λ1, . . . , λr とするとき, 次は
同値である.

(1) A は K で対角化可能.

(2) λ1, . . . , λr はすべて K の元で, Kn は A の固有ベクトルからなる基底
を持つ.

(3) λ1, . . . , λr はすべて K の元で,
∑r

i=1 dimK Eλi
(A) = n.

(4) λ1, . . . , λr はすべて K の元で, 任意の i について Eλi
(A) = Wλi

(A).

(5) λ1, . . . , λr はすべて K の元で, Kn =
⊕r

i=1Eλi
(A).

証明. (1)⇒(2). P は K 係数 n 次正則行列で P−1AP = µ1 ⊕ · · · ⊕ µn

(µ1, . . . , µn ∈ K) とすると, P = (p1 · · · pn) と列ベクトルで表せば,

(Ap1 · · · Apn) = AP = P (µ1 ⊕ · · · ⊕ µn) = (µ1p1 · · · µnpn)

で Api = µipi なので, p1, . . . ,pn は A の固有ベクトルからなる Kn の基底
である. また, 各 µi は K 係数の行列 P−1AP の成分なので K の元であり,
A と P−1AP は同じ固有値を持つので, A の固有値はどれかの µi となり, K
の元である.

(2)⇒(3). Wλ1 + · · ·+Wλr は直和で, Eλi
⊂ Wλi

だから, Eλ1 + · · ·+Eλr

も直和である. これが仮定により Kn の基底, つまり n 個の 1 次独立なベク
トルを含むので

n = dimK K
n ≥

∑
i

dimEλi
(A) = dim(

r⊕
i=1

Eλi
(A)) ≥ n

となってすべて等号になる.
(3)⇒(4). 各 i について Eλi

(A) ⊂ Wλi
(A) で, その次元の和が n で等し

いので, Eλi
(A) = Wλi

(A) である.
(4)⇒(5). 補題 32.20 から明白である.
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(5)⇒(2). 補題 26.1 による.
(2)⇒(1). p1, . . . ,pn が基底で Api = µipi ならば, P = (p1 · · · pn) とお

くとき, P は正則で AP = P (µ1 ⊕ · · · ⊕ µn) である.

34.3 命題. A ∈ Mn(K) で λ1, . . . , λr がその固有値の全体とし, これらは K
の元であると仮定する. このとき, 次は同値である.

(1) A は K で対角化可能である.

(2) (A− λ1En) · · · (A− λrEn) = O.

(3) ある重根をもたない K 係数の多項式 φ(t) が存在して φ(A) = O.

特にこれらの条件は K によらない.

証明. (1)⇒(2). B = (A− λ1En) · · · (A− λrEn) とおくと, B を A のどの固
有ベクトルにかけても 0 になる. p1, . . . ,pn を A の固有ベクトルからなる
Kn の基底とすると, 各 i について Bpi = 0 なので, P = (p1 · · · pn) とおく
と, P は正則で BP = O. つまり B = O.

(2)⇒(3). φ(t) = (t− λ1) · · · (t− λr) とおけばよい.
(3)⇒(1). φ(t) = c(t − µ1) · · · (t − µs) と書ける (c ̸= 0, µ1, . . . , µs ∈ K

は相異なる). c = 1 としてよい. 各固有値 λi について, µj ̸= λi のとき
Wλi

(A)上に A−µjEn は同型をひきおこす. µ1, . . . , µs がすべて λi と異なる
と φ(A) = O が同型を引き起こすこととなり, Wλi

(A) ̸= 0 に反する. よって
λi = µj となる j がひとつだけある. この j について A− µjEn = A− λiEn

は零写像を Wλi
(A) にひきおこす. さもなければ他の A − µlEn は単射を引

き起こすが, それをかけていって, φ(A) = O の引き起こす零写像になってお
かしいからである. よって Wλi

(A) = Eλi
(A) がすべての i について成り立

ち, A は K で対角化可能である.

34.4 系. A ∈Mn(K) で A が n 個の相異なる固有値を K に持てば, A は K
で対角化可能である.

証明. A の固有多項式 FA(t) について, 仮定により FA(t) は重根を持たな
い. ケーリー・ハミルトンの定理によって FA(A) = O だから, 命題 34.3 の
(3)⇒(1) によって A は対角化可能である.

(34.5) 対角行列は, サイズが 1 の Jordan 細胞 J(λ, 1) を対角線に並べた
ものと思えるので, P−1AP が対角行列の時, それは Jordan 標準形である.
Jordan 標準形は (Jordan 細胞の並べかえを除いて) 一意的なので, 対角化可
能行列の Jordan 標準形は対角行列である. 対角化可能行列の Jordan 標準
形を求めることをその行列を対角化するという.
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34.6 演習. 次の正方行列が R で対角化可能であるかを判定し, 可能であれば
R 係数の Jordan 基底行列を求めて対角化せよ.

(1)

 3 −2 −2
6 −5 −6
−2 2 3

 (2)

2 1 −2
0 4 −4
2 1 −2


(34.7) Kn を計量ベクトル空間と考える時, 単なる対角化ではなく, 正規直
交基底を並べた行列, すなわちユニタリ行列 P によって P−1AP を対角にす
る対角化ができると好都合である.

(34.8) A ∈Mn(C) が正規行列 (normal matrix) であるとは, A∗A = AA∗

が成立することをいう. エルミート行列, 歪エルミート行列は正規行列であ
る. ユニタリ行列も正規行列である.

34.9 補題. x,y ∈ Kn, A ∈Mn(K) について,

⟨y, Ax⟩ = ⟨A∗y,x⟩.

証明.
⟨y, Ax⟩ = y∗(Ax) = (A∗y)∗x = ⟨A∗y,x⟩.

34.10 補題. A ∈ Mn(K), W ⊂ Kn が部分空間で, A∗(W ) ⊂ W とする. こ
のとき A(W⊥) ⊂ W⊥ である.

証明. x ∈ W⊥, y ∈ W とする. ⟨y, Ax⟩ = ⟨A∗y,x⟩. A∗y ∈ W で x ∈ W⊥

だから これは 0 である. よって Ax ∈ W⊥ であり, A(W⊥) ⊂ W⊥.

34.11 補題. A ∈ Mn(K) が正規行列で λ ∈ K が A の固有値, E = Eλ(A)
が固有空間の時, A(E) ⊂ E, A∗(E) ⊂ E, A(E⊥) ⊂ E⊥, A∗(E⊥) ⊂ E⊥.

証明. v ∈ E とすると, Av = λv ∈ E なので A(E) ⊂ E. A(A∗v) = A∗Av =
A∗λv = λ(A∗v) なのでA∗v ∈ E. よって A∗(E) ⊂ E. 補題 34.10 によって
A(E⊥) ⊂ W⊥ とA∗(E⊥) ⊂ W⊥ が従う.

34.12 定理. A ∈ Mn(K) で, A の固有値はすべて K の元とする. このとき
次は同値である.

(1) A は正規行列である.

(2) U−1AU が対角行列となる K 係数のユニタリ行列 U が存在する.
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(3) A の固有ベクトルからなる Kn の正規直交基底が存在する.

(4) Kn は A の固有空間の直和で, A の各固有空間は互いに直交する.

証明. (1)⇒(2). n についての帰納法. A の固有値のひとつを λ とし, E =
Eλ(A) とおく. E = Kn の場合, A = λEn なので, P = En とおけばよ
い. E ̸= Kn の場合. Kn = E ⊕ E⊥ で, 補題 34.11 によって A(E) ⊂ E,
A(E⊥) ⊂ E⊥. E と E⊥ の正規直交基底を並べて Kn の基底をつくり,その基
底を並べた行列を P とする. P はユニタリ行列で A(E) ⊂ E, A(E⊥) ⊂ E⊥

なので

P−1AP =

(
B1 O
O B2

)
とできる. 帰納法の仮定により, K 係数ユニタリ行列 Q1, Q2 が存在して,
Q−1i BiQi は対角行列. このとき, Q = Q1 ⊕ Q2, U = PQ とおくと, U は K
係数ユニタリ行列で

U−1AU = Q−1P−1APQ =

(
Q−11 B1Q1 O

O Q−12 B2Q2

)
は対角行列.

(2)⇒(3). U の列ベクトルを並べた基底が条件をみたしている.
(3)⇒(4). A の固有値が λ1, . . . , λr とする. 同じ固有値の固有ベクトルは

まとめて, A の固有ベクトルからなる Kn の正規直交基底

p
(1)
1 , . . . ,p(1)

m1
,p

(2)
1 , . . . ,p(2)

m2
, . . . ,p

(r)
1 , . . . ,p(r)

mr

であって, p
(i)
1 , . . . ,p

(i)
mi は固有値 λi の固有ベクトルとなるようなものが存

在する. mi = dimWλi
(A) ≥ dimEλi

(A) ≥ mi だから, これらは一致し,

Kn =
⊕r

i=1Eλi
(A) で, p

(i)
1 , . . . ,p

(i)
mi が Eλi

(A) の基底. これらが互いに直交
することから容易に,　各 i ̸= j について, Eλi

(A) と Eλj
(A) は直交する.

(4)⇒(3). 各固有値の固有空間の正規直交基底を作り, これらを並べて基
底をつくれば良い.

(3)⇒(2). この基底を並べた行列を U とすればよい.
(2)⇒(1). U はユニタリなので, U∗ = U−1. D = U−1AU = U∗AU とお

くと, D∗ = U∗A∗U も対角行列なので, DD∗ = D∗D. よって,

AA∗ = UU∗AUU∗A∗UU∗ = UDD∗U∗ = UD∗DU∗ = UU∗A∗UU∗AUU∗ = A∗A.

となり, A は正規行列である.
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34.13 補題. エルミート行列の固有値は実数である.

証明. A をエルミート行列, λ をその固有値, p を固有値 λ の固有ベクトル
とする. このとき,

λ∥p∥2 = λ⟨p,p⟩ = ⟨p, λp⟩ = ⟨p, Ap⟩ = ⟨A∗p,p⟩ = ⟨Ap,p⟩
= ⟨λp,p⟩ = λ̄⟨p,p⟩ = λ̄∥p∥2.

∥p∥ ̸= 0 なので λ = λ̄, つまり λ は実数である.

34.14 演習. ユニタリ行列の固有値の絶対値は 1 であることを示せ.

34.15 命題. n 次実対称行列 A に対して, ある n 次実直交行列 U が存在し
て, U−1AU は実対角行列である.

証明. 実対称行列はエルミートなので, 補題 34.13 によってその固有値は実
数である. エルミートだから正規行列でもあるので, 定理 34.12 によって, 実
ユニタリ行列, つまり実直交行列 U が存在して U−1AU が実対角行列であ
る.

(34.16) 定理 34.12 が示す通り, 正規行列をユニタリ行列で対角化するには,
まず各固有空間の基底を作って Schmidt 正規直交化をかけ, 最後に並べれば
良い.

34.17 例. 実対称行列

A =

 4 −1 −1
−1 4 1
−1 1 4


を実直交行列によって対角化しよう.

FA(t) = t3− 12t2+45t+54 = (t− 3)2(t− 6). よって固有値は 3 (2 重根),
6.
連立方程式 (A− 3E)x = 0 を解いて, 一次独立な解 t(1, 1, 0), t(1, 0, 1) を

得る. これに Schmidt 正規直交化をかけて,

p1 =
1√
2

1
1
0

 , p2 =
1√
6

 1
−1
2


を得る.
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連立方程式 (A−6E)x = 0を解いて, 一次独立な解 t(−1, 1, 1)を得る. こ
れに Schmidt 正規直交化をかけて,

p3 =
1√
3

−11
1


を得る.

U = (p1 p2 p3) =

1/
√
2 1/

√
6 −1/

√
3

1/
√
2 −1/

√
6 1/

√
3

0 2/
√
6 1/

√
3


とおけば, U は実直交行列で,

U−1AU =

3 0 0
0 3 0
0 0 6


である.

34.18 演習. 実対称行列

A =

 2 −2 −2
−2 −1 1
2 −1 −3


を実直交行列で対角化せよ.
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35 同時対角化とジョルダン分解

35.1 定理 (同時対角化). V は n 次元 K ベクトル空間, S ⊂ EndK V とし,
次を仮定する.

(1) S のすべての元は K 上対角化可能.

(2) f, g ∈ S のとき, fg = gf .

このとき, (S の元によらない一律な) V の基底 v が存在して, 任意の S の元
f に対して, v に関する f の表現行列が対角行列となる.

証明. n に関する数学的帰納法. S のすべての元が λidV (λ ∈ K) の形をし
ていれば基底によらず表現行列はスカラー行列なので, 主張は明らかである.
そこで, S のある元 f について, f は固有値を 2 種類以上持つとして良い.
その f の固有値のひとつ λ をとり, g ∈ S を任意に取ると, v ∈ Eλ(f) に対
して,

f(g(v)) = g(f(v)) = g(λv) = λ(g(v)).

これは g(v) ∈ Eλ(f) を示す. そこで, f の固有値を λ1, . . . , λr とし, Ei =
Eλi

(f) とすると, すべての g について, g(Ei) ⊂ Ei.
Si = {g|Ei

| g ∈ S} ⊂ EndK Ei とおくと, Si は定理の仮定　 (1),(2) をみ
たす. 実際, g ∈ S とすると, 命題 34.3 によって, ある K 係数の多項式 ψg(t)
で重根を持たないものが存在して ψg(g) = 0. すると ψg(g|Ei

) = 0 なので,
再び命題 34.3 によって, g|Ei

はK 上対角化可能となり, (1) が成り立つ. ま
た, g, h ∈ S について gh = hg なので,

g|Ei
h|Ei

= (gh)|Ei
= (hg)Ei

= h|Ei
g|Ei

となって (2) も成り立つ.
そこで数学的帰納法の仮定をこれに用いて, Ei のある基底 v(i) が存在し

て, それに関する各 g|Ei
の表現行列が対角行列であるものが取れる. すると,

v をこれらを並べた基底とすれば求める結果を得る.

35.2 系. V が n 次元ベクトル空間, f, g が V の K 上の線型変換で, f も g
も K 上対角化可能で fg = gf とする. このとき, f ± g, fg も K 上対角化
可能である.

証明. 定理 35.1 を S = {f, g} に適用して, ある V の基底 v が存在して, f ,
g のこの基底に関する表現行列A, B がそれぞれ対角行列である. このとき,
f ± g, fg の表現行列はそれぞれ A±B, AB であり, これらは対角行列であ
る.

161



35.3 補題. V が n 次元 K ベクトル空間, f, g が V の K 上の線型変換で, f
も g も ベキ零で fg = gf とする. このとき, f ± g もベキ零である.

証明. f − g については, g を −g でおきかて, f + g の場合に帰着されるの
で, f + g がベキ零と示せば良い. fa = 0, gb = 0 とせよ. fg = gf なので,

(f + g)a+b−1 =
a+b−1∑
i=0

(
a+ b− 1

i

)
f iga+b−i−1.

最後の和の各項は, i ≥ a なら f i = 0 で 0. i < a なら, a + b− i− 1 ≥ b だ
から ga+b−i−1 = 0 で 0. 結局 (f + g)a+b−1 = 0 である. よって f + g もベキ
零で, これが示すべきことであった.

(35.4) A ∈Mn(K) とする. A が半単純 (semisimple) であるとは, A を複
素数係数の行列として対角化可能であることをいう. V は n 次元 K ベクト
ル空間, f : V → V が線型変換とする. f が半単純であるとは, f の表現行列
が半単純であることをいう. これは V の基底の取り方によらず, f のみで決
まる概念である.

35.5 例. 回転行列

R(θ) =

(
cos θ − sin θ
sin θ cos θ

)
は（実）ユニタリ行列なので正規行列で, 複素行列としては対角化可能であ
り, 半単純. 一方, これが ±E2 と一致しない限り, (回転した結果同一直線上
に戻らないので) R2 には固有ベクトルは存在せず, つまり実の固有値は存在
しない (または固有多項式の判別式が −4 sin2 θ < 0 だからと言ってもよい).
つまり R 上は対角化可能ではない.

35.6 補題. V が n 次元 K ベクトル空間, f が V の K 上の線型変換で, f
は半単純かつベキ零とする. このとき, f = 0 である.

証明. f のある基底に関する表現行列 A が半単純行列で, f はベキ零だから
A はベキ零である. よって半単純かつベキ零な行列が O ならよいが, そのた
めには K = C として考えれば十分で, 対角化可能かつベキ零なら O になる
ことを言えば良い. A がそのような行列で Ar = O, D = P−1AP は対角行列
とする. このとき, Dr = P−1ArP = O なので, D が対角行列だから, その各
成分を r 乗すると 0 であり, つまり D = O. よって A = PDP−1 = O であ
る.
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35.7 補題. V は n 次元 K ベクトル空間, f : V → V は K 線型変換とし, す
べての f の固有値は K の元とする. λ を固有値のひとつとするとき, ある
K 係数の多項式 φ(t) が存在して φ(f)|Wλ(f) = id であり, λ と異なる任意の
固有値 µ に対しては φ(f)|Wµ(f) = 0 となるものが存在する.

証明. W =Wλ(f), fW := f |W とおく. f の固有値 µ で λ と異なるものにつ
いて, fW − λidW はベキ零なので, fW − µidW は自己同型で, ある K 係数多
項式ψµ(t) が存在して, (fW −µidW )−1 = ψµ(fW ) と書ける. 固有値 µ の重複
度を m(µ) とすると, ξµ(f) = ψµ(f)

m(µ)(f − µidW )m(µ) も K 係数の f の多
項式で, ξµ(f)|W = id で ξµ(f)|Wµ(f) = 0. よってすべての λ 以外の固有値 µ
を走らせて積を取り,

φ(t) =
∏
µ ̸=λ

ξµ(t)

とおけば, φ(f) は固有値 µ ̸= λ について Wµ(f) 上で 0 で, W = Wλ(f) 上
で恒等写像である.

35.8 定理 (ジョルダン分解 (Jordan decomposition)). V が m 次元 K ベ
クトル空間, f : V → V は K 上の線型変換とし, その固有値はすべて K の
元とする. このとき, 次をみたす V の線型変換 s, n が一意的に存在する.

(1) s は半単純.

(2) n はベキ零.

(3) f = s+ n.

(4) sn = ns.

以上のとき, 次が成立する.

(5) s は K 上対角化可能.

(6) s の固有値は重複度を込めて f のそれと一致する.

(7) f の各固有値 λ に対して Wλ(f) = Eλ(s).

(8) ある K 係数の多項式 S(t) と N(t) が存在して s = S(f), n = N(f).
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証明. f の固有値を λ1, . . . , λr として, Wi = Wλi
(f) とおく. f の K 係数多

項式 χi(f) で χi(f)|Wi
= id, χi(f)|Wj

= 0 (j ̸= i) であるものが補題 35.7 に
よって存在する.

(35.8.1) S(t) =
r∑

i=1

λiχi(t),

N(t) = t − S(t) とおき, s = S(f), n = N(f) とおく. この s, n が確
かに (1)–(8) をみたしていることを示そう. (8) は定義から明らかである.
s+ t = S(f) + f − S(f) = f で (3) が成立している. また, どちらも f の多
項式だから (4) も明らかである.

s|Wj
=

r∑
i=1

λiχi(f)|Wj
= λjidWj

なので Wj ⊂ Eλj
(s) ⊂ Wλj

(s) であり,

m =
r∑

j=1

dimK Wj ≤
r∑

j=1

dimK Eλj
(s)

r∑
j=1

dimK Wλj
(s) ≤ m

なので不等号はすべて等号で, (1), (5), (6), (7) が成立する.

n|Wj
= (f − s)|Wj

= (f − λjid)|Wj

でこれはベキ零. よって n もベキ零で (2) が成立した. 以上により, (1)–(8)
をみたす s, nが存在するとわかった. このような s, nの組をひとつ固定する.
あとは (1)–(4) をみたす s, n の一意性を示せば十分となるが, そのため

には K = C として示せば良い. よって半単純は対角化可能と読み替えられ
る. s′, n′ が (1)–(4)をみたす線型変換の組とせよ. すると s′f = s′(s′+n′) =
(s′+n′)s′ = fs′ なので, s′ は f と可換で, よって f の任意の多項式とも可換
である. よって特に s′s = ss′ である. 同様の議論で n′n = nn′ も示される.
s′+n′ = f = s+n なので, s′− s = n′−n. これは系 35.2 と補題 35.3 によっ
て, 半単純かつベキ零. つまり 0 であり, s′ = s, n′ = n が証明された.

(35.9) 定理の分解 f = s + n をジョルダン分解という. s を f の半単純成
分 (semisimple part), n をベキ零成分 (nilpotent part)という. n 次正
方行列 A についても, A = S + N で, S は半単純, N はベキ零, SN = NS
なる分解が一意的に存在し, この分解をジョルダン分解という.
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(35.10) ジョルダン細胞 J(λ, r) をジョルダン分解するのは容易で,

J(λ, r) = λEr + (J(λ, r)− λEr) =


λ

λ
. . .

λ

+


0 1

0
. . .
. . . 1

0


がジョルダン分解を与えていることは明らかだろう. したがって, ジョルダ
ン標準形 J のジョルダン分解は, その対角成分だけ残してあとは 0 を並べた
対角行列を S として, N = J − S としたものである. P−1AP = J , つまり
A = PJP−1 のとき, A = PSP−1 + PNP−1 は A のジョルダン分解である.
つまり, ジョルダン基底行列とジョルダン標準形が計算できれば, ジョルダン
分解も計算できる.

35.11 例.

A =

 1 1 0
−2 −2 −1
2 2 2


のジョルダン分解を計算しよう.

FA(t) = t3 − t2 = t2(t− 1) なので固有値は 0 (2 重根), 1.

A− E3 =

 0 1 0
−2 −3 −1
2 2 1

 , A(A− E3) =

−2 −2 −12 2 1
0 0 0

 ̸= O.

p2 = (A − E3)e3 = t(0,−1, 1), p1 = A(A − E3)e3 = t(−1, 1, 0) とおけば
W0(A) の基底でジョルダン基底の一部となる. また

A2 =

−1 −1 −10 0 0
2 2 2


の列ベクトルは W1(A) = E1(A) の基底であり, p3 = t(−1, 0, 2) はジョルダ
ン基底の一部.

P = (p1 p2 p3) =

−1 0 −1
1 −1 0
0 1 2


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はジョルダン基底行列で J = P−1AP = J(0, 2) ⊕ J(1, 1) がジョルダン標準
形. そこで J の対角成分だけをとった

SJ =

0 0 0
0 0 0
0 0 1


が J の半単純成分で,

S = PSJP
−1 =

−1 −1 −10 0 0
2 2 2


が A の半単純成分,

N = A− S =

 2 2 1
−2 −2 −1
0 0 0


が A のベキ零成分である. なお, S = A2 なのは A2 が W0(A) 上で 0,
W1(A) = E1(A) 上で 1 になっているからで, そのことに気づいていれば計算
は不要だった.

35.12 演習. 正方行列

A =

−5 −4 2
2 1 −1
−3 −4 0


をジョルダン分解せよ.
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36 双線型形式

(36.1) V が K ベクトル空間とする. ⟨ , ⟩ : V × V → K が双線型形式
(bilinear form) であるとは, 任意の a ∈ V について ⟨a, ⟩ : V → K が線型
形式, つまり λ, µ ∈ K と b, c ∈ V に対して

⟨a, λb+ µc⟩ = λ⟨a, b⟩+ µ⟨a, c⟩
が成立し, かつ任意の a ∈ V について ⟨ ,a⟩ : V → K が線型形式, つまり
λ, µ ∈ K と b, c ∈ V に対して

⟨λb+ µc,a⟩ = λ⟨b,a⟩+ µ⟨c,a⟩
が成立することをいう.

(36.2) R ベクトル空間の上のユークリッド内積は双線型形式である.

(36.3) a ⊂ V に対して, Ker⟨a, ⟩ を a⊥ で表し, S ⊂ V に対して

S⊥ =
∩
a∈S

a⊥ = {b ∈ V | ∀a ∈ S ⟨a, b⟩ = 0}

とおくことはユークリッド内積の場合と同様である. V ⊥ を ⟨ , ⟩ の核という.

(36.4) a ∈ V に対して, Ker⟨ ,a⟩ を ⊥a で表し, S ⊂ V に対して
⊥S =

∩
a∈S

⊥a = {b ∈ V | ∀a ∈ S ⟨b,a⟩ = 0}

とおく. (エルミート) 内積に対してこのように定義しても ⊥S = S⊥ となっ
て新しいものにはならないが, 双線型形式について一般には ⊥S = S⊥ と限
らない.

(36.5) 内積の場合にならい, V の元の列 v = v1, . . . ,vn に対して, 行列
(⟨vi,vj⟩) を ⟨ , ⟩ に関する v のグラム行列と呼ぶことにしよう.

(36.6) λ : V → V ∗ を λ(v) = ⟨v, ⟩ と定めると容易に K 線型写像だとわか
る. その核は ⊥V である. 同様に ρ : V → V ∗ を ρ(v) = ⟨ ,v⟩ と定めるとこ
れもK 線型写像である. その核は ⟨ , ⟩ の核 V ⊥ である. 定義から分かるよ
うに λ と µ は互いに双対である. つまり, V ∗∗ = V の同一視のもとに,

V = V ∗∗
λ∗
−→ V ∗

が µ だし,

V = V ∗∗
µ∗
−→ V ∗

が λ である.
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(36.7) ρ(vj)(vi) = ⟨vi,vj⟩ なので ρ(vj) =
∑n

i=1⟨vi,vj⟩v∗i . つまり, ρ の表
現行列がグラム行列 (⟨vi,vj⟩) になっている. ⟨ , ⟩ が非退化ということは, ρ
が単射ということと同値である.

36.8 補題. v = v1, . . . ,vn を V の基底とし, A = (⟨vi,vj⟩) をグラム行列と
する. このとき,

dimK V
⊥ = n− rankA = dimK

⊥V.

証明. ρ の表現行列が A だから rank ρ = rankA. よって

dimK V
⊥ = dimK Ker ρ = n− dimK Im ρ = n− rank ρ = n− rankA.

一方, λは ρの双対なのでその vと v∗に関する表現行列は tAである. よって,

dimK
⊥ = dimK Kerλ = n− rank tA = n− rankA.

36.9 系. 補題 36.8 の状況で, 次は同値である.

(1) グラム行列 A は正則行列.

(2) ρ は同型.

(3) λ は同型.

(4) V ⊥ = 0.

(5) ⊥V = 0.

(36.10) これらをみたすとき, ⟨ , ⟩ は非退化 (non-degenerate) という.
(4) をみればわかるように, この概念は基底 v の選び方にはよらず, 双線型
形式 ⟨ , ⟩ のみで決まる. ユークリッド内積に関する正規直交基底のグラム
行列は単位行列なので, ユークリッド内積は非退化な双線型形式の例である.

(36.11) V は n 次元とする. 上では V 上の双線型形式から線型写像 ρ :
V → V ∗ やその表現行列である (基底の) グラム行列が定まることを見たが,
逆もしかりであり, V の基底 v を固定すると, ρ : V → V ∗ とその表現行列
A ∈Mn(K) は一対一に対応し, ρ が決まれば ⟨v,w⟩ := ρ(w)(v) だと定義し
て容易に ⟨ , ⟩ が双線型形式だとわかる. つまり, V 上の双線型形式, 線型写
像 ρ : V → V ∗, A ∈ Mn(K) は V の基底を決めればすべて 1 : 1 に対応する
とわかった.
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(36.12) グラム行列から直接的に双線型形式を対応させよう. ρ : V → V ∗

の表現行列が A = (aij) のとき, v =
∑n

i=1 aivi, w =
∑n

j=1 bjvj に対して, 上
で ρ(w) =

∑n
j=1

∑n
i=1 aijbjv

∗
i . よって

⟨v,w⟩ =
n∑

j=1

n∑
i=1

aiaijbj =
n∑

i=1

n∑
j=1

aijv
∗
i (v)v

∗
j (w).

36.13 例. A ∈ Mn(K) に対して, Kn 上で ⟨x,y⟩ = txAy とおくと, 双線型
形式であり, その標準基底に関するグラム行列は A 自身である.

36.14 補題. V が K ベクトル空間, v = v1, . . . ,vn, w = w1, . . . ,wm が V
の元の列で, B = (bij) ∈Mm,n(K),

(v1, . . . ,vn) = (w1, . . . ,wm)B

とする. つまり vj =
∑m

i=1 btjwt (j = 1, . . . , n)とする. このとき, (⟨vi,vj⟩) =
tB(⟨ws,wt⟩)B である.

証明.
⟨vi,vj⟩ = ⟨

∑
s

bsiws,
∑
t

btjwt⟩ =
∑
s

bsi⟨ws,wt⟩btj

から明白である.
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37 対称双線型形式と２次形式

(37.1) V を基底 v = v1, . . . ,vn を持つ n 次元 K ベクトル空間とする.
V 上の双線型形式 ⟨ , ⟩ が対称であるとは, 任意の v,w ∈ V に対して
⟨v,w⟩ = ⟨w,v⟩ が成立することをいう. これはグラム行列 (⟨vi,vj⟩) が対称
行列であることと同値である.

37.2 命題. 写像 φ : V → K に対して, 次は同値である.

(1) ある n 変数 K 係数の斉次２次式 h = h(t1, . . . , tn) が存在して, φ =
h(v∗1, . . . ,v

∗
n). つまり, h =

∑
1≤i≤j≤n cijv

∗
iv
∗
j とするとき,任意の v ∈ V

について,

φ(v) =
∑

1≤i≤j≤n

cijv
∗
i (v)v

∗
j(v).

(2) ある V 上の双線型形式 ⟨ , ⟩ が存在して, φ(v) = ⟨v,v⟩.

(3) ある V 上の対称双線型形式 ⟨ , ⟩ が一意的に存在して φ(v) = ⟨v,v⟩.

(4) φ が次の 2 条件をみたす.

(i) 任意の v ∈ V と α ∈ K に対して φ(αv) = α2φ(v).

(ii)

(37.2.1) ⟨v,w⟩ = 1

2
(φ(v +w)− φ(v)− φ(w))

と定義すると ⟨v,w⟩ は対称双線型形式である.

以上の時, φ(v) = ⟨v,v⟩ となる対称双線型形式 ⟨ , ⟩ は φ から (37.2.1) で得
られる.

証明. (1)⇒(2). ⟨v,w⟩ =
∑

1≤i≤j≤n cijv
∗
i (v)v

∗
j(w) とおけば容易に双線型形

式で φ(v) = ⟨v,v⟩ であることがわかる.
(2)⇒(3). φ(v) = ⟨v,v⟩ なる双線型形式があれば, [v,w] := 1

2
(⟨v,w⟩ +

⟨w,v⟩) とおけば [ , ] は対称双線型形式であって, φ(v) = [v,v] である. 一意
性は, ⟨ , ⟩ が対称双線型形式で φ(v) = ⟨v,v⟩ が成り立つとすると, (37.2.1)
式で φ から ⟨ , ⟩ は一意的に決まる.

(3)⇒(4). (i) も (ii) も容易に確認できる.
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(4)⇒(2). (37.2.1) 式で ⟨ , ⟩ を定義すると (ii) によって対称双線型形式
で, (i) を使うと

⟨v,v⟩ = 1

2
(φ(2v)− φ(v)− φ(v)) = 1

2
(4φ(v)− 2φ(v)) = φ(v).

(2)⇒(1). ⟨ , ⟩ のグラム行列を A = (aij) とすると, (36.12) によって

⟨v,w⟩ =
∑

1≤i,j≤n

aijv
∗
i (v)v

∗
j(w)

なので, 1 ≤ i < j ≤ n に対して cij = aij + aji, また cii = aii と定義すれば
良い.

(37.3) Kn 上の 2 次形式 φ は K 係数対称行列 A = (aij) によって

φ(x) = txAx =
∑

1≤i,j≤n

aijxixj

と表される.

(37.4) 2 次形式 φ : V → V のグラム行列とは, 対応する対称線型形式のグ
ラム行列 (それは対称行列である) のことと定義する. グラム行列がなるべく
簡単になるような基底を考えたい. 基底 w のグラム行列が A で v = wB と
すると基底 v のグラム行列は tBAB だった (補題 36.14).

37.5 補題. A が K 係数の n 次対称行列とする.

(1) K = C のとき, ある P ∈ GLn(C) が存在して, tPAP = En,n(r) =
Er ⊕O とできる. ここに r = rankA.

(2) K = R のとき, ある実直交行列 U が存在して UAU は対角行列である.

(3) K = R のとき, ある実正則行列 P が存在して, tPAP =Ep ⊕−Eq ⊕O
となる. ただし p, q は非負整数で p+ q = rankA.

証明. (1)⇒(2). A に基本行列 P を使って行列 B から tPBP を作る操作
を繰り返してEn,n(r) が作れることを言えば良い. つまり, 次の操作を使って
良い.

(1) Ri × c をほどこし, Ci × c をほどこす (c ̸= 0).

(2) Ri ↔ Rj をほどこし Ci ↔ Cj をほどこす.
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(3) Ri ← cRj をほどこし Ci ← cCj をほどこす.

n についての数学的帰納法による. A = O のときは自明なので, A ̸= O と
してよい. A[i, j] ̸= 0 とするとき, i ≥ 2 ならば R1 ↔ Ri, C1 ↔ Ci をほど
こし, i = 1 と仮定して良い. A[1, j] ̸= 0 とするとき, R1 ← cRj をほどこし,
C1 ← cCj をほどこすと (1, 1) 成分は A[1, 1] + 2cA[1, j] に変わる. c を適当
に選べば (c ̸= −A[1, 1]/2A[1, j] ならばなんでも良い), (1, 1) 成分を 0 でない
値にできた. よって A[1, 1] ̸= 0 としてよい.

K = C なので, α ∈ C に対して
√
α が存在する. R1 ×

√
A[1, 1]−1 と

C1 ×
√
A[1, 1]−1 をほどこして, A[1, 1] = 1 としてよい. Ri ← −A[1, i]R1 と

Ci ← −A[1, i]C1 を i = 2, 3, . . . , n についてほどこして, A = 1⊕A1 (ただし,
A1 は n− 1 次の対称行列) としてよい. あとは数学的帰納法の仮定を適用す
れば容易である.

(2) は命題 34.15 である.
(3) を示す. (2) によって, A は対角行列として良い. 置換行列 P で

tPAP を作って対角成分をいれかえ, A = a1 ⊕ · · · ⊕ an で, a1, . . . , ap > 0,
ap+1, . . . , ap+q < 0, ai = 0 (i > p+ q) としてよい. このとき,

P = |a1|−1/2 ⊕ · · · ⊕ |ap+q|−1/2 ⊕ 1⊕ · · · ⊕ 1

とおけば,

tPAP = 1⊕ · · · ⊕ 1⊕ (−1)⊕ · · · ⊕ (−1)⊕ 0⊕ · · · ⊕ 0

である.

37.6 定理 (シルベスターの慣性法則 (Sylvester’s law of intertia)). A が
n 次実対称行列とするとき, n 次正則行列 P によって

tPAP = Ep ⊕ (−Eq)⊕O

と表すことが可能で, このとき p, q は A によって一意的に定まり, P の取り
方にはよらない.

証明. 可能であることはすでに補題 37.5 でみた. 一意性を示す. P,Q が
正則行列で tPAP = Ep ⊕ (−Eq) ⊕ O, tQAQ = Es ⊕ (−Et) ⊕ O とする.
p+ q = s+ t = rankA であるので, p > s として矛盾を導けば良い.

x = t(x1, . . . , xn) を変数からなるベクトルとし, x = Py, x = Qz で変数
変換する. 連立方程式

yi = 0 (i = p+ 1, . . . , n), zj = 0 (j = 1, . . . , s)
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は x を変数とする n− p+ s 個の式からなる斉次連立方程式であるが, 変数
の個数よりも方程式の方が少ないので, 命題 12.11 によって, この連立方程式
は非自明な解 x を持つ. このとき, x から決まる y, z について,

y21 + · · ·+ y2p = tytPAPy = txAx = tztQAQz = −z2s+1 − · · · − z2s+t.

これは y1 = · · · = yp = 0 を示し, x = Py = 0　となって x が非自明な解
だったことに反して矛盾である. よって p = s で, 従って q = t である.

norip

173



記号一覧

A⟨i1, . . . , it; j1, . . . , jt⟩ 小行列 60

A∗ A の随伴行列 19

A−1 A の逆行列 25

Eλ(A) A の固有値 λ の固有空間 136

En n 次の単位行列 15

Eij 行列単位 94

FA(t) A の固有多項式 136

J(λ, r) 固有値 λ の r 次の Jordan 細胞 140

Mn(Γ) Γ 係数の n 次正方行列全体の集合 12

Mm,n(Γ) Γ 係数の (m,n) 行列全体のなす集合 11

On n 次の直交群 134

Om,n 零行列 12

Ri × c 行列の i 行目を c 倍する行基本変形 36

Ri ← cRj 行列の i 行目に j 行目の c 倍を加える行基本変形 37

Ri ↔ Rj 行列の i 行目と j 行目を入れ替える行基本変形 36

Sn n 次対称群 51

T (w,v) 基底 v を w で表した基底の変換行列 105

Un n 次のユニタリ群 134

V ∼= W V と W が同型 83

V ∗ V の双対空間 103

[v1, . . . ,vn] ei を vi に写す Kn からの線型写像 90
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[i1, . . . , it; j1, . . . , jt]A 小行列式 60

∆A 集合 A の対角線 9

∆ij(A) A の (i, j) 余因子 66

EndK V V の K 線型変換全体 HomK(V, V ) 105

Im f （対応) f の像 8

Φw,v 行列に線型写像を対応させる写像 101

Ψw,v(f) 線型写像 f の基底 v および w に関する表現行列 101

a ⊥ b a と b が直交する 123

δij クロネッカーのデルタ 15

detA 正方行列 A の行列式 56

dimK V V の K ベクトル空間としての次元 96

⟨v1, . . . ,vn⟩ v1, . . . ,vn で生成した部分空間 90

DMn(K) n 次の対角行列全体 78

GLn(K) n 次一般線型群 135

Ker f f の核 82

LMn(K) n 次の下半三角行列全体 78

SLn(K) n 次特殊線型群 135

SUn n 次特殊ユニタリ群 135

UMn(K) n 次の上半三角行列全体 78

det f 線型変換 f の行列式 142

rankA 行列 A の階数 40

sgn σ 置換 σ の符号 55

traceA A のトレース 121
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Ã A の余因子行列 69

f ∗ f の双対 103

sij (i, j) 互換 52

tA 行列 A の転置 16
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