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ZUR STRUKTUR NICHTKOMMUTATIVER RINGE

WaLter STREB

Einleitung. Sei K= eine Klasse von Ringen, K: die Teilklasse der nicht-
kommutativen Ringe aus Kz und T, R € Kx. T heilt R-reduzierend genau
dann, wenn R: € Kx, 0 < i < n existieren, so dal Ro = R, Rn = T und
Ri+1 Unterring oder (homomorphes) Bild von R:, 0 < { < n. (Hierbei ist
nicht vorausgesetzt, daB Kx oder Kx selbst abgeschlossen ist beziiglich Bildung
von Unterringen oder Bildern.) K% heiBt Kz-reduzierend genau dann, wenn
K*¥ C Kz und zu jedem R € Kx ein T € K¥ existiert, so da T R-reduzierend.

Dieser methodische Ansatz ist hilfreich, insbesondere beim Beweis von
Kommutativitdtssitzen :

Sei E eine fiir Ringe aus K erkliarte Eigenschaft, welche sich innerhalb
K auf Unterringe und Bilder vererbt und KF Kz-reduzierend. Ist E fiir keinen
Ring aus K¥ erfiillt, so ist jeder Ring aus Kz, welcher E erfiillt, kommutativ.

In dieser Note werden K5 angegeben, insbesondere zu folgenden Klassen
K= von Ringen R :

K- : R beliebig; Kiuv : R links-s-unitir; K7y : R rechts-s-unitir; Ku: R
s-unitir: Ker: R PI-Ring; Kn»: R mit R’ (Kommutatorideal von R) n-torsions-
frei.

Fir Kx sei Kx,1 die Klasse aller R € Kx mit1 € R.

Notationen. Seien Z bzw. N die Menge der ganzen bzw. positiven ganzen
Zahlen, P die Menge aller Primzahlen, Fp der Primkérper der Charakteristik
p, Ma(R) der Ring der n-n-Matrizen iiber dem Ring R, e, 1 < i, j < n die
zugehorigen Matrizeneinheiten und Rnii die Menge aller nilpotenten Elemente
von R. Fir A, BC Rsei I«(B) =la€ A:aB=20}bzw. r«(B)=|a €
A:Ba=0/|. Fira, b€ Rbzw. A, BCR sei[a, b] =ab—babzw. [A, B]
={[a.b]:a€ A, b€ B

Wir bilden folgende Mengen von nichtkommutativen Unterringen T von

M:(Fp) :

Me=1|T= enFoteuFotenFo:p € Pl
M ={T=enFote,Fo:pE Pl;
MT = ‘IT: elep+ezsz P (S P[;

M = Menge aller T = Tpare = |aen+a%exn+ben:a, b € F|, wobei
p,q € P, k€ N, F endlicher Korper mit p?* Elementen, L groBter Unter-
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kérper von F und 1 # ¢ € Gal (F: L) (Galoisgruppe von F iiber L);
M=McUMUM: Mi = M: U Me.

Weiterhin bilden wir folgende Klassen von nichtkommutativen Ringen T':
E' = Klasse aller einfachen, radikalen und reguldren T';

E: = Klasse aller reguliren Tmitl1 € T, T= Z1+Tiund T\ € E';
E bzw. Ei = Klasse aller T, wobei T Schiefkorper oder T € E' bzw.

E. = Klasse aller Schiefkorper von endlichem Grad;

C=Klassealler T= Toxmit pEP, kEN, TT=0 =TT, pT =
0 = p*T, T endlich und nilpotent oder Thi kommutatives nilpotentes Ideal
von T

Ci =Klassealler Tmit1 € T. T = Z1+ To.x mit To,x € C und p*1= 0.

Wir zeigen zunichst

Satz. F=MUEUZC:; K?“,lelUEIUCl.

Beweis. Sei T € Kr bzw. Kri und Z = Z(T) = Zentrum von T. Der
Beweis stiitzt sich auf folgende Leitidee :

(*) Der jeweils aktuelle Ring T wird sukzessive durch einen T-redu-
zierenden Ring ersetzt. Fiihren Falldiskussionen auf T € K¥ bzw. K%, so
ist der Beweis beendet. Anderenfalls realisieren wir der Reihe nach die
folgenden Bedingungen (a—f) und beenden dann den Beweis.

Fir u, v € T bezeichnet {u, v) den von u und v erzeugten Unterring von
T ohne bzw. mit 1. Mittels ( *) erhilt man:

(a) T ist kleinstes Ideal von T = {a, ) und T erfiillt ACC fiir Ideale.

Beweis. Seien u, v € T mit [u, v] %= 0.

(A) Wihle ein Ideal I von S = (u, v) maximal unter der Eigenschaft
[u, v] &€ I. Setze T = {u,v)/I. a = u+1I, b = v+ und betrachte T/T" mit
Hilbert's Basissatz.

Unsere weiteren Betrachtungen beziehen sich zunichst auf regulire T, Ist
J(T) (Jacobsonradikal von T') = 0, so erhilt man {iber primitive Bilder einen
T-reduzierenden Schiefkérper oder Matrizenring iiber einem Korper und dann
ein Element aus K¥ bzw. K¥:. Sei andererseits J(T) = 0, also T' C J(T).
Da T regulir ist, gilt [T'. T'] =0, also T € E bzw. Z1+ T € E;,. Ohne
Einschrinkung der Allgemeinheit (O.E.) sei T nicht regulir. Mittels (*)
erhilt man

(b) T?=0
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Beweis. O.E. sei T'>=+ 0, also T prim. Da T nicht regulir ist, existie-
ren 4, v € T mit uv &= 0 und vu = 0. Wiederholt man nun Schritt (A), so
erhilt man (a—b). Mittels (*) erhilt man

() TZ Z

Beweis. Anderenfallsist 7' C Z. Sei V=1I[+T") = r+(T'). Wir fithren
zunichst die Annahme [V, V] = 0 zum Widerspruch: Sei T= T/V. Zu r,
s € T\V existiert : € T, so daB rt = 0. Nach (a) gilt Trt = T". Also
existiert « € T, so daB urt = t, somit (sur— s)t = 0, demnach 5ar = 5. Also
ist T Korper. Nach [4 : Corollary 1, p.255] ist T endlicher Korper mit char
(T) =p € P und p” Elementen.

Fir V& Zbzw. VC Zwihlec € Tundd € V bzw. d € T mit [c, d] =+
0. Fiir f = x*"—x erhilt man 0 = [ f(c)c? d] = f(c)2c[c, d]+ f'(c)c?[c, d]
= f'(¢)c*[c, d], also ¢ = 0, Widerspruch.

Also gilt [V, V] 0. Man wihlt nun «, v € V mit [u, v] #+ 0 und wieder-
holt Schritt (A). Es gilt T"=Z -[a, b] und p[a, b] = 0 mit p € P. Sei
T:={c € T:pic= 0} fir i € N. Dann gilt Tx = Tx+: mit k € N. Wir
zeigen p*T = 0. Anderenfalls existiert ¢ € T mit p*¢ = [a, ]. Dann gilt
0 = pla, b] =p*'c, also ¢ € Tk+1 = T, somit 0 = p*c = [a, b], Wider-
spruch. Thu ist nilpotentes Ideal von T wegen (a). Ist Tnn nicht kommutativ,
so wahlt man #, v € Tnn mit [#, ] % 0 und wiederholt Schritt (A). SchlieB-
lich gilt T€ C bzw. Ci. Mittels (*) erhilt man

(d) T = I» (von b erzeugtes Ideal von T)

Beweis. Nach(c) existieren u € Tund v € T, so da} [4, v] #+ 0. Nun
wiederholt man Schritt (A), realisiert (¢) und hat zusitzlich I} = 0. Fir u =
aund v = [a, b] gilt [u, v] #+ 0 nach (¢). Fiir S = (u, v) ist S’ Ideal von
T, alsov € T' = S'. Nun wiederholt man Schritt (A).

(&) I=1:b)Nre(b)=T ud T=4a) BT
Beweis. Es ist I N {a) Ideal von T, also I N {a) = 0 nach (a). Wegen
T C I gilt (e). Mittels (*) erhilt man

(f) 1x(b) =re(b) =T

Beweis. Anderenfalls existiert « € T, so daB ub #= 0 = bu oder ub=
0 == bu. Man wiederholt fiir v = b zunidchst Schritt (A), realisiert (c—d)
und erhilt T'a = 0 oder aT' = 0. Sei exemplarisch T'a = 0 und 4 = (a).
Wegen (e) ist T einfacher und treuer A-Linksmodul, also A Kérper. Nach
[4 : Corollary 1, p.255] ist A endlicher Kérper mit char (A) = p. Mit pT’ =
pAb =10 ist pb = 0. Fir 1 € T ist pZ1 Ideal von T, also pl = 0 wegen
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(a—e). Insgesamt gilt pT = 0. T besitzt in diesem Fall einen Unterring aus
M. bzw. Me. Fiir aT' = 0 verfiahrt man analog.

Wir beenden nun den Beweis des Satzes: Sei F = {a), C = C:(T")
(Zentralisator von T’ in F)und S= F®c F. T ist einfacher F-Bimodul,
also einfacher und treuer S/!s(T')-Linksmodul, also S/Is(T’) Kérper. Nach
[4 : Corollary 1, p.255] ist S/Is(T’) endlicher Kérper, also wegen (f) auch
F. Nun ist S halbeinfach und T einfacher Links-S-Modul. Demnach existiert
1+ o€ Gal(F:C), sodaB (u®v)b = w’b fiir alle u, v € F. Also besitzt
T einen Unterring aus Ms.

Fiir das folgende Corollar bendtigen wir weitere Klassen von nichtkommu-
tativen Ringen T und R :

Ces = Klasse aller T € C mit T endlich und nilpotent ;
Csi = Klasse aller T= Z1+ To,x € Ci mit To.x € Css
Cos = Klasse aller torsionsfreien T';

Co.l =CoN Km;

K, = Klasse aller R fiir die gilt: Zu jedem @, b € R existiert fap €
Zlx, y1, sodaB fa,» = 0 beim kanonischen Ringmorphismus Z{z, y | = Z[x, v],
jedes Monom von fa,5 eine Linge = 3 hat und [a, 6] = fo,u(a, b) gilt ; (In der
Tat ist [a, b] = fas(a, b) fiir fa» = [x, ¥] bedeutungslos).

Kg = Klasse aller R fir die gilt:Zu @ € R existiert stets fo =
2 cizmn' € Z[x], 0<%k, 0Fn, € Z,sodaB {m:1 < i < m]teiler-
fremd und fz(@) € Rnu. (Man sieht unmittelbar, daB stets o.E. k = 0 gewihlt
werden kann). Wir zeigen nun

Corollar.

(1) K& = K% zu jedem R € Kiu existiert TE€ Mc U M: U Ex U C
(i€ L, r)), sodaB T homomorphes Bild eines Unterringes von R ist:

(2) KE=MUCU Ee; Kfio=M U C U Ee;

(3) K: = (K;'-: N Kn) U Cos Krtl = (K‘r*“,l N Kn) U Co,1;

(4) Kf=MUE; KlJx=MU E:

(5) KE=MUEUCs: Ki+ =M U E U Ce.

Beweis. (1) Wir betrachten R € Kiu. (in den anderen Fillen schlief3t
man analog). O.E. existiere kein T € Kr,:1, welches R-reduzierend ist. Nach
[3:Lemma 1, pp.109, 110] gilt dann RR=10. Sei 0 v € R und v € R
mit v = v. Der Ring {u, v) ist nicht notwendig Element von Kix». Wiederholt
man jedoch Schritt (A), so erhilt man T= (a)+bZ, ab= b, ba=0= b’
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und pb = O mit p € P. Nun ist J =1 (e)(b) Ideal von T mit b € J. Also
gilt J = 0, somit pa, a>—a € J= 0, demnach T € M..

(2) O.E. betrachtet man R € E. Nun schlieBt man mit [2:1.4.2, p.39].

(3) Sei R € Ku, Q die Menge aller Primzahlteiler von n,

t(R) =|{a € R:es existiert kE N, sodaB ka =0} und fiir p € P

to(R) =|a € R: es existiert k € N, so daB p*a = 0.
O.E. sei R/t(R) & Cu, also R' C t(R), somit R'= @Docrote(R'). Nun verfolgt
man den Beweis des Satzes.

(4) Erhilt man unmittelbar mit dem Satz.

(5) O.E. betrachtet man T = Tp.x € C mit [ Tnu, Toan] =0. Zuc€e
T wihle ge(x) = 2icicnmx' € Z[x]. Wegen pTC Tnn sei o.E. p i/ a,
1 < i< mund weiterhinm1 = 1. Wegen [Tn1, Toii] =0 ist T € Kr, Wider-
spruch.

Wir erldutern die offensichtlichen Anwendungen dieser Uberlegungen an
drei Beispielen

Beispiel 1. Sei R ein Ring, so daB gilt: Fiir a € R existiert stets
Ja(x) € Z[x], so daB fa(a)a’—a € Z. Nach [1] ist R kommutativ. Nach
Corollar (4) ist die Aussage nach Uberpriifung fiir Schiefkorper trivial.

Beispiel 2. Sei R Ring mit der Polynomidentitit f, also f(R) = 0.
Gilt f(T) # 0 fir alle T € M U C, so ist R nach Corollar (2) und [5: 1.5.
16, p.36; 2.3.33, p.131] kommutativ.

Beispiel 3. Sei F eine fiir beliebige Ringe erklirte Eigenschaft, welche
sich auf Unterringe und Bilder vererbt und fiir keinen Ring aus M U C erfiillt
ist. Dann gilt fiir jeden Ring R mit der Eigenschaft E:

(1) Fir allea, b € R gilt : Mit ab = 0 ist ba = 0.

(2) Rnu = P(R) (Primradikal von R) C Z.

(3) Ist I kommutatives Rechtsideal von R, so gilt I C Z.

(4) [R,R] N Ron = 0. Speziell ist R kommutativ, falls [R, R] C
Rnil.

Beweis. (1) Angenommen es existieren a, b € R mit ab + 0 = ba.
Dann besitzt T = (a, b) die Eigenschaft Eund T’ ist nilpotent. Mit dem Satz
erhilt man einen Widerspruch zu den Voraussetzungen.

(2) Fiir a € R mit a® = 0 gilt a®R = 0, also aRa = 0 nach (1), somit
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%2 = 0. Mittels Induktion erhilt man: Fiir a € Rnu ist Ia nilpotent. Ange-
nommen @ € Z. Wihle b € R mit [a, b] #+ 0. Weiter schlieBt man wie bei
(1).

(3) Esist0=[IR,I] =I[R,I], also[I, R]* = 0. Angenommen es
existieren a € JTund b € R mit [a, b] #+ 0. Weiter schlieBt man wie bei (1).

(4) Seiena, b € R mit[a, b] € Ron = P(R). Weiter schlieBt man wie
bei (1).
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