UBER DEN EIGENIDEALEN DER SCHIEFRINGEN

Herrn Professor MASARU OSIMA zum 60. Geburtstag gewidmet

TAKASABURO UKEGAWA

Es sei S ein Schiefring mit Einselement 1, o eine Ordnung von S,
und o* sei eine Maximalordnung von S, die o umfasst und mit o
iquivalent ist, und { sei der Fiihrer von o hinsichtlich o* d. h. dasin
o enthaltene grésste Ideal von o.

Wir zeigten in [2], dass die Gesamtheit von den zum | teilerfremden
o-Idealen, von deren inversen Idealen und von deren beiden endlichvielen
Produkten, unter der Voraussetzung folgender Asanoscher Bedingungen
A, A,, A;iiber o* eine Abelsche Gruppe bildet; wo

A,: o* seieine Maximalordnung

A,: Es gilt der Teilerkettensatz fiir ganze zweiseitige o*-Ideale

A;: Jedes Primideal von p* ist teilerlos.

In [5], nennen wir das Ideal, dessen Rechtsordung der Linksordnung
gleich ist, ein Eigenideal, und zeigte, dass ein ganzes zweiseitiges o-Ideal
a dann und nur dann zu f{ teilerfremd ist, wenn a ein Verengungs- und
zugleich auch ein Eigenideal ist.

In der vorliegenden Note betrachten wir diese Resultate unter etwas
schwicherer Voraussetzungen, und versuchen die Bedingungen, womit
die Gesamtheit der Eigenideale eine Gruppe erzeugt, ausserdem unter-
suchen die Struktur dieser Gruppe.

1. Regulire Ideale

Es sei S ein Schiefring mit Einselement 1. Wir bezeichnen die
Menge aller Einheiten von S mit S*, und jedes Element von S* heisst
regular. Ein Teilring o von S heisst y-Ordnung, wenn jedes Element
von S als @b™!, wo a Eo, bEpS*, darstellbar ist. Die /-Ordnung in
gleicher Weise definiert wird, und eine 7- und zugleich auch /-Ordnung
heisst eine Ordnung von S. Eine Teilmenge T von S heisst o-7-Ideal,
wenn

1) aus g=r, ber folgt e—betr

2) aus g€y, y beliebigin o folgt erer

3) t enthilt mindestens ein regulires Element.
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Das o-l-Ideal in gleicher Weise und o0-z-Ideal als o-r- und zugleich auch
o-l-Ideal definiert wird. Es seien 0*, o »-Ordnungen von S mit o* Do,
und | sei der Futhrer von o hinsichtlich o*, d.h. dasin o enthaltene
grosste zweiseitige Ideal von o*. Die zum T teilerfremde o-z-Ideale heissen
regulir.

Wenn | ein o*-z-Ideal ist, d.h. f ein reguldres Element « enthilt,
so ist ersichtlich @p*Co, o*aCo. Umgekeht gibt es regulire Elemente
a, 8 mit fo* Cp, o*aCo, so ist o*adfo* Cp, d.h. f ist ein 0*-z-Ideal.
Also:

Hilfssatz 1. Esseien o*, o r-Ordnuugen von S mit o* Do, und f
sei der Fithrer von o hinsichtlich o*. f ist dann und nur dann ein o*-z-
Ideal, wenn es regulidre Elemente &, 3 mit 0*aCo, 50*Co gibt.

Im folgenden setzen wir voraus, dass o*, o 7-Ordnungen von S mit
0*DOop>1 sind und der Fiihrer f von o hinsichtlich o* ein o*-z-Ideal ist.

Hilfssatz 2. Es sei g einin o enthaltenes o*-z-Ideal. Ist o* eine
maximale 7-Ordnung oder erzeugt die Gesamtheit von den zum g teiler
fremden o*-z-Idealen und von deren inversen p*-z-Idealen eine Gruppe, so
ist O,(a)=0,(a) fiir o-z-Ideal a mit (a, g)=0o0; wo O,{a), O,(a) die Links-
bzw. Rechtsordnung von a sind. v

Beweis. Wir setzen 0,(0)=0,, 0,(a)=o,. Ersichtlich o0Cp;. Aus [2;
Satz 1] N=p*ao* =o*a=ao*, da aus (a, g)=0o0 a regulir wird. Es ist
oA =p,00* =ap*=%. Nun aus der Voraussetzung gilt O,(A)=o*: ist o*
nimlich maximal, so ist O,()=v* andernfalls, da o* das Einselement
der Gruppe ist, 0,*=0,*0*=0*AA'=UA'=0*, wo 0*=0,(A). Also
0,Co* ist, demnach gCo0,gCo0*g=g, also p,g=g. Daraus folgt o,=op,0=
o/(q, @)= (0,0, n,g)=(a,g)=0, daher o,=p und in gleicher Weise o,=o.

Definition. f,={x|0*2Cp, €S}, f.={x|20*Co, =S} heisst der
Links- bzw. der Rechtsfithrer von o hinsichtlich 0*. Das maximale zwei-
seitige Ideal a von o*, die in ein einseitiges Ideal t von o* enthalten
ist, heisst die H#lle von T. '

Hilfssatz 3. Die o-z-Ideale f,, i, sind ein o*-l- bzw. ein o*-r-Ideal,
dessen Hulle | ist.

Beweis. Essei g ein beliebiges in.{, enthaltenes o*-z- Ideal, so ist
0*go*Co0*gCop, also gCf. Andererseits {Cf,, alsoist | die Hiille von f,.
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Definition. Die in o enthaltene o-z-Ideal 1t heisst ein Verengungsideal
(V-Ideal), wenn n=NNo fiir irgendeines o*-z-Ideal N ist. Die o-z-Ideal
a mit O,(a)=0,(a)=0, heisst ein Eigenideal (E-Ideal) ([2]). Wir bezei-
chnen V-Ideal und auch E-Ideal mit V-E-Ideal.

Hilfssatz 4. Ist n ein V-E-Ideal, soist
{x}x nCo, x=0*}=0 und auch {x|nxCpo, xS0*}=0p, d.h n'Np*=no.
Beweis. Wir setzen o*no*=M. Aus snCpo, zx=0* folgt, dass
mCnoNN=n, also xSo.

Hilfssatz 5. Ist n eit V-E-Ideal ist, so ist
(f, :m), = {x[naCf,, x=0*} =i,
(f. i )= {x| anCF,, xS0*} =1,
Beweis. Essei x=(f.:n), soist nxCf, also nxo*Co, also x0*Co
nach Hilfssatz 4, daher x#=f, nach der Definition von f, d.h. (f,:n),Cf,
also (f,: m),=f.

Definition. Die #-Ordnung o, die 1 enthiilt, heisst die Asanosche
r-Ordnung, wenn die Gesamtheit der o-z-Ideale eine Gruppe erzeugt ([4]).
Nach [4] ist die Asanosche »-Ordnung o* gleichbedeutend mit eine maxi-
male 7-Ordnung, in der jedes o*-z-Ideal ein projektiver rechtsseitiger
p*-Modul ist.

Satz 1. Es sei ferner o* die Asanosche r-Ordnung, und n sei ein
in O enthaltenes 0-z-Ideal. 1 ist dann und nur dann ein V-E-Ideal von
o, wenn (§,n)=o0 ist.

Beweis. Es sei n ein V-E-Ideal von o, und wir setzen (f,n) =0,
o*p0*=D. Esist DNo=oN(c*no* f)=(oNo*no* =, f)=>b, d.h. DNo
=b. Wire DE&o, so gibe es ein ganzes o*-z-Ideal € mit {2{=3€, also
f<€, und also f,2€, da f die Hiille von f, ist. Es gibt also ein x mit
z=€, x&f, daher folgt naCD2CEDE=fCH, also x=(f,: n),=f, nach
Hilfssatz 5. Das ist ein Widerspruch, also ist ®=po* also d=p, d.h.
(f, ®)=p0. Umgekehrt ist (f, 1)=o, so ist nach Hilfssatz 2 und [2; Satz 2]
n ein V-E-Ideal.

Es sei g ein beliebiges in o enthaltenes o*-z-Ideal, also gCf. Wir
bezeichnen mit G die Gesamtheit von den zu g teilerfremden o-z-Idealen,
von deren inversen o-z-Idealen und von deren beiden endlichvielen Pro-
dukten. Wir nehmen nicht an, dass o* maximal ist.
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Jetzt nehmen wir an, dass G eine Gruppe ist, so gilt:
1. Die zu g teilerfremmden o-z-Ideale sind Eigenideale von 0. Weiter ist
jedes Ideal von G ein Eigenideal von o.
2. Der Teilerkettensatz gilt fiir die zu g teilerfremden o0-z-Ideale.
3. Jedes zu g teilerfremde Primideal ist teilerlos.
4. Das Produkt zweier zu g teilerfremdes Primideal von o ist kommu-
tativ.
5. Jedes zu g teilerfremde o-z-Ideal ist eindeutig darstellbar als ein
Potenzprodukt von zu g teilerfremdes Primidealen von o.
Entsprechend bis jetzt ausgesprochenen, bezeichnen wir mit G* die Gesam-
theit von den zu g teilerfremden p*-z-Idealen, von deren inversen Idealen
und von deren beiden endlichvielen Produkten. Wir setzen iiber o* voraus,
dass G* eine Gruppe ist, so erhalten Wir wie vorher 1~5, nur o durch
0* ersetzt werden muss.
Unter letzten Annahmen erhalten wir:

Hilfssatz 6. P sei ein Primideal von o mit (p, g)=o, so ist p~'so.

Beweis. Wire p~'=p, so wiirde [P p=i{P"P=fo*=fCo, wo P=
o*pp* ist, also fP'Cp~'=p. Daraus erhalten wir [=jo*=FP*PCoPC
o*P=P, d.h. {CP, also gCP, daher gCPNo=p entgegen der An-
nahme (p, g)=o.

Unter derselben Voraussetzung wie Hilfssatz 6 haben wir:

Hilfssatz 7. Ist b ein Primideal von o, mit (p,g)=0o, soist pp~'=
pp=o.

Beweis. Esist pCpp~'Co da b ein Eigenideal von o ist, also o*po*
Co*pp~'o*Co*oo* =0*. Da 0*po* =0*p="= ist, sofolgt PCPp~'0Co*. Nun
nach der entsprechenden Eigenschaft 3 fiir G*, ist P maximal als 0*-z-
Ideal ([2; Satz 7]), also P=Pp 'o* oder Pp~'o*=o*. Wire P=Pp 'o*,
so wiirde 0*2p~'0*Dp~! da nach der entsprechenden 1 fiir G* O,(P)=o*
ist. Nun nach Hilfssatz 2 ist P ein E-Ideal von o und nach [2; Satz 2]
ist p ein V.Ideal von o, d.i. p ist ein V-E-Ideal von o. Also nach
Hilfssatz 4 ist o=p'No*=p~! da o*Dp~! ist, entgegen Hilfssatz 6, daher
P£Pp~lo*. Also folgt o*pp~'o*=0*, daraus folgt pp~'=v, da (pp~!, g)=0
ist; ebenso p~'p=no.

Satz 2. S sei Schiefring mit Einselement 1, und 0*, 0 seien r-Ord-
nungen von S, mit 0* 20331, ferner setzen wir die Existenz eines in 0
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enthaltenes o*-z-Ideals § voraus. G ist dann und nur dann eine Gruppe,
wenn G* eine Gruppe ist, dabei G=G* als Gruppe.

Beweis. Es sei G* eine Gruppe, und a ein beliebiges 0-z-Ideal, mit
(a,9)=0, so ist (a,f)=0. U sei das Erweiterungsideal von a, so ist
ANo=a ([2 ; Satz 2]). Aus der Eigenschaft 5 fiir G* ist 2 als ein
Produkt der zu g teilerfremden Primideale von 0* eindeutig darstellbar :
N=L,B,---PB,, (B, g)=0*. Also nach [2; Satz 7] a=pp,---p,, wo b, die
zu B, entsprechenden Primideale sind. Nun nach Hilfssatz 7 ist ap;’-.-
prt=o, daher p;l---p*Ca?, also o=ap;*--pi'Caa~'Co, da a ein E-Ideal
von 0 ist, somit aa"'=o, und ebenso a~’a=o0 ist. Umgekehrt sei G
eine Gruppe, und 2 sei ein beliebiges 0*-z-Ideal mit (%, g)=0*, so ist
9l=o0*ao=ao*=o*a ([2; Satz 1]), wo a=ANo ist. Wir setzen O,(A)=0%,
O0,(A) =0}, so ist ofa=opfp*a=0fA=U=o*a. Daraus erhalten wir o} =0*,
ebenso 0*=0*. Nun ist Aa~'o*=o*aa"'o* =0*, daher a 0*C~%. Also
p*=Ya"Ww*CUAACo*, somit AU '=0* und ebenso A 'A=0o*,

Satz 3. S sei ein Schiefring mit Einselement 1, und o* die Asano-
sche r-Ordnung von S, und O sei eine in 0* enthaltene 1 enthaltende
r-Ordnung von S, deven Fihrer T hinsichtlich ©o* ein 0*-z-Ideal ist.
Dann erzeugt die Gesamtheit von den reguliren 0-z-Idealen und von deren
inversen 0-z-Idealen eine multiplikative abelsche Gruppe, und sie ist das
direktes Produkt der von der reguliren Primidealen erzeugten unendli-
chen Zyklen.

Satz 4. Unter derselben Voraussetzung wie Satz 3, sei g ein beliebi-
ges in 0 enthaltenes o*-z-Ideal. Ist a ein in 0 enthalienes v-z-Ideal,
so ist a=p,---p,a, wobei P, -, p. 2u g teilerfremde Primideale von o
sind und 0, einen Teiler einer Poltenz von § bedeutet. Ferner ist o, mit
jedem zu g teilerfremden v-z-Ideal kommutativ und die obige Darstellung
von O ist eindeutig.

Beweis. Es sei N das Erweiterungsideal von a:%=o*ao*. Nach
[4; Zusatz 2.2] ist A=TF,---BP,E, wobei P, -, B, zu g teilerfremde Prim-
ideale von o* sind und € ein Teiler einer Potenz von g ist: €2¢g". Wir
setzen ay=p;'--+prla, wo p=P;No (i=1, ---, 7) zu1 g teilerfremde Prim-
ideale von o sind. Nun ist pi'P,=p;'po* =00* =0*%, also prlo*=P;!; und
ebenso o*p'=P;! ({=1, +--, 7). Daher ist 0*a*=0*p; ... plap* =P .0
PrA=E€2¢’, also a,=0a02ga,g=go*a,0*g=gEgIg"** und a=ayp, -,
Nun ist p ein beliebiges zu g teilerfremdes Primideal von o, soist (p, a,)
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=0 und pap~'Cpop~=0. Also ist pap™'=pap (p, a)=(pa, pap~'a,)Ca,.
somit pa,Cap, und ebenso pa,2qp, d.i. pay=aqp.

Satz 5. Unter derselben Voraussetzung wie Satz 3, gilt fir jedes in
0 enthaltenes o0-z-Ideal «a

a:pl...praﬂ’

wobei Dy, -+, P, regulire Primideale von 0 sind und a, ein Teiler einer
Potenz von | ist. Ferner ist a, mit jedem reguliven o-z-Ideal kommutativ
und die obige Darstellung von a ist eindeutig.

2. Eigenideale

Es sei S ein Schiefring mit Einselement 1, o eine »-Ordnung von S.
Wenn eine o enthaltende Menge G von o-z-Ideale eine Gruppe bildet, so
ist ersichtlich jedes Element von G ein Eigenideal von o. Nun untersu-
chen wir die Bedingung, womit die Gesamtheit der Eigenideale von o eine
Gruppe bildet.

Hilfssatz 8 ([4; Lemma 1.2]). Es sei 0 eine r-Ordnung von S, und
t sei or-Ideal. Esist O[t)=12"' dann und nur dann, wenn t ein pro-
jektives rechtsseitiges OJ(r)-Ideal ist, dabei t ein durch endlich viele
Elemente erzeugtes O,r)-Ideal ist.

Daraus ergibt sich der folgende

Satz 6. Es sei S ein Schiefring mit Einselement 1, © sei eine 1
umfassende Ordnung, d.i. r- und auch I-Ordnung von S. G sei die
Gesamtheit von den ganzen Eigenidealen von 0, von deren inversen
Ideaen, und von deren beiden endlichvielen Produkien, so bildet G eine
Gruppe dann und nur dann, wenn jedes ganze Eigenideal von o ein links-
und zugleich auch rechtsseitiger projektiver o-Modul ist.

Nun folgt aus Sitze 5, 6:

Satz 7. S sei ein Schiefring mit Einselement 1, ©0* set die Asano-
sche Ordnung, d.i. Asanosche r- und I-Ordnung, und © sei eine in 0*
enthaltene 1 enthaltende Ordnung von S, und G sei wie in Satz 6. Ist
der Fithrer | von o hinsichtlich ©o* ein 0*-z-Ideal, und ist jedes ganze
E-Ideal von © ein links- und auch rechtsseitiger projektiver o-Modul,
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so bildet G eine Gruppe, und sie ist ein direktes Produkt von der aus
reguldren 0-z-Idealen erzeugten Untergruppe G, und der Untergruppe F,
die aus den E-Idealen, die Teiler einer Potenz von | sind, erzeugt wird :
G=G,X F.

Zum Schlusse geben wir ein Beispiel von 0-z-Ideal, das ein E-Ideal von
0 ist und zugleich nicht ein reguldres Ideal ist. Daraus ergibt sich im
Satz 6 die Notigkeit der Bedingung, dass E-Ideale von o links- und auch
rechtsseitig projektiv sind, wenn auch | ein .0*-z-Ideal ist.

Z sei der Ring der ganzen ratilnalen Zahlen, C==(m) sei ein Ideal

3
von Z, und @ sei der Quotientenkorper von Z. Wir setzen S=2 e¢,Q,
i,j=1

3 ZCZ
0*=3le,;Z, o= (C zZZ ), so ist o ein Ring, dessen Fiihrer hinsichtlich
Li=1 cCZz

3
0* 3 ¢,C=F ist. Da o* die Asanosche Bedingungen A, A, A; befrie-

tj=1
digende regulire Maximalordnung von S ist, so ist 0 eine regulidre

ZCZ
Ordonung von S. Es sei a= (C VA Z), so ist a ein o-z-Ideal von 0. Durch
ccc

leichte Berechnung ergibt sich, dass o ein Eigenideal von o ist: O,(a)=
O(a)=o. Aber, da a2f ist, ist a regulidr nicht.

Ferner in diesem Beispiel ist a ein idempotentes Ideal, d.i. a’*=q,
also ist G eine Gruppe nicht, daraus folgt die Notigkeit der vorhergesagte
Bedingung.

In diesem Zusammenhang, nach [2; Satz 2], ist alles regulires 0-z-

(@) (ma) (a) ,
Ideal durch b=%ﬂo=((ma) (@) (a)) gegeben, wo & eine beliebige zu

(ma) (ma) (a)
_ (a) (a) (a)
m teilerfremde ganze rationale Zahle bedeutet, und B= ((a) (@) (a)) ist.
(a) (@) (a)

LITERATURVERZEICHNIS

[1] K.AsanNo: Theorie der Ringe und Ideale, Tokyo, 1949 (Japanisch).

[2] K.Asano und T. UkEGAWA : Erginzende Bemerkungen tber die Arithmetik in Schiefrin-
gen, J. Inst. Polytechnics, Osaka City Univ. 3 (1952), 1—7.

[3] M.Harapba: On generalization of Asano’s maximal order in a ring, Osaka J. Math.
1 (1964), 61—68,

[4] J.C. RoBson: Non-commutative Dedekind rings, J. Alg. 9 (1968), 249—265.

[5] T. Ukecawa: Uber zum Fiihrer teilerfremde Ideale einer Ordnung, J. Inst. Polytechnics,
Osaka City Univ. 5 (1954), 71—73.



24

T. UKEGAWA

UNIVERSITAT ZU KOBE

(Eingegangen am 8, Mai, 1972)



