UBER DEN FATOUSCHEN SATZ (I)
KEN'ITI KOSEKI

Es sei f(z) eine regulire und beschrinkte Funktion in der offenen
Einheitskreisscheibe |z|<<1. Es ist dann als der Fatouschen Satz wohl
bekannt, dass fiir fast alle ¢ in [0, 2<] im Lebesgueschen Sinne lim f (re')

-l

existiert entlang des Radius der Kreisscheibe. In der voliegenden Arbeit
will ich den Fatouschen Satz noch ausfiihrlicher untersuchen.

Satz I. Es sei w=f(z) eine regulidre Funktion in |z|<1, derart dass
die Ableitung f'(z) beschrinkt ist. Es existiert dann fiir alle ¢* auf
lz] =1 lz‘rln f(re'®) entlang des Radius der Kreisscheibe.

Beweis. Wir setzen |f'(z)|<M und f(z)= P(x, y)+iQ(x, ). Es sei
{r.} =s.n=1,2, --+) eine Folge der positiven Zahlen, so dass r,<<1(n=1,
2,++) und Zim r,=1 ist und lim f(r.e®) (0 ist fest) existiert. Wir

TN—reo

bezeichnen /im f(r.e®) mit A, und die Vereinigungsmenge \UA, mit A.

n—>00

Die Menge A ist dann sicherlich ein Kontinuum. Wenn die Menge A aus
einem einzigen Punkt besteht, so existiert /im f(re*) und vice versa.
r—rl

Wir nehmen an, dass die Menge A die beiden Punkte B und C enthal-
ten. Wir bezeichnen die Entfernung zwischen den beiden B und C mit d

und den Kreis mit dem Mittelpunkt B bezw. C und dem Radius % mit

K, bezw. K, Die Entfernung zwischen den beiden K, und K, ist dann

offenbar gleich zu %

Es gibt die beiden Folgen {7,} und {r,} der positiven Zahlen, so
dass 7,<<1 und 7,<1 (n=1,2, ) und lim r.=lim r;,=1 ist, und dass

n—-so00

lim f(r.e®) =B und lim f(r,e®) =C ist. Wir bezeichnen die die beiden

2—r00 RS

Punkte 7.e® und e® verbindende Strecke mit r.e% ¢®. Es gibt dann eine
Zahl 7] aus der Folge {7.}, so dass der Punkt 7i¢® auf der Strecke r,e®, ¢®
liegt. Es gibt ebenfalls eine Zahl 7. aus der Folge {r.}, so dass der Punkt
7.6° auf der Strecke 7, ¢” liegt. Dieses Verfahren wiederholen wir
unendlich, so bekommen wir die Teilfolge {7.} bezw. {7.} von {r,} bezw.
{r.}, derart dass die Ungleichung

A=) <H<n<rnm <7 <rmn<-
gilt. Der Einfachheit halber bezeichnen wir die Folge {7.} bezw. {7,} mit
{r.} bezw. {r.}.
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Da lim f(r.e®)=B und lzm f(r:¢®)=C ist, kénnen wir ohne Einsch-

f—so0

rinkung der Aligemeinheit w1ederum annehmen, dass jeder Wert f(7,e*)
(r=1,2, ---) in dem Inneren von K, und jeder f(r.e®)(n=1,2, ) in dem
Inneren von K, enthalten ist.

Wir bezeichnen die Linge des Bildes von der Strecke r,e% ri¢* durch
die Funktion w=s(z) mit L, Es gilt dann

b= T (o

Anderseits ist es

4P_0Pdx 0P dy _;)00P 0P
dr oz dr +— ay dr =cos0 +smoay (2)
aQ _56Q dx , 09 dy _ Q 6Q
dr _ ix dr+8y ar cosﬁa +sin—= By -

Daraus folgt es ohne weiteres

(&) () =eosol(52)
Q 6

+2co0s0 sin 0{6—P £+(Z— —Q}
ox 0y <¢x 0y

(a—Q JJraiol(55)+(55))

Daraus und aus (1) besteht es
LEM(ri—r).

Ebenfalls bezeichnen wir die Liinge des Bildes von der Strecke r:e®,7.e®
durch die Funktion w=f(z) mit L. Auf ganz analoge Weise mit der

obigen bekommen wir die Ungleichung

Li<M(r.—r)).

Wir bezeichnen im allgemeinen die Linge des Bildes von der Strecke
rae?, rie®(n=1, 2, ---) bezw. 7.6° 7,..? durch die Funktion w=j(z) mit
L, bezw. L.. Es besteht dann die Ungleichung

L.=M(r,—r.)
L; = M(fn+1 - 7;)-

Daraus folgt es ohne weiteres

ZL,,-X—ZL SMQA —r). (3)

n+1

Anderseits, da f(».¢®) in dem Inneren von K, und f(r,¢®) in dem
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Inneren von K, enthalten ist, istes

L,

IV
[R ol

.
L,

Y

Folglich kann die Reihe f] L,,+§: L, nicht konvergent sein; dies wider-
n=1 n=1

spricht aber der Ungleichung (3). W.z b w.
N.B. Auch wenn die beiden P(z, ) und @(x, y) stetig differenzierbar
in bezug auf x und y und die F:—P, E—Q, @,ﬁ, ﬁ beschrinkt sind, besteht
0x’ ©x 0Oy’ 0y

der obige Satz wie er ist.
Satz II. Es sei w = f(z) eine regulire und beschrinkte Funktion in

F(z)—F(e

F
|z]<1. Es existiert dann /im poppe 2 bis auf eine Lebesguesche

z—.g“’o

Nullnenge im (0, 2), wo wir F(z)=ng(z)dz und lim F(re”)= F(e®) setzen.
[} r—1

Beweis. Da f(z) in |z|<{1 beschrinkt ist, gibt es eine Konstante

M, sodass |f(z)|<<M in |z|<1 ist. Wir setzen F(z) =Sl f(2)dz. Es gibt
0
dann

F(re®)— F(re®)= irS: f(re®)e®dy

Wir nehmen eine endliche Anzahl von abgeschlossenen, zueinander

punktfremden, Intervallen [8,, 62], [#s, 0., <=« , [0y, 02] auf [0, 27] auf.
Es ist dann

| Flre®) — F(re®)| + | F(re®)— F(re®)| 4+ | F(ren)— F(re®n-1)|
< zgj‘ 71 f(re®) | dp<r M 5_,‘ (Bui— Oa_ ) <M g (B Oni)- (1)

-

Also ist F(re®)— F(re™®) eine total stetige Funktion von . Uberdies ist

diese total Stetigkeit die Aquistetigkeit in bezug auf r.
Anderseits existiert nach dem Satz 1 lim F(re®) (¢ ist fest) fiir alle ¢
r—1

in [0, 2%]. Wir setzen li;:z F(re®)=F(e®).
Wenn in (I) der Wertr_; gegen 1 strebt, so entsteht es
|F(e®) —F(e™) |+ | F(e"®)— F(e®) | + -+ + | F(e"m) — F(e"*m-)]
<M (B 2. (2)

Folglich ist die Funktion F(¢”®)— F(¢™) auch total stetig und somit ist F(e®)
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auch total stetig. Da F(e”) total stetig ist, ist es fast tiberall differenzierbar.
Ohne Einschrinkung der Allgemeinheit kénnen wir annehmen, dass F(e%)
am Punkte ¢®=1 differenzierbar ist.
Wir setzen
F(z)—F(1)

L Fi(1) = (2).

Die Funktion #(z) ist dann regulir in |z|<<1 und definiert auch in |z| =
ausser dem Punkte z=1. Diese Funktion ist stetig auf |z|<1 ausser dem
Punkte z=1 und lﬁﬁ 7(e?)=0.

Wir bezeichnen die Hiufungsmenge von 7(2z) am Punkte z=1 in bezug
auf |z|=1 mit S und die Hiufungsmenge von 75(z) am Punkte z=1 in
bezug auf |z|<<1 mit S5,

Die Menge S besteht dann offenbar aus nur einem einzigen Punkt
0. Die Begrenzung von S{” ist in 57 enthalten. Folglich, wenn S{” eine
beschrinkte Menge ist, so muss SJ” mit SI” {ibereinstimmen. Anderseits
ist Sﬁ:” eine beschrinkte Menge, da die 7(z) beschinkt” ist. W.z. b.w.

Satz III. Es sei w = f(z) eine regulire und beschrinkte Funktion
in |z|<1. Es existiert dann Zim f(z) fast tiberall in [0, 2x] (nicht im

:—»:i‘pﬂ

Stoltzschen Gebiete). Verallgemeinerung von dem Fatouschen Satz.
Beweis. Wir setzen F(z)——~§z f(z2)dz und lim F(re®)= F(¢®). Es ist
] r=>1

dann nach der Cauchyschen Integralformel

_1[F®
H= o

Igl=1

Wir nehmen nun an, dass F(e*) differenzierbar am Punkte ¢ =¢*o
ist, und wir setzen

F(Zg’g:g‘sog“/’o) — F'(¢*%0) = 7 @©).

Es ist aber

£ = Fie*)| = |55 SF(e*«’n)Jrf(z)(: € gt~ |2 Y@@_M’)dfl

(&—2)p

_| 1 {g=2)+(z—¢" 0).
_|2/ni|§ i i

Zm;g(;? ‘ )‘;) st |.

=1

1). Die n(2) ist beschrinkt, da |F_(Z_)_F(1) = I‘f(z)a’z

|<M ist
2). Vgl. R, Nevanlinna. Uniformisierung. S. 138.
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Anderseits ist es

‘sz S(z—e o) (C)dt‘_—g lz—e llall ©)ldg

z)2
1, w r’ |%(e®) |de » i
&le e'?| R e - cas(¢_0)—90 (z—¢™). W.z. b.w.

k!
Zusatz. Es besteht lir{? F—‘(%—II'T(QEE)— f (z)} / (z—e'%0)=0 fast {iberall

in [0, 21[']0
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