UBER DIE HAUFUNGSMENGEN DER MEROMORPHEN
FUNKTIONEN

KeN1TI KOSEKI

Es sei C eine einfach geschlossene Jordan Kurve auf der erweiterten
Ebene und D sei das durch C begrenzte Gebiet. 2z, sei ein Punkt auf C,
und f(z) sei eine meromorphe Funktion auf D. Die Hiufungsmenge in
bezug auf D von f(z) am Punkte z auf C bezeichnen wir mit S{. Es sei
z ein Punkt auf C und / sei ein in C enthaltener und den Punkt z enthalt-
ender Bogen. Die beiden Endpunkte von / bezeichnen wir mit x, und x..
Die Entfernung zwischen den beiden Punkten z und x; bezw. z und x,
bezeichnen wir mit »,>0 bezw. »,.>0 und wir nehmen an, dass die
grossere Zahl von 7, und r,=7 ist. Die Vereinigungsmenge US P bezeich-

nen wir mit M, und den Durchschnitt f\M bezeichnen w1r m1t 59 und

als die Hiufungsmenge in bezug auf C von f(z) am Punkte z. .
Alle Komponenten von S’ — S bezeichnen wir mit §,, §, +-+++, s0

ist es wohl bekannt, dass in jedem ®,(:=1, 2, ---) es hochstens zwei Auss
nahmewerte von f(z) im Picardschen Sinne gibt.

In der vorliegenden Arbeit will ich die notwendige Bedmgung und die
hinreichende Bedingung geben dafiir, dass es in &; die Ausnahmewerte
von f(z) gibt.

Es sei /; ein einfacher Bogen auf C, derart dass die beiden Endpunkte,
von /; z, und 2z, sind, und dass die Punkte auf /;, von 2, aus zu z; im
positiven Sinne laufen. Wir bezeichnen die Entfernung zwischen z; und

2y mit » und die abgeschlossene Hiille von US”" mit M, und ﬂM* nnt
z Ell >0 r>0 c -

S"“" . Ebenfalls kénnen wir die Menge S deflmeren Es g1lt dann der
folgende Satz.
Satz 1. Wenn S‘”’ nicht mit der vollen Ebene ilbemznstzmmt so zst

es hinveichend, daftr, dass es in & keine Ausnahmewerte von f (z) gzbt“
dass sowohl RNS.'® als auch RNSZ© nicht eine Nullmenge ist und
RNSE? und RS keine Punkte gemein haben, wo R.die Begrenzung

von 91 bedeutet. .
Beweis. Es ist klar, dass S5 %" +S2 ) = S.;” und sowohl S¢'” als S @
ein Kontinuum bildet. R ist in der Menge S“” enthalten, so 1st §t; nach
der Annahme, dass RﬂS*‘”’ und RNS; keme Punkte gemein haben,
nicht einfach-zusammenhiingend. ‘



72 KEeN1TI KOSEKI

Da S nach der Voraussetzung nicht mit der vollen Ebene iiberein-

stimmt, konnen wir ohne Einschrinkung der Allgemeinheit annehmen,
dass S.”’ eine beschrinkte Punktmenge ist.

Die Komponenten von R bezeichnen wir mit Ry, R;,---. Wir bezeichnen
ferner die Komponenten von der Komplementirmenge von R; mit &}, &,---.
Es ist dann leicht einzusehen, dass &; in einem bestimmten von &{, &}, ---,
etwa in &, enthalten ist. Wir beweisen nun, dass mindestens eines von
®{(7=1, 2, --*) nicht beschrinkt ist.

Angenommen in der Tat, dass &} beschriinkt ist. Die Komplementir-
menge von R, kann dann nicht aus einer einzigen Komponente bestehen
und eines von &}, &, ---, etwa @}, ist nicht beschrinkt.

@} ist als eine Komponente von der Komplementirmenge des Konti-
nuums R, ein einfach-zusammenhingendes Gebiet, aber &, ist nicht einfach-
zusammenhingend. Daher konnen die beiden Gebiete &, und &} nicht
miteinander identisch sein. Folglich ist ein Grenzpunkt ¢ von &; in @}
enthalten.

Der Punkt ¢ ist in einem von R,, R;:--, etwa in R,, enthalten. Da R,
ein Kontinuum ist, ist R, wie der Punkt ¢ in ®! enthalten.

Also ist R, nicht in @} enthalten. &! ist aber in einem von &%, &}, «--
enthalten, da @} ein Gebiet ist und nicht die Menge R, enthilt. &; ist aber
nach der Annahme in @& enthalten. Daher ist R, in &} enthalten. Die
Begrenzung S von @] ist aber in R, enthalten. Folglich ist S in &} und
damit ist G} auch in & enthalten. Also ist &? nicht beschrinkt.

R; ist in einem von S,*o‘”’ und S7'°, etwa in S;‘’, und nicht in‘dem
anderen S_” enthalten.

Angenommen in der Tat, dass sowohl R,N\S: © als auch RNS; @
nicht eine leere Menge ist. Es gilt offenbar Ry=R:N\S.;® +R.NS;',
R,NS;® CR{\S,’;‘”’, RNS;?CRNS;, RNSH P NS/ =0; dies wider-

spricht aber der Tatsache, dass R ein Kontinuum ist.
Da R, in S} enthalten ist, so miissen alle Punkte von R, in S

enthalten sein. Denn wir kénnen eine einfach geschlossene Jordan Kurve
L auf &; derart ziehen, dass R in einem durch L begrenzten Gebiete
und R, in dem anderen durch L begrenzten Gebiete §¥, enthalten ist. S;

ist aber ein Kontinuum, und daher kann S,;“" keine Punkte von R, ent-
halten. Da sowohl S;¢' als auch S;” ein Kontinuum ist, so ist S; in
& und S;' in i enthalten. Damit haben S° und S;‘ keine Punkte

gemeinsam.
Angenommen nun, dass d ein auf §; liegender Ausnahmewert von

(2]
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f(2) ist. Es gibt dann nach dem Noshiroschen Satze einen Einschnitt P
auf D derart, dass P einen Punkt ¢ von D mit z, verbindet und /im f(2)=

t Sont S
z€p?

d ist.
Wir verbinden den Punkt ¢ auf P mit einem Punkte  auf C durch einen

einfachen Bogen @ derart, dass @ —e¢—a in D — P enthalten ist. Die Kurve
C wird durch die beiden Punkte z, und ¢ in die beiden einfachen Bégen C,
und C, zerlegt, und es gilt CN\C,=z--e. Ohne Einschrinkung der
Allgemeinheit kénnen wir annehmen, dass die Punkte auf C, von dem
Punkte z, aus zu dem Punkte ¢ im positiven Sinne laufen. Das durch die
beiden einfachcn Bogen C; und P+ @ begrenzten Teilgebiet von D be-
zeichnen wir mit D,. Die Funktion f(2) ist dann meromorph auf D;.

Wir definieren S{7v, SHarP*@und S; “1*F*@, 5o gilt es S;;“"l“’ tO=5 @,
Es ist leicht einzusehen, dass S-“1*7*? aus einem einzigen Punkt d besteht
und SYPC S ist.

Da Sﬁ‘f’ eine beschrinkte Menge ist, so ist eine einzige Komponente
von der Komplementirmenge von Si”' nicht beschrinkt. Diese Kompo-

nente bezeichnen wir mit . Die Begrenzung T von ‘B ist dann ein
Kontinuum, da P als eine Komponente von der Komplementirmenge von
dem Kontinuums S5’ einfach-zusammenhingend ist.

T ist dann in der Begrenzung von S;” enthalten. Die Begrenzung
von S.” ist aber nach dem Beurling-Kunuguischen fatze in SE:’ enthalten.

Damit ist T in S{? enthalten.
T kann aber nicht in S3 © enthalten sein. Wir ziehen in der Tat eine

einfach geschlossene Jordan Kurve L auf &; derart, dass R; in einem durch
L begrenzten Gebiete §; und R, in dem anderen durch L begrenzten Ge-
biete ¥, enthalten ist. S: ist aber ein Kontinuum, und daher sind keine

Punkte von S;© in 3, enthalten.

& ist dann nicht beschrinkt. Angenommen in der Tat, dass §; be-
schrinkt ist. So muss $§: nicht beschrinkt sein. Da &? nicht beschrinkt
ist, so muss mindestens ein Punkt p von &}, der nicht in &; enthalten ist,
in §; enthalten sein. &; ist aber in ®} enthalten. Folglich kénnen wir
den Punkt p mit einem Punktfe ¢ auf L durch einen einfachen Bogen L'
anf & verbinden. Es gibt dann auf L' einen bestimmten Punkt ¢,, so
dass, wenn wir den die beiden Punkte p und g, als Endpunkte besitzenden
Teilbogen von L' mit L, bezeichnen, alle Punkte auf L,—g, nicht auf L
liegen und der Punkt g, selbst auf L liegt. L;—g, ist dann in §; enthalten
und L, enthilt keine Punkte von R,. Da R; ist in der Komplementirmenge
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von & enthalten, so enthilt” L, keine Punkte von R. Dies widerspricht
aber der Tatsache, dass &, ein Gebiet ist. Also ist §, nicht beschrinkt.
Folglich ist %, beschrinkt.

Da 9 nicht beschriinkt ist, soist P in §: enthalten. Damit ist die
Begrenzung von P in §; enthalten. Da §, keine Punkte von S enthilt,
so ist T in SZ” enthalten.

(Sv?i—d)—i—S;0 @1+ P bildet eine zusammenhiingende Menge und hat mit
8@+ d=8{1*"*? keine Punkte gemeinsam. S bildet ein Kontinuum
und enthilt S£1*7*9, und die Begrenzung von S{¢ ist in S{1*7*? enthal-
ten. Folglich® muss (S?‘:;-—d)—'.—S;O(‘"—I—?B in S enthalten sein. Dies ist
aber unmdglich, da S$ eine beschrinkte Menge ist und S in S{” ent-
halten ist. Also gelangen wir unter der Annahme, dass es in &; einen
Ausnahmewert von f(z) gibt, zu einem Widerspruch. Folglich gibt es
keine Ausnahmewerte in &, wenn RNS:, ® und Rf\Sz;(‘” keire Punkte
gemein haben. W. z. b. w.

Zusatz 1. Es sei & eine Komponente von S§;”—S§g’. Wenn $; nicht
einfach-zusammenhéingend ist, so ist 8 sicherlich zweifach-zusammenhdin-
gend. S{” mag hierbei mit der vollen Ebene ubereinstimmen oder nicht.

Beweis. Der Beweis ist bereits im Beweise des Satzes I gezeigt. Wir
bezeichnen die Begrenzung von £; mit R,. Angenommen, dass &; weder
einfach-zusammenhiingend ncch zweifach-zusammenhiingend ist. K besteht
dann aus mindestens drei Komponenten R, R, und R,, Wir ziehen eine
einfach geschlossene Jordan Kurve L auf &, derart, dass ein durch L
begrenztes Gebiet die Menge R, enthilt und das andere durch L begrenztes
Gebiet die Menge R. enthilt. Wenn ein Punkt von R; in S enthalten
ist, so miissen alle Punkte von R, in S{n(‘” enthalten sein, da Sjo‘”) ein
Kontinuum ist.- Folglich miissen alle Punkte von R, in S:;‘”) enthalten sein.

Auf ganz analoge Weise, wenn R, in S:‘ enthalten ist, so miissen
R; in S;@ enthalten sein. Anderseits, daraus, dass R, in S;© enthalten
ist, miissen R; in S;;“” enthalten sein; dies ist aber offenbar ein Wider-
spruch. W. z. b. w.

Zusatz II. Es sei R. eine Komponente von S—Si. Wenn S5
nicht mit der vollen Ebene tibereinstimmt, und wenn K, zweifach-zusam-
menhingend ist, so gibt es in &, keine Ausnahmewerte von f(z).

Beweis. Wir bezeichnen die Komponenten von der Begrenzung von
R, mit R, und RB,. Eines von den beiden R, und R., etwa R,, istin S;;“"’
und das andere R, ist in S;‘°' enthalten. Daher gibt es nach dem Satze I

1) R besteht aus R und Rs. Vgl. Zusatz I.
2) Nach dem Iversen- Lindelsfschen Satze enthilt ngl) eine Umgebung von d.
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in & keine Ausnahmewerte von f(2). W.z b.w.

Bemerkung. fi(z) sei eine auf einem Gebiet D, definierte meromorphe
Funktion, und D, sei einfach-zusammenhingend. Es gilt dann der analoge
Satz mit dem obigen, wenn wir die Hiufungsmenge fiir Primenden im
Carathéodoryschen Sinne tehandeln.

Satz Il. Wenn f(2) in einer geeigneten Umgebung U(z,) von 2z, auf
C nicht die zu St gehorigen Werte annimmt und die Ableitung f'(z) in
U(zy) keine Null Stellen hat, und wenn S (2's5z., 2'€U(z,)NC) in SL°

0
enthalten ist und die Vereinigungsmenge 3, SI° fur jede endlichen Anzahl
i=1

der Punkte z,, 2, -+, 2.(2,%20) auf U(z))N\C nicht mit S ubereinstimmt,
und wenn Rf\S?;‘C’ und Rf\S_.'o("') die gemeinsamen Punkte enthalten, so
gibt es in £, die Ausnahmewerte von f(z), wo R, die Komponente von
S —S und R die Begrenzung von &, bedeutet.

Beweis. Wir ziehen einen Kreis K mit dem Mittelpunkt z, derart,
dass K in U(z,) liegt. Unter den Kompconenten von dem Durchschnitte
(das Innere von K)N\D gibt es eine bestimmte Komponente, die als Grenz-
punkte den Punkt z, enthilt. Diese Komponente tezeichnen wir mit E.

Die Begrenzung von E besteht aus einem Teilbogen von K, den wir
mit K, bezeichnen, und einem Teilbogen von C, den wir mit C' bezeichnen.
Der Bogen C’ wird durch den Punkt z, in die beiden Teilbtgen C; und C,
zerlegt, und es gilt CyN\C.=2z, Den Durchschnitt K;N\C, bezw. KNC.
bezeichnen wir mit @ bezw. a,. Nach der Voraussetzung des Satzes
stimmt sowohl Zimsup f(z) als auch limsup f(z)° nicht mit S iiberein.

sex? €x)

Anderseits stimmt R mit S{ iiberein. Denn, wenn S einen nicht
zu R gehorigen Punkt p enthilt, so ist p nicht in &; enthalten. Es gibt
daher eine Umgebung U(p) von p, derart dass U(p) nicht mit der abgesch-
lossenen Hiille &, keine Punkte gemein hat. Das Bild von E durch f(2)
bezeichnen wir mit f(E), so enthilt f(£) mindestens einen Punkt von
U(p). f(E) enthilt auch mindestens einen zu &, gehorigen Punkt, und
f(E) ist eine zusammenhingende Menge. Folglich muss f(E) einen zu R
gehdrigen Punkt enthalten. Dies ist aber unmoglich, da f(z) nicht die
zu S{® gehorigen Werte annimmt in U(z). Damit stimmt R mit S!©
iiberein. Ebenfalls konnen wir beweisen, dass S{’—S& aus einem ein-
zigen Gebiete &, besteht.

Es gibt aber in &, hochstens einen einzigen asymptotischen Wert von

3) Limsup f(z) ist die Vereinigungsmenge der Mengen aller Hiufungspunkte der
zoa
€x!

1
Punktfolge {f(22)}, wo 2z in K| enthalten ist und {z»} gegen aj strebt.
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f(z) am Punkte z,, Denn, wenn es die beiden asymptotischen Werte von
f(z) am Punkte z, gibt, so nimmt nach dem Iversen-Lindelofschen Satze
die Funktion f(z) in der Menge U(z)\D alle Werte ausser hochstens
zwei Werten von der vollen Ebene an.

Anderseits ist S{ ein mindestens zwei Punkte enthaltendes Konti-
nuum daraus, dass S{(2'5%2,, 2'€ U(z))N\C) in S enthalten ist und nicht
mit Sﬁg’ iibereinstimmt. Die Funktion f(2) nimmt nicht die zu Sﬁf’ ge-
horigen Werte an in U(z,). Daher gibt es hochstens einen einzigen
asymptotischen Wert von f(z) am Punkte z,

Durch f(K;) wird & in die hochstens abzihlbar vielen Gebiete 9, £.,+-,
D, ---zerlegt. Da R mit S tibereinstimmt, stimmt limsup f(2)-+Iimsup

x! %x?
f(2) nicht mit R {iberein. Somit gibt es einen Punkt d auf R, so dass d
auf der Begrenzung von einem unter 9y, 9, -+, O, -+ etwa von O, liegt
und erreichbar von $, aus ist.

Wir ziehen einen Einschnitt L von ©,, der einen d; von ©, mit 4
verbindet und mit f(XK,) keine Punkte gemein hat. Wenn es in $; einen
asymptotischen Wert von f(z) am Punkte z, gibt, wihlen wir als 4, den
asymptotischen Wert von f(2).

Da sowohl S} (® als auch S;‘” ein Kontinuum ist und S;’°/ und S;
die gemeinsamen Punkte haben, so ist die Vereinigungsmenge S; +S;“
=5 ein Kontinuum. Die Begrenzung R von &, stimmt mit S{? iiberein.
Somit ist ®; einfach-zusammenhingend. Da S$7(z's4z,, 2'€ U(z,)/N\ C) nicht
mit S{ {ibereinstimmt, so kann R nicht aus einem einzigen Punkt be-
stehen. Es gibt daher eine topologische Abbildung T von dem Inneren des
Kreises |¢| =1 auf R, derart, dass 77'(L) ein Radius &=z, 0=x<1 von
|£|<1 ist, wo &=x+iy ist. ‘

Wir nehmen nun an, dass es in &; keine Ausnahmewerte von f(z)
gibt. Wir wihlen einen Punkt ¢ von der Art, dass f(f)=d, und ¢ in E
enthalten ist, und wir bezeichnen das umgekehrte Element von f(z) mit
B(w, T(0)), wo T(0)=d, den Elementmittelpunkt bedeutet. Wir setzen
B(w, T(0)) analytisch lings L fort, so gibt es auf L nicht einen singuliren
Punkt. Ist in der Tat T'(x,)(0<<%,<<1) ein singulirer Punkt auf L, so dass
der Prozess der analytischen Fortsetzung lings der Teilbogen T(x, 0=x<
%)) (2;<<x,) sich ausfithren lisst und dies aber von T(x,) ab aufhort. Wir
bezeichnen dasjenige Element mit dem Mittelpunkt 7'(x), welches durch
analytische Fortsetzung lings L aus Anfangselement P(w, T(0)) entsteht,
mit P(w, T(x)). Das Bild N von T(x, 0==x<x,) durch P(w, T(x)) kann mit
K, keine Punkte gemein haben, da f(K;) und L keine Punkte gemein haben.
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Limsup N kann mit C’'—z, keine Punkte gemein haben. Denn, wenn /imsup

z-% Bz,

N einen Punkt z, von C'—z, enthilt, so muss S{” den Punkt T(x,) enthalten ;
dies ist aber unmdoglich, da S{” nach der Annahme in S cnthalten ist.
Limsup N bildet ein Kontinuum. Folglich, wenn /imsup N nicht aus

9‘.-%0 B2

einem einzigen Punkt besteht, so gibt es in\dem Durchschnitt E N limsup

%Za
N keinen isolierten Punkt f(z) muss dann gleich der Konstante sein in
D; dies ist aber unméglich. Daher besteht /imsup N aus einem einzigen

z-ozo
Punkt.
Wenn /imsup N mit z, iibereinstimmt, so ist T(x,) ein asymptotischer

Wert von f(2) ound N ist ein asymptotischer Weg ; dies ist aber offenbar
unmoglich, da es in &, hochstens einen einzigen asymptotischen Wert von
f(2) am Punkte z, gibt. Es gibt daher auf L keine singuliren Punkte.
Wir bezeichnen das Bild von L durch P(w, T(x)) mit N. Auf ganz
analoge Weise mit der obigen konnen wir beweisen, dass lim.s;up N ein

Kontinuum ist und in C' enthalten ist. Daher bildet N einen allgemeinen®
Einschnitt von D.

Wir setzen B(w, T(x)) Lings der Kurve T(|&| =7, 0<r<<1) im positiven
Sinne fort bis zu singuliren Punkten, bedingt dass das Bild von T(|{|=7)
durch P(w) in D enthalten ist Wir bezeichnen das Bild von T(|¢|=7)
durch die analytischen Elemente P{(w) mit N(7).

Wir wollen nun beweisen, dass limlsup N(7)® ein Kontinuum ist und

mindestens einen Punkt von den beiden @, und @, enthilt. Angenommen
in der Tat, dass /imsup N(r) nicht ein Kontinuum ist. so kann limsup
r—1 r~1

N(r) in die beiden zueinander punktfremden abgeschlossenen Mengen M,
und M. zerlegt werden.

Wir ziehen eine einfach geschlossene Jordan Kurve F auf der z Ebene,
so dass die Kurve F mit M;+ M, keine Punkte gemein hat und sowohl ein
G, von den beiden durch F Lestimmten Gebieten als auch das andere G,
die Punkte von M,+ M, enthiilt. Wir bezeichnen den Durchschnitt G\,
+M,) bezw. G-N\(M,+ M,) mit M’y bezw. M',, Da ”ﬁ?f“ﬁ N ein Kontinuum

und in /imsup N(r) enthalten ist, so muss /imsup N in einer einzigen von

r—1 ol
den beiden Mengen M'; und M’,, etwa in M’;, enthalten sein.
Es gibt dann eine Folge {N(r,)}, wo 0<r,<1 ist und die Folge {7,}

4) K. Koseki. Uber die Begrenzung eines besonderen Gebietes II. Jap. Journ. Math.
XIX (1948)
5) Limsnp N(r) ist die Vereinigungsmenge der Mengen aller Hiufungspunkte der
r—1

Punktfolge {2}, wo a. in N(r.) enthalten ist und {rn} gegen 1 strebt.
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gegen 1 konvergiert, und die Punktfolge {b,}, derart dass der Punkt &,
auf N(r,) liegt und {b,} gegen einen Punkt p auf M', konvergiert. Abge-
sehen von héchstens endlicher Anzahl miissen alle Mengen N(».) in G;
enthalten sein. Denn andernfalls wiirde unendlich Anzahl von {N(r,)} mit
der Kurve F die gemeinsamen Punkte haben. Das ist aber unmoglich, da
‘liinfup N(7) und F zueinander punktfremd sind.

Anderseits enthilt N(r,) einen auf N liegenden Punkt. Daher muss
die Menge M', die Punkte von /imsup N enthalten; dies ist aber unmog-

-1

lich, da /imsup N nach der Annahme in M’ enthalten ist. Also gelangen
wir unter?ller Annahme, dass Zimsup N(r) nicht ein Kontinuum ist, zu
‘einem Widerspruch. Damit ist li:;;up N(7r) ein Kontinuum.

Lz;wﬁsup N(r) hat mit K, die r;;meinsamen Punkte. Wenn es in der

Tat auf T(|¢|=7) einen singuliren Punkt gibt, so muss N(r) die Punkte
von K, enthalten, da S{(2'# 2, 2/€U(z)NC) in S enthalten ist.
Angenommen zweitens, dass es auf T(|¢| =) keine singuliren Punkte
gibt. Es gibt dann eine positive Zahl ¢,, so dass es auf T(|¢{|=r',r—8:<
r'<r +4,) keine singuliren Punkte gibt. Wenn limfup N(r) mit K, keine

Punkte gemein hat, so gibt es eine positive Zahl 7, derart dass es auf
T(|¢| =7, <<r<1) keine singuliren Punkte gibt und N(r) mit K, keine
Punkte gemein hat. Wir bezeichnen die untere Grenze von allen Zahlen 7
mit 4, derart; dass es auf T(|{| =7, ;<<r<1) keine singuliiren Punkte gibt
und N(r) mit K; keine Punkte gemein hat.
_ Wir nehmen erstens an, dass 7,>>0 ist. Wenn es auf T(|¢| =7,) keine
singuliren Punkte gibt, so muss N(;;) mit K, die gemeinsamen Punkte
haben. ‘Wenn das Bild von T({=7:¢") auf K, liegt, so kann =2z nicht
sein. Daher gibt es eine Zahl £,(7,<<2z), so dass das Bild von T({=7,¢*1)
durch P(w) auf D — E liegt. Wir konnen dann eine Zahl 4>0 derart wiihlen,
dass das Bild von T(¢=pe", 51 —3<p<p+3) durch P(w) auf D—E liegt.
‘Dies widerspricht aber der Eigenschaft von 7.

- Wennes auf T(|&|=y,) die singuliren Punkte gibt, so gibt es eine

Zahl ¢,, derart dass das Bild von T({=7:¢") auf D—E liegt und es auf
T(t =r.e" 0=<0<5,) keine singuliren Punkte gibt. Wir konnen dann eine
positive Zahl $>>0 derart wihlen, dass das Bild von T({=pe's, 71 —o<<pu<<
7;+40) in D—E enthalten ist; dies ist aber unmoglich.

Wir nehmen zweitens an, dass 7, =0 ist. Fiir geeignete >0 ist das
Bild von T({=ze"™, 0<5<<d) durch P(w) mit dem Bild von T(f=7¢")
identisch.. Wenn das Bild von T({=pe™) mit dem Bild von 7(§= pe®)
nicht iibereinstimmt, so konnen wir eine Zahl 4>0 so wiihlen, dass das
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Bild von T({=:e¢"™, n—3<<-<p+4) mit dem Bild von T({=yre") nicht
iibereinstimmt. Ebenfalls, wenn das Bild von 7T({= pe*™) mit dem Bild von
T( = pe™) uberemstxmmt so kénnen wir eine 4>>0 derart wihlen, dass
das Bild von T({=:¢™, n—4<<-<u+¢) mit dem Bild von T(¢{=:¢") tiber-
einstimmt. Daher, wenn r;=0 ist, stimmt das Bild von T({=pue™, 0<pu<
1) mit dem Bild von 7'(¢=p2") tiberein. Folglich ist &, durch alle analyt-
ischen Elemente P(w) ein und eindeutig in D abgebildet. Die Begrezung
von dem Bild von &; durch ¥3(w) jst offenbar in limslup N(r) enthalten.

-Lim;éup N(r) kann nicht die Punktc von E enthalten. Angenommen

r-

in der Tat, dass /imsup N(r) einen in E enthaltenen Punkt p enthiilt Es
=1

gibt dann eine Folge {r,} und eine Panktfolge {p.}, so dass r,<<r,<<--- ist
und die Folge {r.} gegen 1 konvergiert, und dass p, auf N(r,) liegt und
{#.} gegen p konvergiert und die Folge { f(p.)} konvergent ist. Die Folge
{f(p.)} konvergiert dann gegen einen in der Begrenzung von enthal-
tenen Punkt ¢ (moglicherweise o). f(p) muss mit ¢ iibereinstimmen;
dies ist aber nach der Voraussetzung des Satzes unméglich. Damit kann
limsup N(r) nicht die Punkte von E enthalten. -

Da lzmsup N(7) nicht die Punkte von E enthilt, so enthilt d1e Be-

grenzung von dem Bild von &, durch P(w) nicht die Punkte von E.
Folglich muss das Bild von &, durch $(«w) das Gebiet E enthalten. Dies
ist aber unmoglich. Also kann 7,=0 nicht sein. '

Also haben wir bewiesen, dass li;Z.z_:s‘lup N(») mit der Menge K, die

gemeinsamen Punkte hat. Auf ganz analoge Weise wie oben ist es leicht
einzusehen, dass /imsup N(») nicht die Punkte von K,—(a,-+a,) enthalten

r—1

kann. Damit ist /imsup N(») ein Kontinuum und hat mit K, mindestens
r=1

einen Punkt gemeinsam und mit K,—(«,+ a,) keine Punkte gemeinsam.

Wir wiihlen eine Zahl r(0<<r<1), so dass N(r) mit K, die gemein-
samen Punkte hat. Es gibt dann eine Zahl g, derart dass das Bild von
T(¢=re®, 0=<¢<0) durch P(w) in E enthalten ist und das Bild von T({=
re’®) auf K, liegt. Wir bezeichnen das Bild von T({=re®) durch P(w) mit
¢ und das Bild von T({=r¢") mit g und das Bild von T({=r¢", 0=<¢=9)
mit S. Den Teilbogen von K, der als Endpunkte die beiden Punkte ¢
und @, hat, bezeichnen wir mit S, und den allgemeinen Einschnitt von D,
der als ein Endpunkt den Punkt g hat und in N enthalten ist, bezeichnen
wir mit S,. Das durch S;4-S.-+ S+ Teilkontinuum von C,+ C, begrenzte
Teilgebiet von E bezeichnen wir mit E,. Ohne Einschrinkung der Allge-
meinheit kénnen wir annehmen, dass fiir geeignete kleine §(0<<9<<2x) alle
Bilder von T(¢=se", r<<s<<l1) durch $¥(z0) in E, enthalten ist.
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Es sei #/(s~¢) ein Punkt von der Art, dass f(¢')=d, und # in E enthal-
ten ist, und wir bezeichnen das umgekehrte Elemente von f(z) mit P (w,
T(0)). Wir setzen P'(w, T(0)) analytisch lings L fort, und wir bezeichnen
analytische Elemente lings L mit P'(w, T(x)), (0=<x<1). Das Bild von L
durch P'(w, T(x)) bezeichnen wir mit N’.

Wir kénnen P/(w) ebenso wie P(w) konstruieren. Wir bezeichnen das
Bild von T(|¢|=7) durch P'(w) mit N'(r). Wir wiihlen eine Zahl »'(0<lz'
<1), so dass N(»') mit K, die gemeinsamen Punkte hat. Es gibt dann eine
Zahl ¢/, derart dass das Bild von T({=r'e'", 0<¢<<5') durch P'(w) in E
enthalten ist und das Bild von T({=7r¢"?") auf K, liegt. Wir bezeichnen
das Bild von T({=r'¢") durch P'(w) mit ¢' und das Bild von T =7r'¢")
mit g’ und das Bild von T({=r'", 0=¢=<¢') mit S'. Den Teilbogen, der
als Endpunkte die beiden Punkte ¢’ und ¢, hat, bezeichnen wir mit S/,
und den allgemeinen Einschnitt von E, der als ein Endpunkt den Punkt g’
hat und in N’ enthalten ist, bezeichnen wir mit S,’. Das durch S/+S',+
S'+ Teilkontinuum von C,- C, begrenzte Teilgebiet von E bezeichnen wir
mit E,.

E, enthilt E) oder E,' enthilt E;, da f'(z2)=0 in DN\U(z,) ist Ohne
Einschrinkung der Allgemeinheit konnen wir annehmen, dass E, das
Gebiet E; enthilt.

Es gibt eine Folge {r.}, so dass r,<<r,<<''- ist und {7,} mit z—oo
gegen 1 konvergiert, und dass N'(r,’) mit K, die gemeinsemen Punkte hat.
Es gibt dann eine Zahl 5',, so dass das Bild von T(¢{=r,'"*") durch P'(w)
auf K, liegt und das Bild von T({=r,'¢", 0=<0<<6,') durch P'(w) in E
enthalten ist.

Wir bezeichnen das Bild von T(=r.e" 0=<0<0.") durch P'(w) mit
L.. L, ist dann in E/ enthalten, da bei der Abbildung durch analytische
Funktion der Drehsinn des Winkels unverindert bleibt.

L,' kann nicht mit S+S, keine Punkte gemein haben Folglich muss
L.! in E,/—E, enthalten sein. Limsup L,’ muss dann einen auf K, liegen-

n—+00

den und in E,—E, enthaltenen Punkt & enthalten. Der Punkt @ kann
dann offenbar weder mit @, noch mit @, {ibereinstimmen; dies ist aber
unmoglich, da limsup L', in limsup N'(r) enthalten ist und Iimslup N'(r)

=0 sl r

mit K,—(a,+a,) keine Punkte gemein hat.
Also gelangen wir unter der Annahme, dass es in £, keine Ausnahme-
werte von f(z) gibt, zu einem Widerspruch. Folglich existieren in £, die

Ausnahmewerte von f(z). W. z. b. w.

MATEMATISCHES INSTITUT,
UNIVERSITAT ZU OKAYAMA.

(Eingegangen am 22, Marz, 1966)



ERRATA

IMBEDDINGS OF DOLD MANIFOLDS
(This journal Vol. 12, pp. 71—80)

Takuo FUKUDA

I made an error in the theorem 1 in the paper. I use the same nota-
tions as before. The error is in the proof of the theorem, where I attached
D™'X PC(n) to V in the (k+1)-space. But this is concerned with the
isotopy classes of imbeddings of S™X PC(n) into the euclidean spaces, so
the theorem is not true in general. In conclusion, I have to abbreviate the
theorems 1 and 2, because the theorem 2 is due to the theosem 1. I am
much obliged to Dr. J. J. Ucci for his kind advice.

DEPARTMENT OF MATHEMATICS
TOKYO METROPOLITAN UNIVERSITY

(Received June 15, 1967)
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