NEUER BEWEIS DES HARTOGSSCHEN SATZES
KENITI KOSEKI

In der vorliegenden Arbeit will ich den neuen Beweis des beriihmten
Hartogsschen Satzes ergeben, indem ich die engen Beziehungen zwischen
dem Lebesgueschen Satz und dem Hartogsschen Satz betone.

Satz. Essei f(zi, 25 +++, 2,) eine Funktion auf einem Gebiete D in
dem 2n-dimensionalen Euklidischen Raums. Wenn f(z,, 2s+++, 2,) an einem
beliebigen Punkte in D analytisch in bezng auf jeder Verdnderliche
ist, so ist f(z1, 2o, *+, 2,), als Fuaktion aller Verdnderlichen betracntel,
stetig in D.

Beweis. Wir behandeln erstens den Fall, wo die Anzahl der Ver-
inderlichen=2 ist. Es sei (g, b) ein Punkt in D, und

V.' ‘21—a|<R, |Zz’—b|<S

sei ein in D enthaltenes Gebiet. Wir wihlen die beiden Zahlen R, und
S;, derart dass O<<R,<<R und 0<{S§,<<S ist, und wir bezeichnen den Kreis
|z,—a|=R, bezw. |z,—b|=S, mit K, bezw. K,. Es gilt dann fiir belie-
bigen Punkt (z;, z;), wo z; in dem Inneren von K, und 2z, in dem Inneren
von K, enthalten ist,

(zlv 22) ( 2_1 )2S dt‘ Sf(:ly §2)d§

§1—2z .C 2
=(35 )f — S’;(f"“df W

Es sei {(an ba)}(n=1, 2, ---) eine gegen (e, b) strebende Folge in D.
Ohne Einschrinkung der Allgemeinheit kénnen wir annehmen, dass alle
a. in dem Inneren des K, und alle b, in dem Inneren des K, enthalten
sind.

Wir nehmen nun an, dass die Funktion f(z, 2z,) beschrinkt in D ist.
Nach der Formel (1) ist es

Faw b)=(57) |2 fff S,

X,
Es ist offenbar

1 1
I = .
weli—a, Gi—a @
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1

Da die Funktlon f(z, 2,) beschrinkt ist und /lim—— £ 1 B ;,‘ ist, so
noee (g 2=
gibt es eine positive Zahl M, fiir die die Ungleichung 'f € 8) | o M
§3—bn S, fiir
2
fast alle » gilt. Daher ist nach dem Lebesgueschen® Satz
{f;’z’fg f(zly Ié)’?-) dé'z:Sf(Cl) Cﬂ)dé-2 . (3)

£ b

Aus (2) und (3) folgt es

1 | f&, Cz) _ 1 f(&s, fz)
RS S by 5 fb o
Es ist aber 1 ffg(f*’ £ g¢, RMS fiir fast alle 7. Folglich ist nach

X 22

dem Lebesgueschen Satz wiederum

tim f (@ b)=(25 )S A Sff" S dt= £la, ).

Also ist die f(z, z;) stetig am Punkte (g, b).

Wir behandeln nun den Fall, wo die Funktion f(z,, 2;) nicht beschrinkt
in D ist. Wenn wir den Wert z,=2', in dem Inneren von K, fixieren,
so ist f(z), 2';) regulir in |z,—a|<R; und damit beschrinkt. Wir be-
zeichnen das Maximum von |f(z, 2%)| in |z2,—ae|<R, mit M(z';)) und
die Menge aller Werte 2, in dem Inneren von K, fiir die M(z,)<i ist,
mit P;. Die Menge P, ist dann offenbar eine abgeschlossene Menge in
|z,—a|<<S, und das Innere von K, ist gleich der Vereinigungsmenge
U P:. Das Innere von K; gehért aber nach dem Baireschen® Satz zu der

fm )

zweiten Kategorie. Daher gibt es mindestens eine P, die nicht nirgends-

dicht in der 2z, Ebene ist; d.h. die Menge P, enthiilt eine Kreisscheibe.
Wir bekommen also eine im Inneren von K; enthaltene Kreisscheibe

|z,—d|<S;, so dass die f(z,2) in |z2,—a|<R, und |z,—d|<S" be-

schrinkt ist. Es gibt also eine positive Konstante M, so dass |f(z, z) | =M

in |z;—a|<R, und |z,—d | S, ist.

1) Vgl. S. Saks. Theory of the integral. 1937. S. 29.
2) S. Saks. a. a. O. S. 54,
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Nun gibt es einen Kreis |z.—d| =T, derart dass das Innere von
|z;—d| =T in dem Inneren von K, enthalten ist und fiir jede Zahl U
grosser als 7 das Innere von |z;—d | =U keineswegs in dem Inneren von
K, enthalten ist. Fiir jeden festen Wert z, in dem Inneren von K, lidsst
sich die Funktion f(z,, z.) in die Taylorsche Reihe folgendermassen ent-
wickeln.

f(a, 22)=20 fn(zl)(z‘.‘.'—'d)n . 4)
Diese Reihe konvergiert mindestens in |z—d|<7T. Da dic Koeffizient
Fu(z) gleich der 1 d"f(z, 2)) ist, ist es
n! 23 -
Vv dé’z f(fh Cz) 1
Fied=(55 )S(: ey ®
18g-al=T I1¢y- al =R

Die f.(z1) lidsst sich auch folgendermassen beschreiben

)= (55 ﬁmﬂWJﬂgQ“

t—2
1g,-al=5"; 16, -al=FR,

Die Funktion f,(z,) ist daher nach dem Lebesgueschen Satz regulir in

|z,—a|<R,. Es ist ferner ]fn(z,)lgRl__ Izll_al . (\é‘,{)" 3

tive Zahl R’ kleiner als R, ist, so konvergiert die Reihe (4) gleichmissig
in bezug auf z, auf jede abgeschlossenen Menge in der Kreisscheibe
|z,—d|<S"y und 2z, in |z,—a¢|<R.

Folglich, fiir beliebige positive Zahl S%,, die kleiner als S’; ist, gibt
es die von 2z; unabhingige Nummer N, so dass fiir jeden Wert 2z, in
|zi—a| <R, die Ungleichung

Wenn eine posi-

| (@) | <7 S ,,),; fir a>N (6)
besteht.
Es sei T' eine beliebbige Zahl, die kleiner als 7 ist. Fiir jeden Wert
z, in |z,—a|<R" gibt es die Nummer N., so dass die Ungleichung

lf”(ZI)I<(T!)" fir »>N., (7)

besteht. Die Nummer mag hierbei von dem Wert 2z, abhingig sein.
Wir nehmen nun an, dass alle f,(z)(n=1, 2, ---) keine Null-Stellen in
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|z;—a|<<R'; haben. Wir setzen "fu(z)=g(21), so ist die Funktion
gn(21) reguldr in |z;—a|<<R'. Aus (6) folgt es ohne weiteres

e

S fiir »>N und jeden 2, in |z, —a|<R'.
1

| g2 | <
Die Folge {g.(2))} ist also gleichmissig beschrinkt in |z, —a|<R’, und
damit dquistetig in |z,—a|<R"(<<R",), wo R', eine beliebig nahe an R’;
positive Zahl bedeutet. Folglich gibt es fiir gegebene positive Zahl ¢ eine
positive Zahl 4, die von 2, in |z,—a|=<R", und von n unabhiingig ist, so
dass die Ungleichung

| gn(z1) —go(2") | <e fiir alle z, und 2%,
|z:—2/| <4, |z;—a|=R",, |2',— a!|<R'",, und alle »

besteht. Daraus und aus (7) folgt es ohne weiteres
[ "2 <%+ 3 fiir alle 2y, [2,—2|<<d, und #>N..  (8)

Nach dem Heine-Borelschen Uberdeckungssatze gibt es in dem |z,—a|<R";
eine endliche Anzahl von Werten ¢, ¢,, -*-, ¢, 50 dass die Vereinigungs-

menge der §-Umgebungen von den Werten ¢, ¢y ++oo* , €, die abgesch-

lossene Kreisscheibe |z,—a|<R", iiberdeckt. Wir bezeichnen nun das

Maximum von Ne, Nojy eoeeee , Ncp mit @, so gilt nach (8) die Ungleichung
]“«/f,,(z,)l<—%,—-l—e fiir alle 2z, in |z;—a¢|<R"; und #>Q.

Daraus folgt es ohne weiteres

| fa(z) | <(%+s) ' fir alle 2z, in }z;—a|<R", und #n>Q.
Wenn eine positive Zahl T/ gegeben ist, die beliebig nah an T und kleiner
als T ist, so kénnen wir die Zahlen 7' und ¢ derart wihlen, dass

(%+5)T"<1

ist. Folglich konvergiert die Reihe (4) gleichmissig in bezug auf 2z, in
|z;—a|<R"; und z, in |2,—d |<T".

Wir nehmen zweitens an, dass eine f,(z;) die Null-Stellen in |z,—a|
<R', hat. Da die Funktion f,/z,) regulir in |z,—a|<<R,(>R") ist, ist die
Anzahl der in der offenen Kreisscheibe |2,—a|<<R'; enthaltenen Null-
Stellen von f.(2) endlich, wenn fu(z;)50 ist. Diese Null-Stellen bezei-
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chnen wir mit a;, @, >+ a,, und wir setzen®
f (Z ) R’f — (Zl— a)(al_a). R’12_ (21—‘ a)(az’— 5)"_
e R’1(21—al) R'1(2'1_az)
Ri—(z1i—a)(@y,—a)_
R'](Zl — ap) hn(zl)' (9)

Die Funktion #.(z) ist dann offenbar reguldr in |z,—a|<R' und hat
keine Null-Stellen in |z,—a|<<R'.. Daher, wenn wir "Vz,(z,) =gn(2:) setzen,
so ist die Funktion g.(z,) regulir in |z,—a| <<R'; und stetig in |z,—a|<R'".
Es gilt also fiir jeden Wert z, in |z,—a| <R,

ga)= % SMdch

i) §1—2
1, —al=R’;
Daraus folgt es ohne weiteres
4 [*" | gn(Z))]
n =\ o2 Ry,
lg (21)1—2’150 1§1'—zli Rldy (10)

Anderseits besteht es auf dem Kreise |2,—a| =R,

| fal21) 1 = I ha(21)|.

Nach dem Lebesgueschen® Satze und (6) bekommen wir aus (10)

: _1_% limsuﬁlgn('f:x)l, Iy
lrffisuplg"(z]HgZzgo R— |z,—al Ridy

1 R
< — L
=T' R'i—|zi—a|
Wenn wir eine positive Zahl 4 genug klein wihlen und den Wert 2, in |z
—a| <4 fixieren, istes

i.i_ l £
T, R’l—lzl—a|<T"+2 :

Folglich besteht die Ungleichung
|gn(z.)l<—71,—,—+s fir >N, und 2z, in |z —a|<d .

Es ist aber | £.(2)| = | hu(z)) |auf| z,—a | = R}. Folglich ist die Folge {g.(z))}
iquistetig in |z,—a|=<R",(<R'). Daher konvergiert %l I(z)| |22 —d "
n=0

gleichmissig in bezug auf z; in Iz,—alg(—é und z; in |2,—d|<T".
3) Wenn fa(21) keine Null-Stellen in |21—a;<CR"1 hat, so setzen wir fn(z1)=ha(21).
4) S, Saks. a, a. O, S, 29.
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Anderseits ist | fu(2))|=|ha(z))] in |z1—e|=R'.. Damit konvergiert
Z‘.of,.(z,)(zz—d)" gleichmissig in bezug auf z, in lzl—alg% und z; in

|2, —d | <T".
Es sei ¢ ein beliebiger Wert in |z,—e|<<R,', so kénnen wir uns auf

ganz analoge Weise mit der obigen iiberzeugen, dass die Reihe i Falzy)
n=0

(z,—d)" gleichmissig in bezug auf z; in Iz,—clg%c) und 2z, in |z,—d|=<

T". Folglich konvergiert EE F(z2)(z;—d)* gleichmissig in bezug auf z, in
n=0

{zi—a|=R/ und z: in |z2.—d | T", wo O<R;<R', ist.

Wenn 7, eine beliebig kleine positive Zahl ist, so ist die f1 (21, 2.) reguldr
in [z;—a|< K, und |2,—b[=y. Daher konnen wir den Wert d beliebig
nah an dem Wert b auswihlen. Wir konnen daher vorlidufig den Wert d

derart fixieren, dass |d —b]<%‘ ist, so enthilt das Innere des Kreises

|ze—d| =T den Wert 6. Daher konvergiert f} Fa(z)(z:— ad)" gleichmiissig
=0

in bezug auf z; und 2z, in einer Umgebung von (g, b).

Wir gehen nun in den Fall iiber, wo die Anzahl der Verinderlichen
=#n ist. Wenn (a,, a,, *-*, @,) ein Punkt von D ist, so gibt es die positiven
Zahlen R, R, ---, R,, derart dass das abgeschlossene Zylindergebiet

V: Izl_allth IZz—agl_S_Rg, """ 3 lzn—aﬂ‘an

in D enthalten ist. Wir bezeichnen den Kreis |z,—a;| =R(i=1, 2, +++, n)
mit K. Es gilt dann fiir beliebigen Punkt (z, 2., =+, 2,), wo 2,€E K(i=1,
2, ---, n) ist,

flz, 2, ---,zn)=( 1 )HE dt, S_ﬁ_g SM@(I;” (11)

2ri tl—zl ;2_422 l:n—zlz
Kl Kz KS Kn

Es sei {(b5, b5, ---, b%)) (k=1, 2, ---) eine gegen (a,, &, +**, @,) strebende
Iolge in D. Wenn die Funktion f(z,, 2, ***, 2,) beschrinkt in D ist, so
entsteht es aus (11) nach dem Lebesgueschen Satz

fi"n f(b,lcy bg! A bﬁ):f(al) Qg an)-

Die Diskussion liuft ganz analog wie im Falle, wo n=_2 ist. Daher lassen
wir die ausfiihrliche Diskussion weg.

Wir nehmen nun an, dass der Satz bis zu #—7 richtig ist. Wir be-
handeln erstens den Fall, wo die Funktion f(z, 25 -, 2z,) nicnt beschrinkt
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in D ist. Wenn wir den Wert z,=2(i=2,3, -, n) in dem Inneren von
K, fixieren, soist f(z, 2%, -, 2’n) regulir in |z;—a,|<R; und damit be-
schrinkt. Wir bezeichnen das Maximun von | f(z;, 22+, 2's) | in |zi—a;]
<R, mit M(z;, --, z/) und die Menge aller Punkte (z,, ---, z,) in |z:—a;| <R,
(i=2, -, n), fur die M(z, -+, z.)<i ist, mit P, Daher gibt es beide
abgeschlossenen Zylindergebiete

T,: ‘zl—al|§Rlx Izﬁ—CZI§RI2’ Tt ’ Izn—cnlgR’2
T |z;—a| SRy, 22— 0| <R, - , |z,— ¢ | SR,

so dass das Gebiet 77" in dem V enthalten ist und die Ungleichung |@;—c:|
<R"(i=2, 3, -, n) besteht, und dass R'.>R', ist und die Funktion
f(z1, 23, -+, 2,) beschrinkt in 77 ist.

Fiir jeden festen Wert z, in dem Inneren von K, lisst sich die Funk-
tion f(zy, 2» ***, 2,) in die Taylorsche Reihe folgendermassen entwickeln

f(zy, 2, -, Zn)=2fn2."'a ",.(zl)(fc'z—cz)”2 - (2Zn—€n)"m. (12)

Pzﬂn."'.P”=ﬂ
Diese Reihe konvergiert mindestens in |z:—c;|<R)/'(:=2,-:+, n). Die
Funkticn f;, .. » (21) ist regulir in |zi—a)| <R, Esist ferner |f,, ., (21)]

R, M

gRl_ lzl_al (R'p)%2* " )
wo n=2 ist. Folglich konvergiert die Reihe (12) gleichmissig in bezug
auf z(i=2, ---, n) auf jede abgeschlossene Menge in dem 2 —2-dimensio-
nalen Gebiete |z,—c¢:/|<R,)/(1=2, +-,n) und 2z in |z;—e& |<R', wo 0<
R, <R, ist.

Folglich fiir beliebige positive Zahl S,”, die kleiner als R, ist, gibt es
von z, unabhingige Nummer N, so dass fiir jeden Wert z; in |z,—a| <R’
die Ungleichung

Die Diskusston liuft ganz analog wie im Falle,

I fpz.-n.pn(zx) I <z§”2)éw fir pot--+p>N (13)

besteht.
Es sei V' eine beliebige Zahl, die kleiner als R/, ist Fiir jeden Wert
z1in |z,—a|<R', gibt es die Nummer N., so dass die Ungleichung

1 . .
prz.-v-.p,,(zl)|<(77),,2+—m”n fir po+-+ +p>N,, (14)

besteht.

Es sei R, eine positive Zahl, die kleiner als R'; und beliebig nah an
R’y ist. Es gibt dann eine von z, in |z,—&;| =<R"; unabhiingige Nummer N,
so dass fiir jeden Wert 2, in |2,—a,|=<R", die Ungleichung



70 KEN'IT1 KOSEKI

1, \erthe
| Fopn el <( +e) fir potor 4 p>N

besteht.
Die Diskussion liuft ganz analog wie im Falle, wo #=2 ist. Daher kon-
vergiert die Reihe (12) gleichmiissig in bezug auf z in |z;—a.|<R'; und
< 1
z(i=2, -, n)in |z;—c;| V" 1 .
‘17;'*'8

W.z. b.w.
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