UBER DIE INTEGRALGLEICHUNGEN, WELCHE
DURCH DIE SCHLICHTEN FUNKTIONEN
GENUGT WERDEN.

KENiITI KOSEKI

Es sei
w = f(z) =24 @2+ r ta,2"+ - (1)

eine beliebige, innerhalb des Einheitskreises |z]<<1 regulédre und schlichte
Funktion. Die (#—1)-tuplen komplexen Zahlen (@, -, a,) (n ist fest)
bilden dann in dem (2% —2)-dimensionalen Euklidischen Raum eine Menge
V., die mit der (2»—2)-dimensionalen Kugel hom&omorph ist.” Es ist
wohl bekannt, dass die den Grenzpunkten von V, entsprechenden schli-

chten Funktionen der Schaeffer-Spencerschen® Differentialgleichung ge-
niigen.

In der vorliegenden Arbeit will ich eine neue Integralgleichung ablei-

ten, die durch die den Grenzpunkten von V, entsprechenden schlichten
Funktionen geniigt wird.
Es sei

w=f(2) =2+ @2’+- +a,2"+ =z+g 2+ g2+ (2)

eine dem Grenzpunkte von V, entsprechende schlichte Funktion. Das Bil-
dgebiet von dem Kreise |z|<<1 durch die Funktion w = f(z) geht® aus der
volle-w-Ebene dadurch hervor, dass wir letzteren lings einiger analytis-
chen Kurven aufschneiden.

Es besteht® daher fiir die Funktion w = f(z) die folgende Léwnersche
Differentialgleichung

oglz,t) _ ag(z t)2 1+x(t)z
ot 6z 1—x(t)z }, 0t << oo, 3
g(2,0) = f(2)

wo «(f) bis auf endlich viele Unstetigkeitspunkte in 0 <t < oo immer
stetig ist und | ()| =1 ist. Wir setzen « (¢) = ¢'%®,

Es sei F = F(a., as, *** , a,) eine in einer die V, enthaltenden offenen
Menge O definierte reelle Funktion mit den folgenden Eigenschaften
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1. Die F ist in O setetig differenzierbar in bezug auf R (a;) und I (a.).
(i=2,-,n)
2. Das Maximum von F in V_ wird erreicht an einem Grenzpunkt von
V..
Wir betrachten nun die Differentialgleichung
0g(z, t) _ 0g(z, t)z 1+:()z
Gt 0z 1—x(t)z

é(za tl) = g(z, tl)
P () = et

0=st<t,

b

wo 7(#) eine Funktion ist von der Art, dass es eine Folge der Zahlen {¢,}
(n=1,2,3, ) gibt und /im ¢, =0 ist, und dass 7(¢) eine Konstante ist in

thin<t<Zt.(n=1, 2, ---)und #,Lt<<oo und die ¢,(n =2, 3, ---) die Unste-
tigkeitspunkte von 4(¢) sind. Die Funktion g(z, 0) entspricht dann offenbar
einem inneren Punkte von V,.

Wir setzen nun
g(z,0)=2+2,(0)2" + -+ 4+ g,1(0)2" + --- .
Nach der Eigenschaft 2 von der Funktion F gilt es
F(g:(0), =+, g.1(0)) <F(g:(0), -+, gu-s(0)). (4)

Indem wir die Funktion F(g(0), :--, g.-:(0)) in bezug auf ¢ differenzieren,
gewinnen wir

m(ﬂ'“@ngl L OF08: | . +3_F6‘gn—1) =0, (5)
oa; oe oa; Oe da, 0c /e=o

oF _ 9F(2:(0), £:(0), -+~ , &.-4(0)) _ aF(gl(O) £xX0), -+ , £,-4(0)) ; ist.
da, aﬁ(a‘) =0 OS‘(a.) =0

Es ist® aber

wo

-

%:,’U 257(sy) py(sp)e™ ™ ds,+Z}{ > b 2 Do

Oeey py=t py=i-]
Pyl 0 5 s,
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Es sei ¢ ein beliebiger, von O verschiedener, Stetigkeitspunkt von
x(s). Wir nehmen die Funktion »(s) von der Art an, dass 7(s) am Punkte
a stetig ist.

Wir konstruieren eine neue Funktion 7:(s), so dass

7(s) =5(s) in 0=s=<a
71(s) =0 in a<s<< oo,
Wir ersetzen die Funktion 7 () in der rechten Seite von (7) durch die Funk-

tion 7,(s), und wir differenzieren die rechte Seite von (7) in bezug auf «,
so bekommen” wir

d (lz' ogp(O) [ZK”(a)nr(a) -na_y_ 2 {2 P sz P

da tioe 0€pa n =2 =" py=im1

Py~
2 Pt 1(25”"’1“(a)(15 P+ Dy(a)e @ ”‘“’“S 26M17Px(s,)e ™ PP

Py_y1=2

S 25701 “Hsde P17 s d52+2/€p1—p2(a)(1)1_Pz)'ﬁ(a)e_(p’_pz)a

$g-1 _ _ _
“9.r 27 P5(s5)e ™ P2” ”3"‘85 S 2kP1-17Y(s,)e " Pi-17 D d g -« dsg

oo

Szh‘p P1t(s)e” PPt ds, + e 26717 a) (Pioi— 1)y (@)e P

(8)
27:’ Ptl(g) e (P" ﬁ1+l)t§ 2mp1—pz(sa)e—(p1-pz)sgg"
2ee (s, e Mea e veads o dsidsy)) | (e p23)
d (lzm agz(O)) = —F I:Zf:"‘(a) 27(a)e ™+ 4x(a)y(a)e™
dd ty~doo a€g=u
Ka 2r(s,)e"2ds, + 4« (a)v(a)e‘“go 2x(ss)e " dsz:’ ,
d 6g1(0)) _ -a
da(zhﬂ Do i2x(a)y(a)e™"
Wir setzen (8) in (5) ein, so gewinnen wir
e oF
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-1
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ist. Die Integralgleichung (9) gilt offenbar auch fiir den Punkt t=0, wenn
die Funktion «(#) stetig am Punkte # =0 ist. Die Gleichung (9) gilt daher
fiir alle Stetigkeitspunkte von «(¢) in 0=¢ << co.

Wir kénnen® noch die folgende Funktion als die Funktion F aufneh-
men

1

Fbs, by, bp) = —=———
Elbu_aup’

Die Gleichung (9) nimmt dann die folgende Form an.

n-1

;?:‘1 {(Cpﬂ_fp-rl)'mlgp‘*' (dy+1—gp+l)818p} =0, (11)
WO @pi1=Cps1+1dp41 UNA AXpyy = fpa1+igp+; ist. Alle Koeffizienten cp.1—
Sosaund dpyi—gua(p=1, -, n—1) kinnen nicht gleichzeitig gleich der
Null sein. Die Gleichung (11) gilt fiir alle Punkte von einer Menge S, die
auf der Begrenzung von V,, liegt und iiberall dicht auf der Begrenzung von

V,, ist.

Problemstellung

1. Welche Beziehung besteht zwischen der Schaeffer-Spencerschen
Gleichung und der Gleichung (11) ?

2. Das Bildgebiet von dem Kreise |z|<<1 durch eine Funktion w =
f(2), die dem Grenzpunkt von V, entspricht, geht aus der volle-w- Ebene
dadurch hervor, dass wir letzteren lings einiger analytischen Kurven auf-
schneiden. Kénnen wir nicht diesen Satz unabhingig von D,-Gleichung
beweisen ?
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3. Besteht die Gleichung (11) fiir alle Punkte auf der Begrenzung von
V, oder nicht ?

4. Unter welcher Bedingung entspricht die Losung von (11) dem
Punkte auf der Begrenzung von V,, ?

Wenn »n = 2 ist, wird das Problem 4 bejagend beantwortet, unter der
Bedingung, so dass x(#) in 0=<<# <o stetig ist. Die Gleichung (11) nimmt
in der Tat die folgende Form an, wenn »n = 2 ist.

hRe@) + kI = 0,

wo k50 ist. Da nach der Voraussetzung «(¢) stetig ist, muss es «(f) =
Konstante sein.

Das Problem 3 wird offenbar auch bejagend beantwortet, wenn n =2
ist.

Ich denke an, dass fiir die Antwort auf das Problem 3 meine® Arbeit
“BEITRAGE ZUR THEORIE DER SCHLICHTEN FUNKTIONEN" von
grosser Bedeutung ist.

MATEMATISCHES INSTITUT.
UNIVERSITAT ZU OKAYAMA.

(Eingegangen am 21. September, 1962)

9). K. Koseki. BEITRAGE ZUR THEORIE DER SCHLICHTEN FUNKTIONEN.
Journ. Okay. Univ. Vol. 10. No. I, 1960.



