UBER DIE KOEFFIZIENTEN DER SCHLICHTEN
UND MEROMORPHEN FUNKTIONEN (I)

KEN’ITI KOSEKI

Es sei w =f(z) eine innerhalb des Einheitskreises |z|<<1 meromorphe
und schlichte Funktion. Wenn die Laurentsche Entwickelung von f(z) am
Punkte z=0 die Form

w =f(z)=% bz tbyzt e b2 (1)

annimmt, so nennen wir die f(z) eine normierte Funktion.

Wenn das Bildgebiet durch w = f(z) den Punkt w =0 enthilt, so
addieren wir eine geeignete Konstante &, zu der Funktion f(z), so dass
das Bildgebiet durch

w = fi(z) = f(2) + b= if Fbot+biz A b2 A (2)

nicht den Punkt w = 0 enthiilt.

Wir nennen die Funktion fi(z) eine halbnormierte Funktion. Wenn
eine innerhalb des Einheitskreises |z|<C1 definierte Funktion w = p(z)
1
(2)
eine normierte, schlichte nnd regulire, Funktion in |z|<C1. Umgekehrt,
wenn eine innerhalb des Einheitskreises |z| <1 definierte Funktion w =g(z)

halbnormiert, schlicht nnd meromorph ist, so ist die Funktion g(z) =

normiert, schlicht und reguliir ist, so ist die Funktion p(z)=—1—— eine

&(2)
halbnormierte, schlichte und meromorphe, Funktion in |z|<<1.
Wir nehmen nun an, dass die Funktion w = f;(2) in der Formel (2)
halbnormiert, schlicht und meromorph in |z|<<1 ist, und wir setzen

f—%z—)=g(z)=z+a1z2+ R ARY- 40 ETTE (3)
1
Daraus folgt ohne weiteres

filz) = 1 1 1

2z zZ(0+az+- FapzF) z2(l—a)
=%(1+a+‘--+a"+---), (4)
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a=—(az++ +a, 2"+ )=—az,
t=1

o —Z tEl ‘f, a,lajz)

2\j; =1 Jy=1
Cytdp=h (5)
{— (n Di-(n— 1) {—(n—1) .
-— 7
(-1 > ( > aa, a,ﬂ)z, (n=1).
D e
Updgbee 4,20

ist.
Aus (2), (4) und (5) bekommen wir sofort

'n—-(k —~3) n—(&-2)
b= —us+ 2( 1y TS e a) (ngl),l
1! Jem1 T (6)
g+ Jgtred Jp=n41)
b0= —al . v ¥ J

Nun bilden die Koeffizienten (d,, d», ***, d,..) von allen normierten,
reguliren und schlichten Funktionen 4(z) =z +d;2* + -+ + d,_,2"+ - eine
Menge S in dem 2(n+1) dimensionalen Euklidischen Raum. Nach der
Formel (6) ist die b, ein Polynom von d,, dy, ***, dns1, SO nimmt der Rb,
seines Maximum an der Begrenzung von S an. Ohne Einschrinkung der
Allgemeinheit nehmen wir an, dass die Funktion g(z) in der Formel (3) das
Maximum zu Rb, gibt. Das Bildgebiet von der Kreisscheibe |z| <1 durch
die Funktion w=g(z) bezeichnen wir mit D. Es ist aber wohlbekannt, dass
D= die volle-w- Ebene — einige analytischen Kurven ist.

Folglich gibt es fiir w = fi(z) eine Schar von den schlichten Funk-
tionen w =g,(2, H)=e'{z+g,(1)2*+ +++ +g,($)z"+ -} in 0t < oo, welche
der folgenden Lownerschen Differentialgleichung

9gz 1) _0gu(z,t) 1++(t)z (7)
at 0z 1—x(t)z

mit der Anfangsbedingung
g2 0)=g(2) (8)

geniigt, wo «(¢) eine stuckweise stetige Funktion in Q= # <<oo darstellt und
|e(@)] =1 ist.
Es ist aber
-1 Pl

gn(t)=e"°[{g 2c"(s)e ™ 1d s, + 2(2 b > pa ,Eﬂp;_l |

py=t Py=i—

¢ s s

- —(n— 1 - (p. - 2
Szx" P1H(g Yo~ ”1“)‘15 2517 P2(s,)e” " 1’2’*‘25 .es

s s s
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Py (uaD)mpt?

Ste(u+1)

8,
S 26 "1t (sy)e ™" ’1“"15 "2 ”(Sz)e_(”l_”?‘z‘g 2
2

QpPi—(p+ 1)—(“‘“)(&_#)9‘(”1-(p+1)‘“"+‘))‘t—udst_#. . ngdS;)}

t
+nga_i(s)e” "7 j 2x(s)e " "1d s, +gn(s)e"“], (n=3),

t
gil)= eu{g t2;c2(s,)e"“1ds, + ZS 2x(sy)e —R’Y]Zx(&)e“zdsad s
13
+2g:(s)e” S 2x(s))e"ds, +gz(s)e‘?‘},

&)= e‘{S:&c(s,)e“ld e g,(s)e“’}.

Wir setzen nun

k 2) n—(k-2) - -
PO==2m@+ 2 (2 5 £,02,02,0)
(Jl+j,,+ +J:—n+1)
-1 Py_p7!
70 ={ 26+ B(D a2 pe 3 pia
23 =t py=i-l Pe_y=

ride p,+1(s ‘)e (n— pl-H)sS 2;”1—"2(82)6_(?1_”2)%5 cas

8

S 251 (s )e~ P g s, ds,)’—.ﬁE—z(u.-l-l)g,.(s)e"“
{

0 »-1 Pio(uen?
525" Ks))e~ M d s, 4 Z (24 D1 D) P » P Di—qu-1

t=p+2\p =i pymi—i 1—(u+=H+2

8
G P ~(p+1) ~(» ~(e+1))8
2 Pi-(u+1d ) (s,_#)e 1= (p+1) l—ndsi_#--- ds.ds,

S 2/:" p!ﬂ(é‘ )e—(n—wl-bl)s S 2,‘5?1—»2(32)6—(?!—?2)‘,5 2.
0
+ ng,._l(s)e“"“"S 25(s1)e " 1ds, +ga(s)e™, fir n=3,
0 (] 8.
2:(0)= S 254 (sDe "1d s, + ZS 2[}(31)3_815‘IZE(SQ)e_St"ngd $1
0
+ 2g1(8)e’55 25(s))e""1d s, + go(s)e %,

0
2,(0)= S (s e-ds, - gi(s)e.

#(f) = €*® und %(f)=elle® o1
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wo ¢(#) die bestimmte reelle Funktion und »(¢) eine beliebige reelle stetige
Funktion darstellt und ¢ eine reelle Veriinderliche ist.

Aus (10) folgt ohne weiteres
- b n+l n—(k—2) n—G=0d g; (0) _ -
dF(-)=__dgn »-1(0) + E(—l)k{ E vee E ( J1 .gjg(O)...gjk(O)
ds de =T o = de :

(j1+}2-‘—-- +ip=n+1)

dgjq(O)éja(O)._. 25,0+ +§;,(0)§;!(0).,_dg;(m)}. (11)
&

+£,(0)

dF()
de

Es ist aber nach meiner Arbeit

Der reelle Teil von muss am Punkte : =0 den Wert 0 annehmen.

py-1 Pp_g—!

92O _ [ {oerisompisdedsis 3 3 g 3 e
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~ 0 0 3.
dg:0) _ ZD Zlcs(sl)zr;(sl)e‘”ldsmLZS 2x(sl)-4(s,)e"lg l2::(31,)3“"«'ds;,dsl+2

d55=0
8 0
50215(31)3_515 ! zx(s,)y(sz)e"ﬂds,dsl+2g1(s)e""5 2x(s,)-9(sl)e“1dslil, (13)
420 _ j 2r(si)p(s)e"dsy. (14)
<g=0

Wenn die s unendlich wichst, so ergibt sich aus (12)

- Pl 1 ”t—z_l
E0) i [ 2ertsomntodeds+ 3B oy 3 peee 5 o
= 2 1-17

o

(SDZIC" P45, ) (- s+ Ly (s, )e™ " p1+1)slg 2,5"1"’2(32)3‘(”1_”2)32552'"
[z ssger s ds | 2o reosgemonom

S 26”17 (5:) (s — Pz)vy(sa)e“”!"’ﬁ”st"' SZ—IZK”‘—I“’(s;)e"”i—l“‘-"‘fdsw-dsl+
+§ 26m Pt (5))g~ -+ slg Zx"l_”ﬁ(sg)e—(pl_"z)s?Sss--

S ZICP‘ 1“1(81)(pt . 1)7}‘(81)6—(P’—1_1)sid31'"dsl)}:l' (15) |
Ebenso ergeben sich aus (13) und (14)

dg,0) _ U 26%(51)2x(s1)e” 2“1d.t;1+25 2e(s))y(s1)e™

d53=0
[P2etsderdsads + 2] 2660064 “2e(sdrlsdedsads, | (16)
pd [
dg(0) _ z'g 2a(s)p(s)edsn - a7)
dEe=o Lod
Da der reelle Teil von ‘fiF(e) gleich der Null fiir alle stetigen Funktion
Seap

7(s) ist, so konnen wir nach dem Lebesgueschen Satz die Funktion 7(s)
durch eine neue Funktion -,;l(s) ersetzen, so dass

71(8) =7%(s) in 0=s<a
(s)=0 in a<s<oo
ist.

Fiir die #(s) nimmt die d;ig 0) die folgende Form an
Ee=0

p -1 Py_,-1

d2.(0) _ U2:"(sl)nr(s;)e""‘1d81+ E{E_mz P S pia

dca-o py=i-1 ;=2
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0 8, 8,
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Wir differenzieren nun die rechte Seite der obigen Formel, und wir erhal-

ten
P-1

2 (22O)_ [ 2eramp@re+ 3 {310 5 oo

deg 0 py=i Py=1-1
Py_o—1

2 ﬁz- (Zm"‘”l“(a)(n —p+ 1)r(a)e-<"*"1+l)a5 271 P(s,)e~ P pz)s,S
S 2 Pi-1 1(3 )e_(Pl—l_l)MdSt d32+ z’fpl_p’(a)(px_ﬁg)'g(d)e_("l'_pﬁ)”‘
S 2672 3(s5)e™ %" ps)sag Ss‘_1215"-1_1(81)3““’t-—l‘mid&"‘ ds;
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S 26" MM (s)e~ PtV e 4 26T (@) puo — D)g(@)e” P

S 26" 145 )~ " ﬂﬁ-l)xS 2::”1_”2(32)6'(”1_”9’3Slz"‘

S 2xP1-27P1-1(s, e~ Piam - ads g dsgdsl)}:l. (18)
Ebenfalls bekommen wir aus (16) und (17)

sz; (M) == "[2'52(“)2‘0 (@)e™* +4r(a)y (‘a)e‘“glzfc(sg)e"’zdsz +

de g=0
4x(a)p(a)e™ SZZx(sg)e“zd Sg], (19)
L) mo

Da wir ohne Einschrinkung der Allgemeinheit annehmen konnen,
dass 7(a)*<0 ist, so bekommen wir den folgenden

Satz 1. Es sei
w = fi(2) = % bbbzt e bad® A e

die halbnormierte, schlichte und meromorphe, Funktion in |z|<1, so
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dass der reelle Teil der Koeffizient von 2° das Maximum annimmt. Es
gibt dann an allen Punkten s in 0=<s<Too, bis auf endlich viele Unste-
tigkeitspunte von «(s),
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ist.

Fur n=1 gilt es an allen Punkten s in 0=<s<<oo, bis auf endlich
viele Unstetigkeitspunkte von r(s),

S‘I:ch"(s)e“2s + 4/c(s)e‘”i2x(sg)e”“2d s+4:(s)e” ”S:ZA-. (sp)e %d sz]

—84rc(s)e"gi 2k(s))e " 1d s, =0, (22)
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