UBER DIE KOEFFIZIENTEN DER SCHLICHTEN
FUNKTIONEN (III)

KEN1T1 KOSEKI

Ich versffentlichte bis jetzt die Arbeiten "UBER DIE KOEFFIZIEN-
TEN DER SCHLICHTEN FUNKTIONEN” (I)® und (II)®. Die Berechnun-
gen im 4. Schritte in meiner Arbeit (I) waren aber bedauerlich falsch. Ich
wollte daher diesen Irrtum berichtigen, und ich verdffentlichte meine Ar-
beit (II).

Die Berechnungen in meiner Arbeit (II) sind aber sehr kompliziert.
Uberdies ist es mir unbestimmt, dass die Formeln (48) und (89) in der
Arbeit (II) voneinander unabhingig oder nicht sind.

In der vorliegenden Arbeit will ich die Gleichung (32) in meiner Arbeit
(I) direkt losen.

§L
Wir nennen von jetzt an die innerhalb des Kreises |z| <1 reguliren
und schlichten Funktionen von der Form

g=k(2)=2z-+p2*+- A a2 e

die normierten und schlichten Funktionen. Wir bezeichnen fiir eine feste
n die kleinste obere Grenze der absoluten Betriige der Koeffizienten p, von
allen normierten und schlichten Funktionen in |z|<C 1 mit M..

Es gibt dann bekanntlich eine schlichte Funktion z+ ¢,2°4- - -+¢,2" -+
-« mit ¢,=M,. Folglich nehmen wir an, dass fiir die Funktion ¢=k(2)=
2+ Pt +p 2" 08 po=M, ist.

Es besteht dann fiir die Funktion ¢ = £(z) eine Lownersche Differential-
gleichung

gz, t) _0glz.t) 1+r(t)z
ot 6z “1-x(0)7
g(z, 0)=k(2)=z+ﬁlzﬂ+... _*_pnzn4-l+".

0=t<oo
} (1)

wo «(f) eine stetige Funktion von ¢ darstellt und |« ()| =1 ist. Wir bezei-
chnen die Losung der Gleichung (1) mit g (2, )= e'{z+g,(£)2*+ - + gu(t)z"*
“+ } .

Wenn »# = 2 ist, so besteht es

I). K.Koseki, UBER DIE KOEFFIZIENTEN DER SCHLICHTEN FUNKTIONEN.
Math. Journ. Okay. Univ. Vol.9, No.2, I960.

2). K.Koseki, UBER DIE KOEFFIZIENTEN DER SCHLICHTEN FUNKTIONEN
(II). Math. Journ. Okay. Univ. Vol.10, No.2, 1961.
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S[SZZx’(sl)Zv(s,)e‘”ldsl+25:Zx(sl)r,(sl)e"’15:12m(sg)e"2dsgdsl+2

SzZE(sl)e“ﬁSle:;(sg)g(sg)e"%ls,dsl 2297 2elsdpededs | =0, (2)

wo %(s) eine beliebige, beschrinkte und stetige Funktion in 0 < s <<oo
bedeutet. Wenn die s unendlich wichst, so ergibt sich aus (2)

0 [} 2
3[5 26X(s)2q (D0 s+ 2| 2e(syts)e ] 2r (e~ sndsi+2

0 ]
S 2K(31)e_'lg ! 2::(83)7}(32)8_'2(1836181 = 0. ( 3 )
Wenn n == 3 ist, so besteht es®
Pl -1 P' 2 -1
Y [2eromptseds+ {E 3 g B pec
py=t Py=i-1 P =

0 s,
S £ () (n— pyt+ 1)7(31)3—("_”1"'1)' S 2=cpl_p2(82)€_(pl"z)’2£ .

T2k (s e P % gy ds,+g 26701 (5))e PN

2 1™ P2 (5)(pr — p2)7(32)3—<”1—”z)s S oo SSi—lz.tp*ﬂ_l(si)e_(p*—1”1)“‘d81'"dSl+ ver +

n=2
T2k P17 s (prr— Dy(si)e™ P17 Pugs, "dsl)} '*'El (- Dguls)e™

g 26"t (s )e“““Pl“)ﬁg 2}:”1"”2(82)e_(”l"’z)szgsz
8

M5 (n— p)y(s)e " “)“1dsl+2(r,z+1)g“(s)e"“‘ i} {E D i Dasee

lapt2 pl={ P2={——1

Pi_qusn~!

0 [
Di-pa1 (S 2&"—”1“(81)(” —pt ]_)7; (sl)e_("—"1+l)'lg ‘2,51’1"”2(32) g_(”l"’z)xz
s s

Pi(uryi+2

B—(ut1) _
S 1Pt (nt1) ('Hl‘(s;_,‘)e_ ("i—01+1)"("+l))"i—nd8¢_,,"'dS;+
en_ 1 _ _ £y
25 )R S 257 7(5,) (B oYy (e <>§
8

s

2.7 (s )e”‘""”l“”‘g 2;:”1"’2(82)62'“’1—pz)%gﬁm

Si—(u+1)

—(r+1) - - —
S Qi Pi-(u+1) (Ml)(st_u)e (P;_(p+1) ("ﬂ))sf-l‘dsi_u"‘dsf“'“+

zxpt"(“+1)_(#+1)(31—#)(p1—(#+1) —(ll + 1))4 (Sf-n)e—(p"(F‘“r(“l))s““d&—#

0
---ds‘)} +nga.-1(s)e ""'1”‘8 2x(s1)y(seMds, | =0, (4)
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wo 7(s) eine beliebige, beschrinkte und stetige, Funktionin 0 s <o
bedeutet. Wenn die s unendlich wiichst, so ergibt sich aus (4)

P]—l

3 I:So 26"(s)np(s)e 1 d s+ ‘2 {épl 2] pre

=2 \p=i py=i-i

py_g—1

0 §. 8,
>3 p‘_l(g 2¢" P14 (s (1 —p1+l)p(sl)e'(""”l"l)slj 12::1’1'1’2(31)9'(1”1"’2)‘25 %..
2 oo oo

=

§g-1 0 - tm—
S 2/:“-1(34)6'(’”!—1'Dsidsr--dsl+S 25" P1tl(g,)g~ v Pt

oo

B 5,
522"”1—”2(82)(171—Pz)‘q(sz)e'(”‘-pz)sgg j S 2k (s )e P dspeeedsy oo

oo

0 s s,
_i_g 2,::1—121+1(Sl)e—(71—p1+1)815 IZI:pl-FZ(Sz)e_(pl—p2)s2S L
oo e -]

[ 2emes K0 pra DD rir i dsedsi)) [ =0 (%)

Wir wollen zunichst die Gleichung (3) losen. Da die Gleichung (3)
durch beliebige, beschriankte und stetige, Funktion #(s) in 0=s<Coo erfiillt
wird, so besteht es nach dem Lebesgueschen® Satz auch fiir die Funktion
p(s), so dass

(e =75(s) in 0=s=<a
n(s)=0 in a<s<oo
ist.

Fiir die 7:(s) nimmt die Gleichung (3) die folgende Form an.
0 1] 8.
E}U sz(sl)Z;;(sl)e"sldsl+2§ 2m(sl);7(sl)e"‘1§ 12K(52)3_82d32d31+2
(1] s
g Zr:(sl)e“slg 121:(32);;(32)2’*2dszd31:|=O. (6)

Wir differenzieren nun die linke Seite von (6) in bezug auf @, so erhalten
wir

— S[Zm"'(a)Zp(a)e‘“ + 4x(a)>;(a)e‘“§i2!:(82)e‘*2d32 +4x(a)y(a)e™™
0
S 2k(sy)e %d s{l =0,

Wir koénnen ohne Einschrinkung der Allgemeinheit annehmen, dass
»(a)#0 ist. Daher bekommen wir

3). K.Koseki. UBER DIE KOEFFIZIENTEN. (I) S. 185.
4), S.Saks. Theory of the Integral. S. 2.
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0
S[rcz(a)e’z“ + f;(a)e'“g 2x(sDe ds; |= 0.
Da die a beliebig ist, erhalten wir
0
8 oot +e(s)e~| 2u(seds, |=0, 0ss<on, ()

Umgekehrt aus (7) folgt die Folmel (6) ohne weiteres.
Wir lssen nun die Gleichung

0 Py-1
3[5 26" (sony(s)e™"1d s+ 22{;‘2 1p1p2 D2+
a = =
Py_g~1 0 5. I
2 Pi 1(]‘ qu;—plﬂ(sl)(n__pl_'_ 1)7(81)6_("_p1+1)’15 12"5111—1:2(32)@—(111-172)325 2 e
Pi_1= a - b

S5 B _ 0
g 21:”“—1_1(.5‘1)6 (p;_4 l)s‘dSz"'dSrl'S 2rcn—p1+1(81)€_(n_plﬂ)sl
<« [

51 _ VTR 8y -sf—l 3 B ~
S 2" ”2(32)(151——172);7(32)9 7y pﬂ'szg 3 2kP1-17Y(s)e " Pi-r Vg 5,00 ds 4 oo
@ oo

@

0 s. 8
— (21— 1 - —(p,— 2
I S 2 ”1“(31)6 (O p1+1)s15 21 mz(sz)e (n) pz)szg
a @

@

g:i—lzfc"i-l_l(st)(lji—l — (s P-1Pds, .dsl)}] =0. (8)

Wir differenzieren nun die linke Seite von (8) in bezug auf 4, so erhalten
wir

-1 py_g-1
“[2&”(61)11/((1)6"’“ + 2 {E {Pl 2 pz pE Dia
=t Py=i 1—1=2

25”""1“(a)(n —p+ 1)‘7((1)8_c”—p1+l)a5 2mp1_p2(32)e—(p1_ Pg)s,
©
S .
g 2eM-17Y(s)e" -1 dspe e d sy + 26" P @) pr— po)y (@)~ PP
S, 8, _
S 25”2“"3(53)3"(’“2‘”3"335 35 ! 26P1-17Y(s;)e~ P11 Vi 5,0 d s
i 2" MM (5)e P g g o F 2621 (@) (P — Dy(a)e™ P17
S 21 (5,) g~ P s Ssl 21717 Pa(s,) e—(pl—p:,)szr’, .
[ @ a
-2
S 2/cpi—2‘”i—l(st_l)e‘(”i—2"°i—1”f—1ds;_1---dsgdsl)}]=O.

Wir konnen ohne Einschrinkung der Allgemeinheit annehmen, dass
»(@)5~0 ist. Daher bekommen wir



31

Pl Py_g-1
[ "(s)ne"“+22 Zﬁl 2 pz M 1)4 1( " ”1‘”(3)(”_p1+1)e—(n—p1+1)s

Py =1 =2
s -
S Zﬁ:pl—pg(sz)e—wl—pz)sas .“S zmpi-l-l(si)e—-(pl_1—1)s(dsi__.
8 8.
dsy+ eP1P(S)( py —Pz)e“”l“’z""s‘ 2::”2'”3(83)e“”2"’3"3g s

T opriml(s De”Pii Vg g ds,

. 5 A 83
2:; px*'(sl)g"(""”l“)"lg 2;"1"’2(32)g“”1_”2"’25 o

8 &

S Pl-rl(s )e--(ﬂ P1+1)5]ds —+ . +EP‘_I—I(S)(pi_I___1)6—(91_1—1)1\‘

2'CP‘ 27 P 1(S¢ 1)3 (Py_g= P12 1dsi 1° d33d31 ]— (9)

Umgekehrt, aus (9) folgt ohne weiteres die Folmel (8). Also bekom-
men wir den folgenden

Satz . Es sei
p=k@)=z+p2"+- F PuZ ™ 4 e
=z+g1(0)2"+ + 2202 + oo
die novmierte und schlichte Funktion in |2| <1, so dass p,=M, ist. Es
gilt dann

0
S[mz(s)e‘g‘—l— ;.—(s)e“’s 2x(s,)e“lds,:| =0 in 0= s<<oo, wenn n=2 ist,

n Py- Py_g—t
3 "(S)”e""’+2{,,2:,1)1,,?_11)2 33 pei( P — ot Do

8 B
s 2,;”1_”2(32)(‘(”1"”2)’25 oo S 2,;1’:—1"l(si)g"(”t—l“)‘tds‘---
P S w0

s
dsa+ £P1PA(S)(py— pa)e” P17 P* S 21737 P3(s5)e” P2 %
o«

=

5 (% (o ene
S i 2o s e P syedss| 2 (s e
o= 1
[} (5
—|-,;P¢-1"1(3)(p1_1—1)e—(p¢_,—1)xx Zf:n_plu(Sx)e_("_pl“”13 2kP17Py(5,) e~ P1m PR
§ s

S:’ S:‘_BZm"t—ﬂ‘”i—l(si_])e“"i—z“"l-l)sf-lds,_,'--dsgdsl)}:'=0 in 0=s<<oo,
wenn n=3 ist.
§ 2.
Wir wollen nun die Gleichung

3[!:2(8)2_28 + x(s)e"‘S:Zx(s,)e“’ldsl =0, 0Z<s<oo (7)
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0
lssen. Wir setzen S 2k(s))e tds;= a +ib und x(s)=¢"*®, so nimmt die
Gleichung (7) die folgende Form an.
e™° sin 2¢(s)+a sing(s) + b cosp(s)=0. 10)

Wenn « und b gleichzeitig gleich der Null sind, so muss sin2¢(s)=
2sing(s)cos ¢(s)=0 sein. Da die Funktion ¢(s) stetigin 0=s<<eo ist, so
muss sing(s)=0 in 0=s<Coco oder cosp(s)=0 in 0<s< oo sein. Wenn
sing(s)=0 in 0<s<Too ist, so muss cosg(s)=1 oder cosg(s)=—1 in
0<s<<oo sein. Damit muss ¢= +2 sein. Ebenfalls, wenn cos¢(s)=0 in
0<s<<oo ist, so muss b=+2 sein. Also kénnen « und b keineswegs
gleichzeitig gleich der Null sein.

Da @ und b nicht gleichzeitig gleich der Null sind, so folgt aus (10)

a sing(oo)+ b cosg(e0)=0. . (11)
Damit existiert {i;;z ¢(s)=¢(o0).

Anderseits besteht® es immer
£:(9) =§ 2x(s,)e""d s, / e ",
Folglich ist

9{&“ 2x(s)e—"ds,

lim =] = —2cos¢(o0). 12)
8§—ce e_s

Ebenfalls ist
lim SSMZM(Sl)G_Sldsl — _zsin“p(w). (13)
8§ _""——e_s -

Aus (12) und (13) folgt ohne weiteres g;(c0)= —2r(cc). Also strebt® die

. gz t) . . z
Funktion >t gegen die Koebeschen Funktion EP N wenn ¢

unendlich wichst.

Wir nehmen nun an, dass sin2¢(s) in 0 =s= oo Kkeineswegs versch-
windet. Es muss dann in 0<s<X oo stets sin 2¢(s) = 2sing(s)cose(s)>0
oder sin2¢(s) = 2sing(s)cosp(s) <0 sein. Wenn in 0 s = oo stets die Un-
gleichung 2sing(s)cosg(s)>>0 besteht, so kénnen wir annehmen, dass es
immer in 0<s< oo die Ungleichung

5). K.Koseki. UBER DIE KOEFFIZIENTEN. (I). S, 180. a. a. O.
6). Vgl. A. Schaeffer and D. Spencer. COEFFICIENT REGIONS FOR SCHLICHT
FUNCTIONS. Coll. Public. 1950. S. 141.
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0<¢(s)<%
oder 7r<'<;'(s)<%rr
besteht. Folglich muss sz'n(s)¢gi2cos¢(sl)e“‘ldsl<0 und ebenso cose(s)
SiZsz’nga(sl)e“‘!ds,<0 sein. Daraus folgt
Singo(oo)SlZCOSg&(sl)e"sldslgO
cosgo(w)g:ZSinga(s,)e‘slds, <0.

0 0
Anderseits ist es Singc(m)g 2005¢(31)e““1d31+cos;a(OO)S 2sing(s))e 1ds,=0.

(1] 0
Daher muss sin:p(oo)S 2cos¢(s)e 1ds,=0 und cos;o(oo)g 2sing(s))e 1ds; =0
sein. Da sowohl sing(oo) als auch cos¢(eo) nach der Annahme nicht gleich

0
der Null ist, so muss S 2cos¢(s)e"1ds, =0 sein; dies ist aber unmoglich,

da es immer 0<<g(s) << ; oder rc<g&(s)<%n in0<s< oo ist.

Ebenfalls kann es nicht sich ergeben, dass in 0=<s< oo stets
sin2¢(s) <0 ist. Es gibt daher in 0=<s=lco mindestens einen Punkt s, so
dass sin2¢(s,)=0 ist.

Wir nehmen erstens an, dass s.7~ oo ist. Aus sin 2¢(s;) =0 folgt dann
sing(s))=0 oder cos¢(s))=0. Anderseits besteht es e *ssin2¢(s,) + sin ¢(s,)

SlZcosgp(sl)e“’ldsl + cossa(sg)S:Zsimp(sl)e “f1ds,=0. Daher istSiZsingp(sl)e“ldsl
=0 oderSlZcos;o(sl)e“‘ldsl= 0, jenachdem sing(s,)=0 oder cosg(s)) =0 ist.
Anderseits ist es singp(w)gl2cos¢(s,)e“‘ldsl+ cossc(oo)SiZsinga(sl)e“ld s;
=0. Daher ist sing(oc)=0 oder cosp(oc)=0, jenachdemSl;2.s'z'7199(.<;1)e‘Slds1
=0 oder SiZéos¢(sl)e*‘1dsl=0 ist. Edenfalls inuss sin2¢(c0)=0 sein.

Wir nehmen nun an, dass SD 2sing(s)e 1ds, =0 ist. Wir differenzieren
nun die linke Seite von (10), so ;halten wir aus (10)
{26“‘0032¢(s) +acosp(s)— bsinq:(s)}ga' (s)—e"sin2¢(s)=0.  (14)
Wir setzen e™*=¢# und ¢(s) =(t), so folgt es aus (14)
{2 cos2uit) - a cosyt) = b simp( by (®) + sin2y) =0, in 0t (15)
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_ ) . pl(s) _ sin2¢(oo
Da ¢/(s)= —ty/(#) und lﬂf gDe“‘) o (ICOSga(OO)f(bsi)ch(OO)
Funktion (t) differenzierbar auch am Punkte {=0. Anderseits ist es offen-
bar, dass {2tcos2yt) + acosy(t) — bsinyr(t)} o= a5<0 ist. Nach dem
Existenzsatz der Differentialgleichung gibt es nur eine einzige Losung von
(15), die in 0<t<¢, (geniigend klein) der Gleichung (15) geniigt. Diese
Losung wird offenbar durch +«(t)=+(0)= Konstante gegeben.

Folglich ist ¢(s)=¢(co)= Konstante in —logt, <s=oc. Da das Bildge-
biet von |z| <1 durch die Funktion ¢=~%(z) gleich der vollen -¢ - Ebene —
eine analytische Kurve / ist, so muss ¢(s)=¢(o0)= Konstante in 0=s< oo
sein,

=0 ist, ist die

0
Wenn auch j 2cos¢(s:)e 'ds;=0 ist, liuft Diskussion ganz analog.

Also bekommen wir den folgenden

Satz II. Es sei ¢ =k(z) eine normierte, reguldre und schlichte, Funk-
tion in |z| <1 von der Art, dass das Bildgebiet von |z|<<l durch ¢=Ek(2)
gleich dev vollen-p- Ebene — eine analytische Kurve I ist.

Wenn fur ¢o=k(2) die Gleichung

0
S[m’(s)e""—i- x(s)e“g 2k(s1)e™"1d sl] =0

besteht, so muss die Kurve | mit der Halbgerade ibereinstimmen, und die
£X(s) ist immer gleich + 1.

Wir behandeln nun den Fall, wo n=3 ist. Es besteht dann aus (9)

0 8.
S[Gﬁ(s)e“” + 12x(s)S 2m(sl)e"‘1§ 12&(83)e_s2d32d81 +6k(s)
8 0 0

S 2x%(s))e *ids, + 45(3)5 2c*(s)e Mds, - 12x’(s)e"g 2i(s1)e 1ds, +8x*(s)e™?
g 2c(s)e""ds, |=0. (16)

Wir setzen
k(s)=¢"®

0 8, 0

125 Zx(s,)e“lg ! 2x(ss)e"d s ds, + 45 2 (spe Pds,=a+iR 17)
0

125 Zlc(sl)e"xldsl =7 + ir?

Wir unterscheiden nun die folgenden beiden Fille.

I. Fall). Die @ und 8 von (17) sind nicht gleichzeitig gleich der Null.
2. Fall). Sowohl « als auch 8 ist gleich der Null.

Wir behandeln erstens den



35

I Fall). In diesem Falle existiert /im ¢(s)=¢(c0), und die ¢(oo)
geniigt der Gleichung

B cosp(0) + a sing (o) =0. (18)

Indem wir die linke Seite von (16) differenzieren, erhalten wir
S‘I:l&:”(s)e'” + 12512!:(31)9"‘15:2x(s,)e“‘2dszdsl + 65;2m’(s,)e‘2‘1dsl +4
S:Z;:”(sl)e“""ldsl + 241:(5)6_‘5: 2k(sy)e 1d s, + 16x(s)e“S; 2x(s)e"d s,]:c' (s)—
8[16::3(5)3‘” + 12::2(3)3“*5:Zx(sl)e“‘lds, + 8x’(s)e"‘g;2x(sl)e“"ld s [=0.
Es ist aber «/(s)=ix(s)¢'(s). Folglich ergibt sich aus dem obigen
%[181:3(3)@_2‘—1-12&(3)512&(8,)9'slgz?.x(sg)dsgdsl—!— 6e(s)
g:z;cz(s,)e‘“lds, +4k(s) S‘:2x’(sl)e “Fids, + 24x’(s)e"522x(s,)e“‘!d 5,4+ 16k (s)e”"
Si 2m(s,)e“1ds,:|¢'(s) —S‘I:lﬁxa(s)e“” + 12x’(s)e“Sj k(s)e 1d s, + 8+*(s)e*
|| 26(s0e5,|=0. (19)

Wenn s unendlich wichst, so strebt 9%[18x3(s)e‘2‘+ 12x(s)512x(sl)e“‘1
S: 2e(s)edsuds, +65(5)|_ 26s.)e s, + 4x(s)g': 26X(s) s, + 244¥(s)e "
S:2x(sl)e‘”lds, gegen den Wert 9{|:12'E(°°)SiZIC(Sj)e_slSZZIC(Sz)e-—gzngdS]
+ 4;(oo)gizg(s,)e—=ﬁdsl]=a cosp(e0) — B sing(oo).

Wenn « cosp(o0)—f sing(eo)=0 ist, so besteht nach (18) die folgende
Gleichungssystem

B cosp(o0) + a sing(oo) =0 }
— B sing(o°) + a cosg(ee) =0

| cosg(eo) sing(oo)

Da —sing(oo) cosg(ce)
widerspricht aber der Annahme von dem I. Falle. Daher ist aCosg (o) —

B sing(e0)540.

Da a cosp(o0) — 3 singp(ee)#0 ist, so ist ¢(s) in der geeigneten Umge-
bung von s= + oo beliebig oft differenzierbar. Aus (19) folgt ohne weiteres

=1 ist, so miissen a =0 und 3=0 sein. Dies
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o'(s) = 8[16::“(5)@“” +12£%(s)e® S 2k(s,)e " "1d s, + 8«%(s)e™ SS 2k(s))e” 1ds£| (20)
A(s) :
, wo A(s)=R [18x3(s)e“2‘ 4 12;:(5)5“ 2x(sl)e"lg:2m(sz)e“‘2dsgdsl +6+¢(s)

8 0 0
S 26X(s,)e""uds, +4.;(s)j 264(se-"1ds, +24m”(s)e“*§ 2e(s)e-"1d s+ 16£%(s)e="

S Zx(sl)e“"'ldsl:,
ist. Daher ist

’(S) 3 c052¢(0) + 7 sin2¢ (o) N
lim % a cosp(o0)— 8 sing(oo) - @)

Wir nehmen an, dass ¢(c0)=0 und (f—;@) =0 ist. Es ist dann nach

der (21) #=0. Es gibt aber eine positive Zahl M, so dass es in der geeig-
neten Umgebung von s= + oo

| f]il:lsm“(s)e"‘" + 12::(3)51 Zx(sl)e“lgz 2x(s.)e”2d syd s, + 6k(s)
Si 2t (s)e *ids, + 44:(3)5: 2c*(s1)e " *ds, + 24x’(s)e"‘5:2x(sl)e “id s+ 16k (s)e*
512{:(31)8_81(181:' |>M
gilt. Daher iolgt aus (20)
lo(s)| <| S: {163in3¢(s,)e"“1 +125in2¢(8))e~ "1y — 4sin2¢(s))e ™"

3 3 ’
S1Zcos<p(sz)e‘*2dsz—46082¢(s,)e‘81§123£m‘a(sz)e“’2dsg}ds,| M. (22)

Da lim =2 gls ) =lim¥ ,(S) _ 8cos2g(e0)+y sin2e(co) ist 4gibt es eine
sow @ srm — @7 acos;p(oo) ﬁsmgo(oo) TR S
positive Zahl B von der Art, dass es in s <0< 0"

| o(s)| < Be™* (23)

gilt. Anderseits besteht es immer |sin 3¢(s)|=<3|¢(s)|. Daher folgt aus
(22)
B

B e ™ e | e .
|o(s) | =47 {48——+24 5~ 71 +16%- +8— 1< e

48 24 .
3 I |+ +2 3) (24)

Wir ersetzen die Abschiitzung (24) in (22), so bekommen wir

48,24, 16, 8\48, 24 16, 8\ u
IS”(S)l—Mz(erz 7l T23)4+ |'Tzz.Jrszat) '
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Wir nehmen nun an, dass es im allgemeinen

o) | S+ L+ 2 B ) (B 2 + 22 )
a1t T n@fﬂ))e_" (25)
gilt fiir n=2. Wir ersetzen die (25) in (22), so gewinnen wir
|¢(s)|§1§,, B 2+ 2 B By + )
n‘fl |+n%l(—il 1z(n8~I-1)> n%fZe_(Mm-Fn I Ie_("ms—‘ ]fze—(MZ)ﬂ
(7471)8—(,;?2) oG+ _M’l(4_8 24| |+ 16 18 (48 g_| |+ _*_3;84)
A et +n1—32+(n+1)8(n'+ 2))“’_(”'»'

Wir bestiitigen daher uns, dass die Formel (25) im allgemeinen fiir
alle n=2 gilt. Aus (25) folgt ohne weiteres

() | e (B B+ 284 By g L (48
Zirlegrg)t @)

1}4(§T% d -’-16+ 8) —$<1 ist, s0 strebt{M<

3 2 3 6
+%)e“‘}n gegen Null mit % Folglich ist ¢(s)=0 in einer geeigneten

48 , 24

Wenn 3

||+

Umgebung von s= 4 oco. Daher muss ¢(s)=0 in 0<s<co sein.
Wir wollen nun den 2. Fall behandeln.
2. Fall), In diesem Falle nimmt die Formel (16) die folgende Form an.

8 {’0
S[Grcs(s)e_“-l-Z;:(s)s 26X (s)e~"uds, -+ 1zx2(s)e—j 2(s)e"1dsi— dr¥(s)e*

S 2K(S])e—sld51]=0. (27)
Es ist aber
i SO _
S 2k (S])e ®ids, . ?RSS 2k%(s1)e " *1d s,
l“””f =0, 13!_)711 = — =0, (28)
e e
lim Se“s 2e(s)e™Mds,
Lindd = PR =0,
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Wir nehmen nun an, dass go 2r(s))eds,5=0 ist. Es existiert dann
nach (27) und (28) ‘1_1'21 o(s) = ¢(oo;: und .die ¢(o) geniigt der Gleichung
cos Zgo(oo)SS:Zm(s.)e"‘ldsl+sin2¢(°°)5R£2x(s,)e“sldsl=0.
Wir differenzieren nun die linke Seite von (27), so bekommen wir
7 186517+ 2609 2e¥sedsi + 245(s)e | 2e(s)e~tds,—Be(s)e
E;Z;c(sl)e‘slds r(s) — 3[16,3(3)(“ + 12::’(3)6"‘51Zrz(sl)e'sldsx

—4x2(s)e"5' 2k(s)e"ds, |=0. (29)

Wenn s unendlich wichst, so strebt 9{[18;3(3)(4“ + 2x (s)e"Yr 2:%(s)e” *ud s,
0 F
+24x2(8)5 2/c(sl)e"1dsl—8,c’(s)g 2x(sl)e“’ld31:| gegen ?RI:24::2(°°)

Sin(s,)e"ldsl:’= 24{cos 2¢(cs )sﬁgizx(s,)e—ﬁds,—sin Zgo(oo)ﬁxizfc(s,)e“lds;}.

Es gibt daher eine positive Zahl M, so dass in einer geeigneten Umgebung
von s= + oo die Ungleichung

Als) = |:18x**(s)e-x + Zx(s)ess " 2ui(s,)e~ds, + 24m2(s)§° 2(s)e-uds,

— Sx’(s)S: 2k(s)e"1d 31] >M

gilt.
Aus (27) und (29) folgt ohne weiteres
o SI:le“(s)e‘“—-2x(s)e‘LZx’(sl)e'”ldsl] 30)
¢ A(s) :
Foglich ist
lim ) = 6x*(0)

m= m[mxz(w)SLZE(sl)e—sldsl _l

4
Damit ist es limf(_—‘z) =0, wenn ¢(o0)=0 ist.

s €

Wir nehmen nun an, dass ¢(c0)=0 ist. Es besteht dann aus (30)
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le(s) =] S {103:'71 3g(s)s ™ 1—2esin o(sy) S‘IZCos 2¢(ss)e™*d s,

—2¢1c0s¢ (Sl)SIIZSl‘ n2¢(ss)e™*2d sa}d sl / M. (31)

Da ¢(o0)=0 ist, so gibt es eine positive Zahl B, derart dass es
lg(s)| < Be™*

in 0= s<oo besteht. Daraus und aus (31) folgt ohne weiteres

B(30 _ 4 8 _ B30, 4 8
< DM, % -5y O -\ DOV, % , O ) -
o) = 3 (e + g grge™) = 15 T 2st 503)e
Indem wir diese Ungleichung 1n die Formel (31) ersetzen, bekommen wir
B (30, 4, BY0, 4 8)
lpls) 1= M“(Z t33t53)(3 s 50 "
Wir nehmen an, dass es im allgemeinen

B0, 4 _8\/30, 4,8
< B(30, 4  81\30, 4
le@) =753 +2,2+2.3) 3 +2.3+3-4)

30 4 8 —(n+1)8
(n+1+2(n+1)+(n+1)(n+2))e o (32)

besteht. Wir ersetzen (32) in (31), so gewinnen wir

B 30 4 8 30 4 8

o= (G ozt 53 (5 3t 50)
30 4 8 ~(n42)5

n+2+2(n+2)+(n+2)(n+3))e -

Daher besteht die Ungleichung (32) fiir alle n=1.
Aus (32) folgt ohne weiteres
LfL(0, 4, BN
eI Be (3T 5t arg)e )

4

1030, 4 . 8,y [L(304 4 1 B
+2-2T2-3)e <1 ist, so strebt M< > +2.2+2_3 e

M\2

gegen Null mit % Daher ist ¢(s) =0 iiberall in einer geeigneten Umge-

Wenn

bung von s= +oo. Daher muss ¢ (s)=0 in 0=s<{oo sein.

0
Zweitens nehmen wir an, dassS 2x(s1)e 1ds;=0ist. Aus (27) folgt dann

%[6x3(s)e‘“ + 2x(s)£s ch’(.su)e'”‘ldsl——4'3(:;)(3“"3s 2x(sl)e"ldsl]= 0. (33)
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Es existiert aber nach dem Schaeffer-Spencerschen” Satz lim«(s) = ¢ (o0).

Aus (33) o
X 12+ 0) =0, (34)

‘Wir differenzieren nun die linke Seite von (33), so bekommen wir

‘.'R[le”(s)e‘” + 2x(s)gs 24 (s)e”*ids, —8;:"(3)e"’58 2x(sl)e“‘1d31]¢’(s)
- 3[16;3(3)2"2’ — 4;:2(3).9“‘*5S 2¢(s)e™d sl] =0. (35)

Es ist aber

9{[18m3(s)e—2s+zx<s)§s Zx?(sl)e‘”ldsl—8x2(s)e"‘§s 2::(31)8“‘1(151]

lim 5
§=s00 . [
= R32x(c0)
3[16::"(.<;)e‘28 — 4mz(s)e"ss 2x(s,)e"‘lds,]
und /lim v pe = = 5§ 2443(o0),

Daraus und aus (34) und (35) folgt sofort
lim¢'(s) = 0.

8—ro0

Wir setzen nun

Zsz ne(s)e 1dsi=ui(s)

2cos¢(sl)e dsy = u(s)

S 2c082¢(s1)e”"1d s =1wy(s)
S 231112¢(sl)e"2’1dsl-—x1(s)

Daraus folgt ohne weiteres

du1 = _ .
2
‘2?2‘ =2¢°¢/(s)cos¢(s)

usw. Der Einfachheit halber setzen wir u(s) = u,(t), v:.(s) =v,(t) usw. Es
folgt dann aus (35)

7). A. Schaeffer and D. Spencer. S. I4L a.a. O.
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16(dwdu, . dx, dv, dw, | dx

@*uy _ oc0s¢(s) 4\ dt dt ' dt dt)t+2( a v‘)

ar ¢ 18(dw 1dv,_ dxduy), (dv | du )_|_4 vdwl dx1>
1

a T n dt “di
(36)

dt dt dt dt.

Es ist aber
lz'm u)(s) = lz'm w(t) =0, N

limoy(s) = lzm () =

§—re0

lim w(s) = Izm w,(t) =

§—roo

lim x,(s) = lim x(t) =0,
S=»c0 t—0

lim gi%%t_) =lim—2sing(s) =0, ; (36)

t-0 §300

lim = dv\(t) =/lim—2cos¢(s) = —

t—0 $-ro0

2 =lim—2c0s2¢(s)e”* =0,

-0 8-

X1 _ g o e
im = ——lgg 2sin2¢(s)e .

Wir nehmen nun an, dass limEEsT)=0 ist. Wir konnen dann leicht

§—>co

berecchnen
1[16/dw,du, , dx, dv, duw,,, dxl :l
bim td (dt dat T dt dt. t+2( a:2) =0
1[18(dw, dv, _ dx: du, dv, dul dw, dx, ]
lim t2[4(dt at at at) (dt at’ )H( PTG dt)
=R 32x3(c0) = 32.
Wir setzen
ﬂ'l‘}_a-l(l‘)s
9 — 1) =2 =D,
(37
dwl — — _ai®)
T =n() 21(1 )
‘fi’;‘ 3= —2ty2— i(2).

Es folgt dann aus (36) und (37)
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daut) _ _ B(D)
dt t

116(61’1(1‘)71(15) + B3u(8)0. ()t + 2(1(Ou(t) + 6:()0u(2))

%(Tl(t)ﬁl(t) - 51(t)a1(t))f — (Bu(B)wi()— ar(#)2:(2)) + 4(ri()0a(2) — 8:()as(2))-

(38)

Die Lésungen von der Gleichungssystem (37) und (38) mit der Anfangs-
bedingung ul(t)c-(]: 0, Ul(t);-g = 0, wl(t)¢=o = 0, xl(t);=0 =0 und aq(t),=0 = O
sind in einer Umgebung von #=0 eindeutig bestimmt. Es ist namlich

al(t) = O.
Also ist ¢(s)=0 stets in s <0< oo,

Anderseits folgt daraus, dass ¢(s)=0 ist,

0 8. 0
125 2k (sl)e“lj l2;:(32)(2““2d Sds;+ 45 25 (s)e Mds; = 20540,

Folglich kann der 2. Fall) nicht sich in der Tat ergeben.
Wir gewinnen daher den folgenden
Satz III, Es sei
e=k(2)=2z+ p2’+ p2° + -

eine normierte, regulire und schlichte, Funktion in |z|<<1 von der Art,
dass die p, gleich der kleinsten oberen Grenze der absoluten Betrige der
Koeffizienten von 2° von allen normierten, reguliren und schlichten,
Funktionen in |z|<<1 ist.

Es besteht dann fiir o= Fk(2) die Gleichung (16). Wir setzen r(t)=¢"".

Wenn dabei ¢(o0)=0 und g;’(_s_) =0 ist, so ist stets o(t)=0 in 0Zt<oo,
¢ = ¢

MATHEMATISCHES INSTITUT,

UNIVERSITAT ZU OKAYAMA

(Eingegangen am 10, Okiober 1961)





