UBER DIE p-WERTIGEN FUNKTIONEN

KENITI KOSEKI

Es sei
w=f(z)=2"+a, 2" 5 , p=1

eine innerhalb des Einheitskreises |z|<1 regulire und p-wertige Funktion.
Wir nennen von jetzt an die innerhalb des Einheitskreises regulidre und p-
wertige Funktion von der obigen Form die normierte p-wertige Funktion.

In der vorliegenden Arbeit will ich die kleinste obere Grenze der abso-
luten Betrige der Koeffizienten von z”*' von allen normierten p-wertigen
Funktionen in |z|<<1 untersuchen.

§ 1. Lownersche Differenzialgleichungen fur die p-wertigen
Funktionen.

Wir konstruieren ein Schlitzgebiet, dessen Schlitz von einem willkiir-
lich gewihlten Punkt a der Peripherie des Einheitskreises |z|<<1 in der
z-Ebene zu einem willkiirlichen Punkt /2 von |z|<C1 fiihrt. Wir bezeichnen
dieses Schlitzgebiet bezw. diesen Schlitz mit G, und /.

Es sei y ein von a und 3 verschiedener willkiirlicher Punkt auf /. Der
Schlitz / wird dann durch den Punkt ;- in die beiden Teile /, und /. zerlegt,
einer von denen, etwa /,, den Punkt S und nicht den Punkt « enthilt. Das
Gebiet |z|<<1 mit dem Schlitz /, bezeichnen wir mit G,.

Wir bilden nun einundeindeutig und konform den Kreis |w|<<1 auf
das Gebiet G, ab, und wir bezeichnen diese Abbildungsfunktion mit

z2=h(w, )= U (w-+g,(t) W+ -+ g, (w4 ).
Wenn der Punkt y anf / durchschreitet, so erhalten wir eine Schar
von den schlichten Funktionen
z=h(w, ) =e " Nw+ g (Ow*+ -+ g (D' + ), 0=t (1)
Es gibt dann bekanntlich fiir die Schar der Funktionen A(w, ) die folgende
Lownersche® Differentialgleichung

oh(w, t) _oh(w, t)w1+/:(t)w
ot ow 1—1(Dw

2

mit der Bedingung
h(w, t)=w 3)

1) K. Lowner. Untersuchungen iiber schlichte konforme Abbildungen des Einheit-
skreises. 1. Bd. 89. S. 103.
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Wir konstruieren nun aus den beiden A(w, £) und w,= f(2) eine neue
Funktion w, = f(h(w, )) = ¢(w, t), so ist die Funktion ¢(w, t) offenbar
regulir in |w|<<1. Es gilt iiberdies

d¢(w, 1) _ af(h(w,t)) ) oh(w, t)

ot oh at )
o¢(w, 1) _af(h(w, 1) . oh(w, t)
ow oh ow

Wir gewinnen aus den Formeln (2) und (4) die folgende Differential-
gleichung

6(p(w t) agp(w, ) 1+x(Hw
L= <h.
ot w Visspw O=i=h ®)

Es besteht ausserdem
¢w, t) = f(h(w, )= f(w)=w"+auw™™ + - (6)

Also, wenn eine beliebige normierte p-wertige Funktion w,= f(w) in
|w|<<1 gegeben ist, wird diese Funktion w,= f(w) die Anfangsfunktion
von der Lownerschen Differentialgleichung (5).

Wir setzen

o, 1)= F(H0, 1)) =4O+ pgy(w™ ) + e P D WP
—_ e—(tl_t)!ﬂ(wp__}_ al(t)w}’-(-l + ... _l_an(t)wp+n "l‘ .“). (7)

Da die Taylorsche Entwickelung von ¢(w, #) mit dem Glied w” beginnt, so
ist p(w, t) mindestens p-wertig. Anderseits, da f(z) p-wertig und A(w, ¢)
schlicht ist, ist ¢(w, #) hochstens p-wertig. Folglich ist die Funktion ¢(w, ¢)
genau p-wertig in |w|<<l.

Also bekommen wir den folgenden

Satz I. Wenn eine beliebige normierte p-wertige Funktion w, = f(w)
in |w|<<l gegeben ist, wird diese Funktion w,= f(w) die Anfangsfunk-
tion von der Lownerschen Differentialgleichung

dp(w, t) _ d¢(w, t) w 1+ (B)w
ot sw 1— ()’

o=t

mit der Bedingung
o(w, t)= f(w) = w? + aw*'+---

Die Funktion ¢(w, t) ist immer reguldr und p-wertig in |w|<<1 fur
jedes t in 01 <t

Aus (7) folgt es unmittelbar
al(t)=a,(t) + 25()p, ®)
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somit ist

2~ — a(0) = 2p g:h(t)e"‘dt, )

fiir jedes ¢t in 0t <#.
Wenn ¢(w, #;) =f(w)=w" ist, so folgt aus (9)

2(0) = 24': c(B)e-dt.

Da |«()| =11ist, istes |a(0)]<<2p.

Wir bezeichnen im folgendan die Familie aller p-wertigen Funktion
wi=g(2) in |w|<<1 mit (L) von der Art, dass es fiir w,=g(z) die folgende
Differentialgleichung

co(w, t) _ dg(w, t) 1+r(Bw
&t o T O=I=h

1) =, (w0, 0) = glo)

besteht, wo|.(#)| =1 und die «(#) stuckweise stetig ist.

Hierbei entsteht sich die folgende Frage. Konnen wir fiir eine willkiir-
lich gegebene normierte p-wertige Funktion w=#(z) in |z|<<1 die Folge
der p-wertigen Funktionen {f,(z)} auswéhlen, derart dass jede f.(2) zu der
Familie (L) gehort und flz;m fo(2) = f(2) ist ?

§ 2. Die Folge der Riemannschen Flachen.

Es sei {G,}(n=1, 2, ---) eine Folge der iiber der w-Ebene liegenden
Riemannschen Flichen, und jede G, sei einfach-zusammenhingend. Wir
nehmen iiberdies an, dass die Folge {G.} den folgenden Bedingungen 1°
und 2° geniigt.

1°. G, ist p-blittrig fiir alle n (n=1, 2, ---).

2°. Jede G, enthilt den iiber dem Punkt w =0 liegenden Punkt, der
ein Verzweigungspunkt von der Ordnung p—1 ist.

Definition: Es seien A und B die beiden iiber der w-Ebene liegenden
Riemannschen Flichen. Wenn es eine eindeutige Abbildung von A in B
(nicht notwendig auf) mit den folgenden a® und b° gibt, so sagen wir,
dass A in B enthalten ist.

a®. Wir bezeichnen diese Abbildung mit f(¢). Wenn ¢, A und ¢.€ A
und q,3% ¢, ist, so ist immer f(g,)=xf(g.).

b°. Der Spurpunkt von f(g) stimmt immer mit dem Spurpunkt vong
iiberein. Wenn ¢ ein Verzweigungspunkt von der Ordnung s—1 ist, so
ist der Punkt f(g) ein Verzweigungspunkt von der Ordnung von s—1.

Wenn auch die Fliche A eine berandete Teilfl4che einer Riemannschen
Fliche, gilt die obige Definition fiir A und B.
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Definition”: Es sei {G.,}(#n=1, 2, ---) eine Folge der iiber der w-Ebene
liegenden Riemannschen Flichen, und jede G, sei einfach-zusammenhin-
gend. Die Folge geniige den obigen Bedingungen 1° und 2°.

Wir nennen dann eine iiber der w-Ebene liegende Riemannsche Fliche
K mit den folgenden Bedingungen c® und d° den Kern von {G,}.

c®. K ist p-blattrig, und K enthilt den iiber dem Punkt w=0 liegen-
den Punkt, der ein Verzweigungspunkt von der Ordnung p—1 ist. Jede
berandete Teilfliche von K ist, fiir fast alle », in G, enthalten.

d°. Eine die Fliche K enthaltende und von K verschiedene Riemann-
sche Fliche geniigt keineswegs der obigen Bedingung c°.

Wenn jede Teilfolge von {G,} als Kern die Fliche K hat, so sagen
wir, dass die Folge {G,} gegen K strebt.

SatzII. Essei {B,}(n=1,2, ---) eine Folge der itber der w-Ebene
liegenden Riemannschen Fldchen von der Art, dass jede B, einfach-zu-
sammenhdngend und hyperbolisch ist, und dass jede B, den obigen Be-
dingungen 1° und 2° geniigt. Die Folge {B,} strebe gegen seinen Kern
K.

Wir bezeichnen die einundeindeutige und konforme Abbildung von
dem Kreis |z|<<1 aut B, mit

w = f(2) = a,(n)2? + ap(n)z"*'+ .+, @, >0.

Wenn die Funktionenfolge {f,(2)) gleichmdissig beschrinkt ist, so
konvergiert die Folge {f,(2)} selbst in jedem abgeschlossenen Teilgebiet
von dem Kreis |2\ <1 gleichmissig und die Grenzfunktion w=f(z) bildet
den Kreis |z2| <1 einundeindeutig und konform auf K ab.

Beweis. Da die Folge {f.(2)} gleichmissig beschrinkt ist, so bildet
die Folge {f.(z)} die Montelsche normale Familie. Daher konnen wir aus
{f.(2)} eine Teilfolge {f; (2)} auswihlen, so dass die Folge {f: (2)} in je-
dem abgeschlossenen Teilgebiet von dem Kreis |z{<<1 gleichmissig kon-
vergiert. Die Grenzfunktion von {f; (2)} bezeichnen wir mit w = f(2).

Indem wir die Verinderliche w nur in K bewegt, gewinnen wir die
Umkehrungsfunktion® z=g¢,(w) von w=f,(2).

Es sei w, ein iiber w = 0 liegender Punkt auf K. Der Punkt ), ist
dann nach der Voraussetzung des Satzes der Punkt von der Ordnung p—1.
Wir setzen w=¢?. Es gibt dann eine Umgebung ﬁ(iﬁu) von #, auf K, so
dass die abgeschlossene Hiille von E(E,,) umkehrbar eindeutig uud konform
auf den abgeschlossenen Kreis |#|<r sich abbilden lisst, und dass die

abgeschlossene Hiille von U(w,) keine von i, verschiedenen Verzweigung-

2) C. Carathéodory. Stetige Konvergenz und normale Familien von Funktionen.
Math. Ann. 101. (1929). S. 515—533.
3) Ein Stuck der Umkehrungsfunktion vou w=fn(z).
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spunkte enthilt,

Da K der Kern von B, ist, ist ﬁ(ﬁo) in fast alle B, enthalten. Ohne
Einschrinkung der Allgemeinheit kénnen wir annehmen, dass f](z‘do) in
alle B, enthalten ist.

Wir setzen z=g¢; (w) =¢. (t*) =g (). In dem Gebiet [t <<r+e (e0,
genug klein) ist die Funktion z = ¢ (f) reguldr und eindeutig, und iiber-
dies gilt es | (#)|<<1. Folglich bildet die Folge {@: (¢)} die normale Fa-
milie in |#|<<r+¢. Es gibt daher eine Teilfolge von {g. ()}, welche in
|#|<r gleichmissig konvergiert. Diese Teilfolge bezw. die Grenzfunktion
bezeichnen wir mit {¢x (f)} bezw. ¢(t).

Nach der Voraussetzung des Satzes ist die Folge {f.(z)} gleichmissig
beschrinkt. D. h. |f(2)|<M. (n=1,2, ---). Es ist dann nach der Cauchy-

schen Ungleichung
| foX0)| = plas| < Mp!

Daher ist

|
~ Ip 1
1$5,(0)] LS (10)
$», I (,)(0) % pMp -
Aus (10) folgt ohne weiteres
1
1

l¢'(0) =

(11)

p .

Folglich ist die Funktion &(#) nicht eine Konstante in [{<7r.

Es gilt aber
p p
>(re!”
o =5

Daher nimmt die Funktion f(z) die folgende Form an.

1@ =120 00

Also gibt die Funktion f(z) eine einundeindeutige und konforme Abbil-

| f0)| = lzmlf“”(O) I —lzm

dung von der Umgebung U (0) von z =0 anf die Umgebung U (w,) von w.
auf K.

Zweitens nehmen wir einen willkiirlichen Punkt #, auf K auf. Wir
bezeichnen den Spurpunkt von w, mit w,. Der Punkt w, hat die bestimmte
Ordnung s—1. Wenn der Punkt &; ein gewohnlicher Punkt ist, setzen wir
offenbar s = 1. Wir setzen w—1w, =1¢°.

Es gibt eine Umgebung U(i,) von w, auf K, so dass die abgeschlos-
sene Hiille von U(iw,) umkehrbar eindeutig und konform auf den abge-
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schlossenen Kreis |#| <~ sich abbilden lisst, und dass die abgeschlossene
Hiille von 5(551) keine Verzweigungspunkte, eventuell abgesehen von i,
enthilt,

Da K der Kern von B, ist, ist 5(&71) in fast alle B, enthalten. Ohne
Einschrinkung der Allgemeinheit kénnen wir ‘annehmen, dass ﬁ(ﬁl) in
alle B, enthalten ist.

Wir setzen z =g (w) = ¢x (wr-+1t*) = ¢ (). In dem Gebiet |¢|<r+e
(=0 genug klein) ist die Funktion z=g¢ (#) regulir und eindeutig, und
iiberdies gilt es |gx ()| <<1. Folglich bildet die Folge {¢; (¢)} die normale
Familie in |#|<<r+e. Es gibt daher eine Teilfolge von {@¢,(8)}, welche in
|| = r gleichmissig konvergiert. Diese Teilfolge bezw. die Grenzfunktion
bezeichnen wir mit {@, ()} bezw. ¢().

Wir setzen ¢(f) = ¢(w), so ist die Funktion ¢(w) wie in dem Vorigen
nicht eine Konstante in der Umgebung von w=0. Folglich ist ¢(w) nicht
eine Konstante in der Umgebung von w,, und damit ist ¢(¢) auch nicht
eine Konstante in |¢|<7.

Da die Funktion ¢, (¢) schlicht in [#|<7 ist, und da die Grenzfunk-
tion ¢(#) nicht eine Konstante ist, so ist ¢(#) auch schlicht in |¢|<r.
Daher ist ¢/(0)2¢0.

Es ist aber nach dem Weierstrassschen Satz /im¢] (0)=¢'(0). Folglich
gibt es eine possitive Zahl N, so dass es

|¢47,(0)I>N ("=1’2! "') }

17(0) > N (12)

gilt.
Wir setzen ¢, (0) = z,. Das Bildgebiet von |¢| <7 durch die Funktion
z=g¢, (t) enthilt nach dem Koebeschen Viertelsatz” und der Ungleichung

(12) den Kreis von dem Mittelpunkt 2, und von dem Radius 7’4—N Ebenfalls,

wenn wir ¢(0) = z, setzen, enthilt das Bildgebiet von |#|<# durch die
Funktion z=¢(#) den Kreis von dem Mittelpunkt 2z, und von dem Radius
N
i
Der Punkt z, (=1, 2, ---) wird daher in dem Kreis |z| << (1—%\]) +7
enthalten fiir jede positive Zahl 7.
Da die Folge {£.(2)} in |z|<<1 gleichmissig beschrinkt ist, so ist die

Folge {f.%(z)} auch gleichmissig beschrinkt in |z|<C1. Daher ist die
Folge {/{°(z)} nach dem Montelschen Satz gleichgradig stetig in [z|<<

4) L.Bieberbach. Lehrbuch der Funktionentheorie. Vol.11.S.75.
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(1—— %)4—7/». Also gibt es zu jeder positiven Zahl ¢ eine positive Zahl 4,
so dass es
[ 1:5%(2) — £z <e (13)

ist fiir alle # (=1, 2, --+) und alle z und 2’ unter der Beschrinkung |z—

z'| <4 und |z|<(1——) 7 und |z’|<(1—%)+'¢.
Es gibt eine Nummer N, so dass

|zo—2,| < 4 (14)

ist fiir alle # unter der Beschrinkung »> N.
Aus (13) und (14) gilt es fiir alle n >N

Ifqﬁf)(zo) - f (3)(‘211) ' <e . (15)
Aus (15) ergibt es sich

L
s

| fz0) | = Lim lfq“’(zo)|2li‘mlfq“’(zn)l —-—m —e. (16)

0

s¢4,(0)

Anderseits ist es nach der Cauchyschen Ungleichung
|#,01< > a7)

Aus (16) und (17) folgt unmittelbar

1

| F e | 2 |2E

1
B

—E.

Also ist f¥(2) 0.
Wir nehmen nun eine ganze Zahl s, auf, derart dass 0 < s, <s ist.
Es gibt zu jeder positiven Zahl ¢ eine positive Zahl 5, so dass es

| £.380(2) — fE(2") | < e (18)
ist fiir alle #(n=1, 2, ---) und alle z und 2z’ unter der Beschrinkung |z—

é’|<6 und |z|<(1—-7;1—N)+:; und |z’|<(1—%’)+7;.

Es gibt eine Nummer N, so dass es
(20 — z,| <o (19)

ist fur alle # unter der Beschrinkung » <<N.
Aus (18) und (19) gilt es fiir alle n >N

| faiv(20) — fosr(za) | <e. (20)
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Aus (20) ergibt es sich, wenn s,>0 ist,
| F4a) | = dim | £{0G0) | Lim | £GP ()| +e = e

Da ¢ eine willkiirliche kleine positive Zahl ist, ist | f“?(z,)|=0.
Wenn s5,=0 ist, so ist es aus

lfan(zo) - fqn(zn) | = ’fq,,(zﬂ) -y <e
fiir alle << N. Dabher ist

f(z)=lim fo (z0) = w.
Folglich gewinnen wir die Entwickelung
— , (s)(z()) s O
@) =w ¥ (@—z) + -, fOa) 0.

Also gibt die Funktion f(z) eine einundeindeutige und konforme Abbildung

von einer Umgebung U(z,) von z=2z, auf eine Umgebung FI(ZEI) von ', auf
K.

Wir nehmen die beiden willkiirlichen, voneinander verschiedenen
Punkte 0, unp i, auf K auf. Wir bezeichnen den Spurpunkt von ., bezw.
0, mit w, bezw. w;. Der Punkt @, bezw. w; hat die bestimmte Ordnung
s.—1 bezw. s;—1. Wir setzen w—uw,=:" und w—ws;=1¢%.

Es gibt eine Umgebung U(i,) bezw. U(iss) von i, bezw. i auf K, so
dass die abgeschlossene Hiille von 5(17}'2) bezw. 5(553) umkehrbar eindeutig
und konform auf den abgeschlossenen Kreis |¢|<r. bezw. |[t|<r; sich
abbilden l4sst, und dass die abgeschlossene Hiille von U(iws) bezw. U(i,)
keine Verzweigungspunkte, eventuell abgesehen von #, bezw. i;, enthilt,
und dass die abgeschlossene Hiille von ﬁ(ﬁz) und die abgeschlossene Hiille
von U(w,) keine Punkte gemein haben.

In dem Gebiet [¢|<<7y+:(e>0) setzen wir z = ¢, (@) = ¢ (w2 +12)=
@ (t). Es gibt dann eine Teilfolge von {g, (#)}, welche in |¢|< 7, gleich-
missig konvergiert. Diese Teilfolge bezw. die Grenzfunktion bezeichnen
wir mit {¢, (£)} bezw. ¢(2).

Ebenfalls, in dem Gebiet |¢|<<r;+< setzen wir z=¢; (w)=¢x (ws+1%)
= ¢: (!). Es gibt dann eine Teilfolge von {%, (t)}, welche in |t|=<7;
gleichmissig konvergiert. Diese Teilfolge bezw. die Grenzfunktion bezei-
chnen wir mit {g, (#)} bezw. &(f).

Es gibt eine positive Zahl »,, so dass

1€, (0)[> N, }

150)|> N, @1)
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gilt. Ebenfalls gibt es eine positive Zahl N.,, so dass
is_f'é“(o) |> N, }
|€/(0)|> N.
gilt.
Wir setzen ¢, (0)= z,,; und ¢(0)=z2.. Das Bildgebiet von |¢| <7, durch
die Funktion z= g, (f) enthdlt nach der Formel (21) den Kreis von dem

Mittelpunkt z,,und von dem Radius ’% Ebenfalls enthilt das Bildgebiet

von |t|< 7, durch die Funktion z = ¢(#) den Kreis von dem Mittelpunkt z,

und von dem Radius %N‘

Wir setzen (15,,”(0)=z,.,3 und ¢(0)=2z;. Das Bildgebiet von |#|=r; durch
die Funktion z=g, (¢) enthilt den Kreis von dem Mittelpunkt 2, ; und von
rN,

4
Funktion z=¢(¢) den Kreis von dem Mittelpunkt z; und von dem Radius
7N, '
=
Da die Funktion w= f,(z) die einundeindeutige und konforme Abbil-
dung von dem Kreis |z|<C1 auf B, gibt, so haben das Bildgebiet von
|#|<r, durch die Funktion z=g¢, (!) und das Bildgebiet von |¢|<7; durch
die Funktion z=s?'p,;,(t) keine Punkte gemeinsam.
%r‘ bezw. lz——zal<£é£’in dem
Bildgebiet von |¢!=7, bezw. |¢|<7r;durch die Funktion z = &, (¢) bezw.
z=g, (f), fiir geniigend grosse n, enthalten. Daher haben der Kreis

Iz——z2|<r]8v‘

f(2:) =w, und f(z;) = w; ist, bildet die Funktion w = f(z) den Kreis |z|<<1
oder ein Teilgebiet von |z|<<1 einundeindeutig und konform auf K ab.

Wir wollen nun zeigen, dass das Bildgebiet von dem Kreis |z|<<1
durch die Funktion = f(z) mit der Riemannschen Fliche K iibereinstimmt.
Es sei z=2, ein Punkt in |z|<<1, so dass f'(2,)=0 ist. Wir nehmen einen
in einer geniigend kleinen Umgebung von z =0 enthaltenen Punkt z =2z,
auf, und wir ziehen einen einfachen, von z, zu z, fiihrenden Bogen /, so
dass der Bogen / in |z|<<1 enthalten ist und auf dem Bogen / die Ableit-
ung f'(z) keineswegs verschwindet.

Wir kénnen nach dem Heine-Borelschen Satz endlich viele abgeschlos-
sene Kreisscheiben S; S. -+, S; derart angeben, dass jeder Punkt von / dem
Inneren mindestens einer dieser Kreisscheiben angehért, und dass die

dem Radius Ebenfalls enthilt das Bildgebiet von |#|=r; durch die

Anderseits wird der Kreis |z—z,|<<

und der Kreis !z—zal<%M keine Punkte gemeinsam. Da
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Ableitung f'(z) auf jeder dieser Kreisscheiben keineswegs verschwindet.

Nach dem Rouchéschen Satz verschwindet die Ableitung f{(z) fiir
geniigend grosse #> N, auf jeder dieser Kreisscheiben keineswegs. Es
gibt daher eine Zahl M, so dass es

| fi(2)|>M }
| flR)|>Mfirn>N
auf jeder S,(i=1, 2, ---) gilt.

Wir kénnen ein abgeschlossenes Intervall 0=« <1 auf den Bogen /
topologisch abbilden, so dass # =0 und z=z, zueinander sich ordnen las-
sen. Diese Abbildung bezeichnen wir mit z = z(x). Wir nehmen nun an,
dass es auf dem Intervalle 0=<<# =<1 einen den folgenden Eigenschaften
geniigenden Punkt z =1, gibt.

1. Der Punkt f(2(s,)) ist nicht in K enthalten.

2. Jeder Punkt f(z(n)) fiir 0=<<u <<u, ist in K enthalten.

Es gibt dann einen Punkt # =u; auf 0=<u<u, mit den folgenden
Eigenschaften.

1. Fiir eine geniigend kleine positive Zahl r ist der abgeschlossene
Kreis |z —z(u)|<7 in der Vereinigungsmenge S,+ S, -+-+ S, enthalten,
und f(2) ist in |z—2z(«%,) | =<~ schlicht.

2. Fiir jedes # in m,=u=u, ist der Punkt z = 2z(x) in dem obigen
Kreis |z2—2z(u,) | <7 enthalten.

Nach der obigen Bedingung 1 ist | f(2) — f(2(w)) | 30 auf |z2—2(u,) | =7.
Der absolute Betrag | f(2) — f(2(u,))}| nimmt seine kleinste obere Grenze
an einem Punkt der Kreisperipherie |z2—2(x,)| =7 an. Diese kleinste obere
Grenze bezeichnen wir mit p. Es gibt eine positive Nummer N, so dass
es | f(2)— fu(2)|<p ist fiir alle n und z unter der Beschrinkung n> N
und z& der Kreisperipherie |z2—2(x;)| =7. Nach dem Rouchéschen Satz
nimmt daher die Funktion £, (2), fiir n> N, den Wert f(z(u,)) genau nur
einmal in |z—z(u)| <7 an.

Wir setzen fi(z,) = f(2(m)), so ist/ i_lzz z,=2z, Daher enthilt das Bild-

(22)

gebiet von |z—2z,| < %durch die Funktion f,(z) den Kreis von dem Mit-

telpunkt f(z(xs)) und von dem Radius ’—81‘4. Folglich enthilt das Bildgebiet
von |z — z(u.))|<% durch die Funktion f(z) den Kreis von dem Mittel-

™
3
Das Bildgebiet von |z—z, |<% durch die Funktion f.(z) ist nach der

punkt f(z(u#)) und von dem Radius
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Voraussetzung des Satzes in B, enthalten. Da K der Kern von {B,} ist, so
muss das Bildgebiet von Iz—z(uo)|<% durch die Funktion f(z), nach

der Kern-Bedingung d°, in K enthalten sein. Also haben wir gezeigt, dass
das Bild von der kleinen Umgebung von z=z, durch die Funktion w = f(2)
in der Fldche K enthalten, wenn f/(z)=¢0 ist.

Es sei nun 2=z, ein Punkt in |2|<{1, so dass die Ableitung f/(z,)=0
ist. Wir nehmen einen in einer geniigend kleinen Umgebung von 2 =0
enthaltenen Punkt 2z =z, auf, und wir ziehen einen einfachen, von 2z; zu
2, fithrenden Bogen /, so dass der Bogen / in |z|<C1 enthalten ist und auf
dem Bogen /, ausser dem Punkt z, die Ableitug f'(z) keineswegs versch-
windet. Auf ganz analoge Weise mit der Obigen, konnen wir zeigen, dass
das Bildgebiet von einer kleinen Umgebung von z =2z, durch die Funktion
f(2) in der Fliche K enthalten ist.

Also bildet die Funktion w = f(2) den Kreis |z|<{1 einundeindeutig
und konform auf der Fliche K ab, Wir wollen schliesslich zeigen, dass
die gegebene Folge {f.(z)} selbst in dem Kreise |z|<<1 konvergiert. An-
genommen in der Tat, dass die Folge {f.(2)} nicht in |z|<1 konvergiert.
Es gibt dann die beiden Teilfolgen {f, (2)} und {4, (2)} von {/.(2)}, und
zwar, dass sowohl {f; (2)} als auch {f; (2)} in dem Kreis |z|<<1 konver-
gent ist. Die Grenzfunktion von { f,,n(z)} bezw. {f; (2)} bezeichnen wir
mit Fy(z) bezw. Fy(z). Die Funktion Fi(z) bezw. Fy(z) nimmt die Form an.

Fyz)=0bp2" 4+ , b,>0
Fy(z)=cpz"+--- , €>0.
Da {B,} gegen K strebt, bildet sowohl F,(z) als auch Fu(z) den Kreis

|z| <1 einundeindeutig und konform auf die Fliche K ab. Daher muss
F\(z)=Fy(z) sein. W.z b. w.

§ 3. Koeffizienten der p-wertigen Funktionen.

Satz IIl. Es sei w=f(2) eine, in dem Kreise |z|<<1 regulire und
normierte, p-wertige Funktion, derart dass die Ableitung f'(z) keineswegs
in |z| <1 verschwindet. Wir konnen dann eine Folge der p-wertigen
Funkiionen {f,(2)} auswihlen, derart dass jede f,(2) zu der Familie (L)
gehirt und lz')m falz)= F(2) ist.

Beweis. Wir setzen w =ﬂ7—ff—) = f,(2), wo 0<<r <1 ist. Die Funktion

f+(2) ist dann eine in |z|<C1 reguliire, normierte und beschriinkte, p-wer-
tige Funktion. Wir nehmen eine zunehmende Folge {r,{(# =1, 2, ---) auf,

so dass jede »,>0 ist und », — 1 mit ;11— gegen O strebt. Die Folge der
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Funktionen {f, (2)} strebt dann in jedem abgeschlossenen Teilgebiet in
dem Kreis |z|<<1 gleichmissig gegen f(z) strebt. Folglich kdnnen wir
ohne Einschrinkung der Allgemeinheit von Anfang an annehmen, dass
die gegebene p-wertige Funktion f(z) beschrinkt ist.

Die Funktion w= f(z) bildet den Kreis |z|<C1 einundeindeutig und
konform auf die p-blittrige Riemannsche Fliche, welche iiber der w-Ebene
liegt. Es gibt® dann die Greensche Funktion G(w, 0) zum Pole w =0 der
Fliche R.

Es sei {’,} eine abnehmende Folge der positiven Zahlen, so dass /,

mit % gegen O strebt. Die Niveau-Kurve G(w, 0) = 2, zerlegt die Flache R

in die beiden Teilflichen. Eine Fliche von diesen Teilflichen enthiilt den
iiber w =0 liegenden Punkt. Diese Teilfldche bezeichnen wir mit R, Die
Flidche R ist dann offenbar der Kern der Flichen-Folge {R,}.

Wir bezeichnen das Maximum der Entfernungen zwischen dem Punkt
w=0 und der Spurpunkte der Grenzpunkte von R, mit d,. Es ist offenbar
d,>0. Wir nehmen eine zunehmende Folge der positiven Zahlen {p,} von
der Art, dass p, gegen d, mit ¢— oo strebt. Die Funktion w = 2” bildet

1

den Kreis lz|<pq7 einundeindeutig und konform auf die iiber der w-Ebene
liegende Riemannsche Flache S ab. Die Fliache S wird durch die Begren-
zung® von R, in die hochstens abzihlbaren Teilfldchen zerlegt. Unter die-
sen Teilfldichen enthilt nur eine einzige Teilfldiche den iiber dem Punkt
w = 0 liegenden Punkt. Diese Teilfliche bezeichnen wir mit 7. Die
Begrenzung von T ist die Vereinigungsmenge von einer Teilmenge der
Begrenzung von S und einer Teilmenge der Begrenzung von R,. Diese
Teilmenge der Begrenzung von R, besteht aus einigen analytischen Kur-
ven. Indem wir im notwendigen Fall eines Stiick dieser analytischen Kur-
ven beseitigen, bekommen wir eine Riemannsche Fliche S,, welche mit der
Riemannschen Fliche S —einige Schlitze iibereinstimmt.

Wir bilden den Kreis |z|<<1 einundeindeutig und konform auf die
Fldche S, ab durch die Funktion w= f,(2)=a,z”+ -+, @¢,>>0. Die Funktion
w = f,(z) gehért dann zu der Familie (L), und die w == f,(z) approximiert
mit beliebiger Genauigkeit die gegebene Funktion w=f(2). W. z. b.w.

Aus dem obigem Satze folgt ohne weiteres

Satz IV. Es sei

w= f(2) =2° + @p.2"+

5) R.Nevanlinna. Uniformisierung. S.204.

1
6) Die Begrenzung von R, ist das Bild von Iog? =An durch die Funktion w=s{2).
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eine, in dem Kreis |z|<<1 reguldre und normierte, p-wertige Funktion
von der Art, dass die Ableitung f'(2) keineswegs in |z| <1 verschwindet.
Es gilt dann

| @pss | =2p.

Diese Schranke kann nicht verbessert werden.
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