BEITRAGE ZUR THEORIE DER SCHLICHTEN
FUNKTIONEN

KENITI KOSEKI

In der vorliegenden Arbeit will ich die Schar der schlichten Funk-
tionen behandeln.

Satz 1. Es sei f(z, t) = e'(z+g(t)z*+ -+ +gu ()" + <) eine Schar
der innerhalb des Einheitskreises regularen und schlichten Funktionen,
wo t auf 0<t<<oo durchschreitet. Eine Funktion r(t) sei zu f(z,t)
geordnet und geniige den folgenden Bedingungen.

1. |« = 1.

2. Es besteht fiir jedes g (t)(p=1, 2, ---) die Lownersche Differen-
- tialgleichung

&) = pg,(t)+2 :é_‘:,(xm)g“(twﬁ"(t), (g0 = 1).

Wir nennen von jetzt an die obige f(z, t) eine Schar der schlichten
Funktionen und die r(t) eine zu f(z, t) geordnete - Funktion.

Wir bezeichnen die Menge aller Scharen der schlichten Funktionen
mit . Es sei § fulz, D} (n =1, 2, -+-) eine Folge der Scharen der schlichten
Funktionen. Wir konnen dann eine Teilfolge von {f.(z, )} herausnehmen,
die fiir jedes t(0=t << oo) in jedem abgeschlossenen Teilgebiet von|z|<<1
gleichmassig konvergiert.

Beweis. Es gibt eine abzihlbare und im Intervalle 0 =< ¢ << oo iiberall
dichten Punktmenge %, 4%, -+, £, ---. Wir wihlen aus { f.(2, £)} eine Teil-
folge {fi.(z, )} (s =1, 2, -+-), so dass {f:(2, #,)} in jedem abgeschlossenen
Teilgebiet von |z|<< 1 gleichmissig konvergiert. Das ist immer moglich,
da die Menge aller normierten schlichten Funktionen in |2]|<{7 eine Mon-
telsche normale Familie bildet.

Ebenfalls wahlen wir aus { fi;(z, ¢)} eine Teilfolge {fux(2, £)} (s = 1, 2,
+++), so dass {fu(z,%)} in jedem abgeschlossenen Teilgebiet von |z]| << 1
gleichmissig konvergiert. So weiterfahrend erhalten wir eine unendliche
Kette von Folgen

fll(z: t)’ flz(Z, t)v oo
faulz, 1), folz, i),
Sulz, 1), fafz, 8), -+

Jede Folge ist eine Teilfolge aller vorhergehenden, und {f.{z, #,)} (s = 7,
2, ---) in jedem abgeschlossenen Teilgebiet von |z|<< 1 gleichmissig kon-
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vergiert.

Die Folge { fux(z, 1)} (n = 1, 2, ---) ist eine Teilfolge von { fi;(z, )}, so
konvergiert { f..(z, #,)} in jedem abgeschlossenen Teilgebiet von |z|<<1
gleichmissig. Die Grenzfunktion bezeichnen wir mit f(z, #,), die offenbar
eine schlichte Funktion in |z|<< 7 ist.

Die Folge { fu:(2, £)} (n = 2, 3, ---) ist eine Teilfolge von { filz, £)}, so
konvergiert { fu,(z, £.)} in jedem abgeschlossenen Teilgebiet von |z|<<1
gleichmissig. Die Grenzfunktion bezeichnen wir mit f(z, #,), die offenbar
eine schlichte Funktion in |z|<C 1 ist.

Ebenfalls strebt { f,..(2, p)} (n = 1, 2, -+-) fiir jede Nummer p in jedem
abgeschlossenen Teilgebiet von |z|<C1 gegen eine Funktion f(z, ¢,) glei-
chmissig.

Es sei g(z, ¢) eine beliebige Schar der schlichten Funktionen, und es
sei - ein beliebiger Wert auf dem Intervalle 0 £t << oo, Zu jedem posi-
tiven Zahlen ¢>0 und 1>7r>0 gibt es dann eine positive Zahl 6> 0,
so dass |g(z, z+h) — g(z, c)|<<e ist fiir alle # und z unter der Beschrink-
ung |2| <4 und |z|<r. Die positive Zahl § ist unabhingig von der Schar
g(z,t) €F. Dies konnen wir auf folgende Weise beweisen.

glz, cth)=¢"""(z+ gz + h)2* -+ -+ +gule+ )z ),
gz, ) =2+ gi(x)e%+ -+ + g ()" + e ).
Damit ist

g(z, T+k)—~g(z, T).=e-r+h. i gp(?_‘_h)zpﬂ__eﬂ-h Zogp(f)zpﬂ_'_e-mh
p=0 2=

= g,()2 =" T g,(e)e"

p=0 »=0

|67 33 g, (e =t 3 g, (@27 S 6 B gale+ B =)

1)

Wir setzen g,(t) = P,#) + i Q,(t), so ist | g,(c + &) —g,(x) | =
VP4 h) — P(o)2+{Q,(c +h) — Q,(r)}>. Wir nehmen nun an, dass

lgz+ &) — g(z)| %0 und >0 ist, und wir unterscheiden die beiden
Fille.

1. Fall. Es gibt einen Wert k, so dass |g,(c+k) — g,(r)| = 0 und
h>k>0 ist.

2. Fall. Fir alle & in 0 <<k <<h ist es immer | g,(c +#)—g»(c)| < 0.

Wir behandeln erstens den

1. Fall. In diesem Falle gibt es einen Wert &, so dass | g,(r+k)—
g»(t)| = 0 und 2> k>0 ist, und dass fiir alle j in k<<j <<k es|gu(z+7)—
gx(7)| 30 ist.
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lgs(z+h)—gu(e)| = V{Py(r+h) — P() P+ {Qu(c +h) — Q)=
V{B,G+h)— PO +{Qu(r+1) — Q1)
—V{Pc+k)— P&+ {Qr+h)— Q) =
{ P+ k+0(h—E))— P,2)} Pi(c+ k+6(h—E))

— b -
O B s b 00— B)— By I (@ B 00— ) — QT
+(h—k) {Qur+k+0(h—k)—Qu(c))} Qu(z+E+0(h—F))
]/{Pp(r+k+ﬂ(h_k))—Pp(f)}?+{Qp(?+k+ﬂ(h—k))—'Qp(T)}2

<k {|Pc+k+0(h—R)| + |Qu(z-+k+0(h—k))|}
SV2 Rk V{P+k+-0h—E)F+{QG+E+0(—E))
= vV2lh||gi(c+k+0(h—k)| = V2ik||pg(c+E+0(h—k))+

2 F (ut Dgle+ b+ o= RN+ koG- B, 0<0<1 (@)

Wir behandeln zweitens den
2. Fall. In diesem Falle ist es

|gs(z+h)—gs()] = V{Py(c+1)— P2) P+ {Q,(c + 1)~ Q,(2))°

— || LPsolet0k)— Py(c)} Pyle +0h) + {Qyfc+0k) — Qfc)} Qu(z+0h)
VIP,G+6h) — PP+ Q. +oh)—Q,(0)

|| {| Pz +0R)| + | Qu(z+0R) |} SV 21k | gz +0R)| = V2| k|| pgu(c+0h)

p-1
+2 z:o (+ D) gu(z+0R)P ™ (c+0h)|, 0<O0<1. ¢
=

Wenn %<0 ist, kénnen wir auf ganz analoge Weise wie oben die
Formel (2) oder (2') herleiten.

Anderseits gilt es nach dem Littlewoodschen” Satz, dasses |g,()| =
(p+1)e ist. Daher folgt aus (2) oder (2')

|gale+h) — g,()| < VBIhlelp(p+1) +2 £ (ot 1), ®
Damit ist ]e’“‘:g:] {golc+ k) — g, (D)}2"] e ™V 3|kle g::.l {p(p+1)+
2:2;:: (n+10}r** = /3| ke 2::, {p(p+1) +29. P(.D+1z(2p+1)},p+1 —

9 T+h+] oo
Valhle™ k3|e 2 X p(p+1) (p+2r™ 4)

Es ist nun e”"p%g,,(r)z"*‘—-e’ Eﬁ,,(r)z”“‘ = (""" —e") Eo go()z".

(€ ~e) T gy(z)2”!| < |l % (p+r, 0<o,<1. (5)

1) Vgl. L. Bieberbach. Lehrbuch der Funktionentheorie. Vol. IL. S. 80.
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Aus (4) und (5) folgt ohne weiteres _
|8l =) gl | < R1e{ZL2 e £ p(p+2) (27 e
p=
S(p+ 17} ©6)
=0 .

Sowohl die Reihe >°i] (p+1)(p+2)z"" als auch die Reihe . (p+1)z"*
p= »=0
konvergiert in |z| <1. Wir setzen daher E.l P+ (p+2r™" = M(r)
=
und En(p+1)r”*" = N(7)
=

Wir wihlen 4 von vornherein so, dass ¢ < 7 ist. Es ist dann, fiir
[h] <6, € <e™*! und e *%* < e™. Daher folgt aus (6) | g(z, =+ h) —

gz )=k |e{%§ M)+ N(r)}. Wir setzen 3= Min. (1,#@*?{? M(r)

+ N(r)})’ so ist fiir alle 4, | /]| <<4,
lglz, c+h)—g(z, )<e. )

Die Zahl 4 ist unabhingig von der Schar g(z, t) € §. Wenn [aq, 0] ein
abgeschlossenes Intervall in 0 =¢<Coo ist, so gibt es zu jeden positiven
Zahlen ¢ >0 und 1> r > 0 eine positive Zahl § >0, derart dass |g(z, ¢+
h)—g(z, t)|<e ist fiir alle s und z und ¢ unter der Beschréinkung || <4,
|z| <7 und ¢ € [a, b].

Wir wollen nun beweisen, dass fiir jedes ¢ in 0 <¢< oo die Folge

{ fun(z, £)} in jedem abgeschlossenen Teilgebiet von |z|<<1 gleichmissig
konvergiert.

Es'sei |z| < r(<< 1) ein abgeschlossenes Teilgebiet von |z|<<1, und
es sei ¢ >0 eine positive Zahl. Es gibt dann eine positive Zahl 4, so dass

lglz, t+h)—gl(z, t)| <-;~ ist fiir alle g(z, )= % und k& und z unter der

Beschriankung |k|<<4 und |z|<<7.

Da die Menge {¢,}(p =1, 2, ---) tiberall dicht in 0 £ ¢ << oo ist, so gibt
es, fiir jedes ¢ mindestens einen Wert #,, so dass |¢,—¢|<<4 ist.

In dem abgeschlossenen Gebiet |z| <r konvergiert die Folge{ f..(z, #,)}
gleichmissig. Es gibt daher eine Nummer N, so dass | f.(2, t,) — fom(2, t5) |

<% ist fiir alle z und m und » unter der Beschrinkung m, >N und
lz| =7,

Anderseits ist | fua(2, 1) — fu(2, 1) <% und | foa(2, ) — fuul2, )| <%.
Daraus folgt, dass | f..(2, £) = fuu(2, £) | £ | funlz, 1) = fulz, 1) | - | fun(2, 2,)
— o2y t)| - | fuml2, £0) — Fuu(2, 1) <% + % + %— = ¢ ist fiir alle m und #
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und z unter der Beschrinkung m, #>N und |z| < 7.

Also fiir jedes ¢ in 0 <f¢<C o0, konvergiert die Folge { fu(z, #)} in
jedem abgeschlossenen Teilgebiet von |z| << 1 gleichmissig. Die Grenz-
funktion f(z, #) ist offenbar, fiir jedes ¢ in 0 < ¢ << oo, reguldr und schlicht
in |z]<1. W.z.b.w.

Existiert es dabei die Ableitung g (#) ?

Satz I1. Es sei f(z,t) =e'(z+g,()Z+ -+ +g.(8)2"" -+ --+) eine Schar
der innerhalb des Einheitskreises reguliven und schlichten Funktionen,
wo t auf dem Intervalle 0 <t << oo durchschreitet. Eine Funktion r(t) sei
zu f(z, t) geordnet und geniige den folgenden Bedingungen.

1. «(¢) ist messbar, und \x(t)| = 1 bis autf eine Menge vom Lebes-
gueschen Masse Null.

2. ' Bis auf eine Menge vom Lebesgueschen Masse Null besteht es
fur jedes g,()(p =1, 2, ) die Lownersche Differentialgleichung

0 =12, +2 T (u+ DO, (gt = 1),

und jedes g,(t) ist total stetig in 0 <t << oo,

Wir bezeichnen die Menge aller Scharen der obigen schiichten Funk-
tionen mit §,. Es sei {f.lz,t)}(n=1, 2, ---) eine zu &, gehorige Folge.

Wir konnen dann eine Teilfolge { fu.(z, t)}von { f.(z, 1)} herausnehmen,
die fir jedes t(0 <t<<oo) in jedem abgeschlossenen Teilgebiet von |z|<<1
gleichmassig konvergiert.

Die Grenzfunktion f(z,t) ist von der Form e'(z+g,(£)2"+ ++» 4+ ga(t)2" +
). Fiir f(z,t) existiert dann eine Funktion «(f) und genugt den fol-
genden Bedingungen.

1. «(f) ist messbar, und |x(t)| <1 bis auf eine Menge vom Lebes-
gueschen Masse Null.

2. Bis auf eine Menge vom Lebesgueschen Masse Null besteht es

&i(t) = g(®) + 2:0),
und g,(t) ist total stetig in 0 <t < co.

Beweis. Es sei g(z, f) eine beliebige Schar, die zu §, gehort, und es
sei - ein beliebiger Wert auf dem Intervalle 0 < ¢ << oo. Zu jeden positiven
Zahlen ¢ >0 und 1>7>0 gibt es dann eine positive Zahl ¢ >0, so dass
|g(z, ©)—g(z, =+ k)| <e ist fiir alle # und z unter der Beschrinkung |k|<4
und |z|{ < ». Diese positive Zahl ¢ ist unabhiingig von der Schar g(z, t) €
B Dies kénnen wir auf folgende Weise beweisen.

&z, c )= Mz+gi(z+h)2+ -+ tgu(z+ )2 e )
g(z, T)=9T(Z+g1(7)zﬁ+"' +g7:(7)zn+l+'" )'
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Damit ist

gz, c+h)— gz, ) =" i golz+H)zPH —e™*" io go(t)z" et
p=0 p=

z go(z)2"' —e T @)z, et B gu(c -+ —em ;Eﬂgp(r)zml
= = =

r=0

=Y g(e H ) —g,(o) |7 )

Da g,(#) nach der Voraussetzung total stetig ist, so ist
’ Tih p-1
lgo(z-+h) —gu(z)| = IS {ng(t)‘*'»g“g (n+ g )}dt | <

T+h p—1 T+h
| bgsatl +2E Ger )1 [ a0 1at),
Es ist aber nach dem Littlewoodschen Satz |g.(f)| < (p+ 1)e. Daher
ergibt sich

[ ra it < por r- 1,

2 g(u +1) | Smg,‘(t)x’“"‘(t)dt | <2 fi;(.u )%k =2e| k] -—fiﬂil—z,w.
Folglich ist
g+ ) =g S 1h] - 2 p(p+1) (p+2). )

Aus (1) und (2) folgt ohne weiteres

g e+ —g(a, I S hlef S 2 o+ o+ 4+ Z b+ 7"},

3

Wir setzen 3 p(p+1) (p+2)r"* = M(r) und & (p+ )"+ = N(r). Es folgt
dann aus (3;=] -

|86z, =+ 1)~ gl )| < 0 le* M {2 M) + NG}, @

Auf ganz analoge Weise wie im Satz I kinnen wir eine Teilfolge
{ fun(z, £)} von { f(z, #)} heraunehmen, die fiir jedes (0 <t << o) in jedem
abgeschlossenen Teilgebiet von |z| < 1 gleichmissig konvergiert.

Die Teilfolge { fu.(z, #)} konvergiert aber in jedem abgeschlossenen
Intervalle [g, b] in 0 <¢<C oo gleichmissig in bezug auf ¢ unter der Be-
schriankung |z| < 7. Es gibt in der Tat die Punkte f(=a) <& <l <<
<t,., < t,{=>0)in dem Intervalle [@, b], so dass die Linge jedes Teilin-

tervalles [#,_,, #,] ({ =1, -+, p) kleiner als £ 1

—_— —ist.
5 {2 M)+ N}
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Es gibt eine Nummer N, so dass | f,u(2, ) —fum(2, £) | < % ist fiir alle

m und » und z unter der Beschrdnkung m, # >N und |z|=<r. Wenn { ein
in [, b] enthaltener Punkt ist, so ist der Punkt £ in einem von den [4, ],
(24, t.], =~ [ts-y, £p), etwa in [#_,, #;], enthalten.

Anderseits ist | £z, £) — fu(z t)| < |t—1:]e" { 2 M)+ N(r)}< >
und | fron(2, ) — frml(2, t;)|<%. Daraus folgt es | f..(z, 1) — fumlz, D] <
| fun(2, 8) = fualz, 8] + | fun(2, 8) — Fum(Z, 8| + | Fnl2, 8)—Frnz, £) ] <%+

% + % = ¢ fiir alle m und » und z unter der Beschrinkung m, > N und

|z|<r. Also konvergiert { f:(2, ¢)} gleichmissig in bezug auf # in [a, b].
Wir setzen f,.(z, £) = e'(z+g,(t, n)2%+ -+« +gu(t, n)z"*'+--+). Nach dem

Weierstrassschen Satz strebt die Folge {g,(¢, n)} (n = 1, 2, --+) gegen g,(8).
Wir bezeichnen die zu f,.(z, #) geordnete r-Funktion mit «(¢, #). Da

t

gi(t, n)— g\, n) = 2¢(t, n) ist, soist g\(t, we ' —gio, n) = 250;.-(1‘, n)e ‘dt.
Es seienl, I, ---, I, die Folge der auf 0 < ¢ << c liegenden Intervalle.

Wir bezeichnen die Endpunkte von I(i = 1, 2, «-+, p) mit @, und b{a, <b)).

Wir setzen e™" = s, g:(t, n)= gi(log %, n)=g(s, n), «(log %, n)=r(s, ).

Es besteht dann 3 |26, we—g,(a, me| <2 T S:'Ix(t, n)letdt=
» (a :
2 iZiS N7, n)| ds < 2{5’3 |di—ec:|, wo b, =log -;—‘ und @, = log% ist. Wenn
=1Je¢g . =1 .

b4
die Nummer # unendlich wichst, so ist i, lgi(b)er—gla)e™™ | <2 121 | d,
{= =

—c;|. Damit ist g,(f)e™* total stetig in 0 <#<C oo. Nach dem Lebesgues-
chen® Satz ist &gi(t)e~* differenzierbar in 0 <<t < oo bis auf eine Menge vom

Masse Null, und es ist g,(t)e™* — g4(0) =St2x(t)e"dt.
(1]

Wir setzen g(f)= g,(log%) = g,(s). Es besteht dann é | g(be™™ —

: . - _ . P - - 13‘

gla)e | = Zlalddd, — gle)ed =lim Z 1&dy, m)d—glep m)e:| =2 21d

—C | .

Folglich ist {x(#)| =< 1 fiir fast alle Punkte in 0 <# << oo. W.z. b.w.
Besteht es dabei /im (¢, n) = «(¢) fiir fast alle Punkte in 0 <t < oo ?

Satz III. Es sei f(z,f) =e'(z+g ()2 + -+ + g ()" + ) eine Schar

2) Vgl. S. Saks. Theory of the Integral. S. 121.
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der innerhalb des Einheitskreises regularen und schlichten Funktionen,
wo t auf dem Intervalle 0 <t << oo durchschreitet. Eine Funktion 1(t) sei
zu f(z, t) geordnet und genuge den folgenden Bedingungen.

1. «(¥) ist messbar, und es besteht|x(t)| =1, |1(t)—1(t) | S M- |t,—1,]
bis auf eine Menge vom Lebesgueschen Masse Null, wo M eine Konstante
bedeutet.

2. Bis auf eine Menge vom Lebesgueschen Masse Null besteht es fiir
jedes g, ()(p =1, 2, ---) die Lownersche Differentialgleichung

gu(t) = pg,(t)+ 2 i-gl (p g ()™ M1), (glt) = 1),

und jedes g(t) ist total stetig in 0 <t << oo,

Wir bezeichnen die Menge aller Scharen der obigen schlichten Funk-
tionen mit §,. Es sei {fulz, )}(n=1, 2, ) eine zu . gehvrige Folge.
Wir konnen dann eine Teilfolge { fu(z, 1)} von { fiz, )} herausnehmen,
die fiir jedes {0 <t <o) in jedem abgeschlossenen Teilgebiet von |z|<<1
gleichmassig konvergiert.

- Die Grenzfunktion f(z, t) gehvrt dann auch zu Fo

Beweis. Nach dem Satz II kénnen wir eine Teilfolge { fun(2, )} von
{ falz, )} herausnehmen, die fiir jedes ¢ in jedem abgeschlossenen Teilgebiet
von |z|<<1 gleichmissig gegen f(z, t) strebt.

“Wir setzen f,.(z, t)=e'(z+g/(t, n)2>++- +g,(¢, n)z""' -+ und f(z, )=
e(z+g/(t)2+ - +g,(t)z" ' +..). Nech dem Weierstrassschen Satz strebt
dann die Folge {g,(¢, n)}(n=1, 2, ---) gegen g,{¢).

Wir bezeichnen die zu f,.(z, ) geordnete x-Funktion mit «(#, #). Da
e(t, n)| =1und |e(t,, n)—w(t, n)| < M- |t,—1,]| ist, so konnen wir nach dem
Ascoli-Arzelaschen Satz eine Teilfolge von der Folge {«(¢, n)}(n=1, 2, «+)
herausnehmen, die in jedem abgeschlossenen Teilintervalle in 0 < << oo
gleichmissig konvergiert bis auf eine Menge vom Masse Null.

Der Einfachheit halber nehmen wir an, dass die Folge {«(#, #)} selbst
konvergiert. Die Grenzfunktion bezeichnen wir mit «(#).

[3
Da gi(t, n)—gi(t, n)=2«(2, n) ist, so ist g,(t, n)e™*—g.(o, n)=250x(t, n)e "

-t

dt. Wenn die Nummer » unendlich wichst, so ergibt sich g,()e~*—g.(0)=
t

.25 «(#)e~'dt. Daraus folgt es
0

. gi®) =g +2.)
bis auf eine Menge vom Masse Null.

p—1 . -
Da g,(t, n)—pgut, n)=2 }:l1 (n+1)gu(t, n)e"*(t, n) ist, so ist g,(t, n)e™™
u=i

p-1 t
—g0,n)=2 2 (p+1 )S gu(t, n)e®*(t, n)e "dt. Wenn die Nummer # unen-
=0 0
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~1 t
dlich wichst, so ergibt sich g,(#)e"* —g,(0)=2 pE (+1) S‘ g™ (e
#=0 }

dt. Daher ist bis auf eine Menge vom Masse Null,
p=—1
gty =pg,(t) +2 210(,4 +Dg () (@), W.z. b.w.
pront

Bemerkung. Nach der Voraussetzung des Satzes III besteht es |i(£)]
= 7 und |x(t;)— +(¢.)| M |t;—1.| bis auf eine Menge vom Lebesgueschen
Masse Null. Diese Menge vom Masse Null bezeichnen wir mit P. Es sei
t ein Punkt, der zu P gehort, und {¢,}(n=1, 2, --) sei eine Punktfolge auf
0=t < oo, so dass jedes £, nicht zu P gehort und die Folge {¢.} gegen ¢
strebt,

Da es fiir die beiden Punkte #, und t,., von der Folge {¢.} die Unglei-
chung |#(t,) — i(twsp) | = M |t.— t.us| besteht, so konvergiert die Folge
{r(t.)}. Wir setzen »(¢) = lim i(t,). Der Wert «(#) ist dann offenbar unab-

fni—ro0

hingig von der Wahl der Folge {¢,}. Also wird der Wert «(¢) fiir jeden
Punkt ¢ in 0 £t << oo definiert.
Es besteht dann

l-’-(t)l.=1, l"'(tl)—"(&)]sﬁlltl—t‘-’l
fiir alle Punkte in 0 £t < oo,
Es gilt auch

-1
&) = 2g(0)+2 2 (et DgDem1)
fuir alle Punkt in 0 ¢ < oo,
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