UBER DIE KOEFFIZIENTEN DER SCHLICHTEN
FUNKTIONEN

KENTTI KOSEKI

Es sei
g=k(z) =2+ p2®+ - +p2"" o
eine innerhalb des Einheitskreises | z | << 1 regulidre und schlichte Funktion.
L. Bieberbach hat bewiesen, dass |p,| =2 ist, und K. Lowner hat bewiesen,
dass |p.| <3 ist. In der vorliegenden Arbeit will ich aber beweisen, dass
es im allgemeinen |p,| <n+1 (=1, 2, ---) gilt.
Satz. Es sei
¢=k(@)=z4+p 22+ 0 Fpu 2"t e
eine innerhalb des Einheitskreises |z|<<1 regulare und schlichte Funktion.
Es gilt dann |p.| En+1(n=1,2 )

Beweis. 1. Schritt: Wir betrachten zunichst die folgende Lownersche

Differentialgleichung

dw 1+e(Bw

at = Y1 —(w (1)
, wobei «(¢) eine-in dem Intervalle 0 £¢<t, definierte stetige Funktion
bedeutet und |x(¢)| =1 ist.

Es existiert dann die Losung w=f (2, ) von (1) derart, dass f(z, ¢) eine
stetige Funktion in bezug auf z und ¢ in |z|<<1und 0=t <¢, und f (2, 0)
=z ist. Den Beweis dieses Existenzsatzes stiitzen wir auf die Methode der
sukzessiven Approximationen. Wir nehmen nimlich eine Konstante w=
2(jz|<< 1) als eine Nidherung an und bestimmen durch

w,(z, 1) =z+S:—z;i—Zg;§dt (2)

eine weitere Niherung. Die Funktion w,(z, ¢) ist dann offenbar stetig in
bezug auf z und ¢, und sie ist regulir in bezug auf z.
Rekurrent setzen wir

t 1
w0, ) =2+ —w. el gy, 3)
Also erhalten wir eine Folge von Funktionen {w,(z, )} (n=1, 2, -+-).
Wir setzen das Maximum von | —w ;_—F:—g;ﬁ in jw] <R(<1) und

0<t<t, mit M. Es ist dann fiir |z|]<<R
173
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(e, 0) =2l = || = 225002y | < . @

Wenn z in dem Kreise |2|<<R—¢ (¢=>0) eingeschlossen ist, so ist die

e-Umgebung von z in dem Kreise |z] <R enthalten. Aus (4) folgt ohne
weiteres

lwi(z, 1) — 2| e fir alle (=)t <+
Dabher ist
lwi(2,£) | <l|z| +e <R fiir alle |z|<R—e und (og)tg%m
Ebenfalls ist
|wu(z, 1) —2] = l S;u 1 eOwnny gy | < M« fir alle (0t <.

_Il—li(t)w‘n——l - M'
Daher ist

|2, (2, ) | <R fiir alle |z| <R—¢ und (V<) tgif
Wir setzen” lim w, (2, ) = f(z, t). Die Folge {w,(z, t)} konvergiert

9100

dann gleichmissig in |2|< R—e und Ogtgﬁ gegen f(z,t). Daher ist

_ t_ 1+K(t)f(zl t)
flz, t)-—z+j0 f(z t)m dt.

Folglich gibt die Funktion f(z, ¢) eine Losung von der Gleichung (1) in
OgtgiM und |z|<<R—¢ und zwar, dass f(z, 0)=z ist.

Die Funktion w,(z, t) ist offenbar stetig in bezug auf z und ¢, Uberdies
ist? w.,(z, ) reguldr in bezug auf z Die Folge {w,(z, )} konvergiert gleich-
missig gegen f(z, t) - Daher ist f(z, ¢) stetig in bezug auf z und ¢ in |z| <
R—& und ogzg% und sie ist regulir in bezug auf z.

Nach dem Lownerschen® Satzist | f(z, #)| <<R—« fur |z|<<R-¢. Daher
kénnen wir die Losung w=£(z, ) von (1) in dem Intervalle 0 <t <ft, fort-
setzen. Wenn R bezw. ¢ gegen 1 bezw. 0 strebt, so bekommen wir die
Losung w= f(z,¢) von (1) in 0=t=</t, und |z|<7 und zwar, dass f(z,0)
=z ist.

Ferner beachte man, dass |f(z,¢)|<<1ist. Denn |f(z,¢)|<|z]|.

Die Funktion w=f(z, t) ist eine einzige Lésung von (1) mit der Anfan-

1+ x(Hw

gsbedingung f(z, 0)=2, da—w m in jeder Umgebung jedes Punktes
— Kk

1D Vgl. L. Bieberbach, Theorie der gewthnlichen Differentialgleichungen. S.4.
2) Vgl. Whittaker and Watson. Modern Analysis. S.92.

3 Vgl. K. Ldwner. Untersuchungen iiber schlichte konforme Abbildungen des
Einheitskreises., Math. Annalen. Band 89. S.108.
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in |w|<<1 der Lipschitzschen Bedingung geniigt.
Die Funktion w=f(z,¢) ist schlicht in |z|<<1. Dies folgt wiederum
aus der Lipschitzschen Bedingung.
Wir setzen
fz ) =ay(t) + 3(t) (z+ b:() 2 + bu(t) 2° +-+-). (5)
Es ist dann # (o, t) = a.(t) und
=]
Es ist aber f(z, 0) = 2. Daher ist 2,(0) = 0. Folglich muss a,(#) =0 in
0=t <t, sein. Also folgt aus (5)
fz,)=3@0)(z+b()2+ b.() 2" +---). (6)
Wir wollen nun zeigen, dass 3(¢) und b,(¢) (=1, 2, ---) stetig differen-
zierbar in 0 =<¢ <, sind. Es ist nach der Cauchyschen Integraldarstellung

a0 =2 L8 ar ks i1 =w).

Die Funktion é—f—(—gj’—t) ist aber stetig in bezug auf z und ¢, Daher ist?

LY
#0 =55\ “arae.
2t 5
R
Die Funktion 3/(¢) ist offenbar stetig in 0 <¢ <¢,.
Ebenfalls ist

ar
@b @y =55 | “ara
<t gni 2
Da 3(t)=¢0 ist, so ist b,(t) stetig differenzierbar in 0 <t <+¢,.
Wir setzen das Maximum von i‘;—ﬂ in dem Kreise K und 0 <t < £, mit

M. Es gilt dann
13'(5)] S by <M

Rn*]
Folglich konvergiert die Reihe
Bz + E@b ) 2+ + (BE) b)) 2% + e (7)
gleichmissig in |z|<<R. Wenn R gegen 1 strebt, so konvergiert die Reihe
(Nin |zi< 1.
Da die Reihe (7) in |z|<<R und 0 <t <¢, gleichmissig konvergiert, so

stellt die Reihe (7) die Ableitung df dar. Also bekommen wir

4) Vgl. Whittaker and Watson. a. a. 0.
5) f‘(¢) stellt dg/dt dar.
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f =@z + (30) 2+ - + (3b) 2 +
=40 (2 +b@)z +) + 3O G )2 + b () 2 +++-). (8)
Wir differenzieren nun nach z die beiden Seiten von

dfiz,t) _ llx(t)f( t)
Sa = e DT

Wir bekommen dann

dif —_i(f(z, ) 1+r(t) f(2. 8)

dzdt 1—e(®) f(z, )/
Aus (8) folgt unmittelbar 7 df = {#'(t). Es ist aber
_d 1+rc(t)f(z, 1) :
() TG RE )5 O
Daher ist
FO @) =0, 0t 9)
Da j3(0) = 1 ist, bekommen wir aus (9)
,3 (t) =e " (10)

Wir bezeichnen das Bildgebiet durch w=f(z, t) mit D(t). Es sei z =
¢(w, t) die in D(¢) definierte umgekehrte Funktion von w = f (2, t). Die Funk-
tion 2=¢(w, ¢) ist dann offenbar regulidr und schlicht in D(¢).

Es sei p(£) eine in |{| <7 definierte regulire Funktion. Wir setzen
ple(w, t)) = h(w,t). Aus dem Koebeschen® Satz ist es leicht einzusehen,
dass, wenn >0 genug klein ist, die Kreisscheibe |w|<<r in alle D(#)
(0 <t <t,) enthalten ist. Die Funktion #(w,t), in |w|<r und 0Kt <4,
betrachtet, ist” dann die Losung der folgende Differentialgleichung

ah(w,t) ok(w,t) 1+«(Hw
ot ow w 1—e()w (11)

Wir setzen w=f(z,1) in h(w,t) ein, so ist #(f(z, #), #) unabhingig von
t- Denn i(f(2, 1), t) = ple( f (2, 1), 1)) =p(2).

Es ist nun aber zu fordern, dass Z(w,t?,) = w ist. Es muss dann
h(f(z, t), to) = f (2, ta) = p(2) sein. Also ist p(z) = f(z, t,).

Wir denken uns

h(w, t) = ay(t) + y(w + Ci(OW*+ -+ + Co(Bw"™" 4 +-) (12)
nach Potenzen von w entwickelt, dann folgt aus k(f(z,1),t) = f(z, ¢) und
(10) die folgende Abschitzung

@) =0, y =& (13)

6) Vgl. R. Nevanlinna. Eindeutige anlytische Funktionen. S.81.
7 Vgl. A.R. Forsyth. Differential Equations. S.394.
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Da der Koeffizient b,(t) (n =1, 2, ---) von f(z, t) stetig differenzierbar
in 0 <t <t, ist, -so ist der C,(¢) auch stetig differenzierbar in 0=t < ¢,
Es ist leicht einzusehen, dass

"’__"(6“;’ D — 1@+ COw +-) + O Ow ) (14)
ist.

Wir setzen (12) und (13) in (11) ein, so erhalten® wir durch Vergleich
der Xoeffizienten von gleich hohen Potenzen von w das Gleichungssystem

CO=nCO+2E @+ DCOF O (GO=D  (15)

und die Anfangsbedingungen
C.(ts) = 0. (16)
Hieraus ergibt sich sofort die Rekursionsformel

to

n—1
C.() = — 2¢™ Sf " 8 (et D G s,

dnrch deren wiederholte Anwendung wir zu folgenden Ausdriicken fiir die
C,(t) gelangen.

& k
C.(t)=¢e">3(— 1) c""]“»"'"‘nS S . §e_v2='l""'v TT]IC“V (= dndoydo. (A7)
2 o
Darin ist
Capa,=2n+1—a) (n+1—a,— o) (m+1—ay —a—ay) (18)
und die Summe ist iiber alle geordneten Systeme von positiven ganzen

Zahlen «; .+, a.(k=<mn) zu erstrecken, die zur Summe » geben. Das
mit C,,],__,...,‘: multiplizierte Integral ist iiber den Bereich i< < < -+

< <1, zu erstrecken.

Ebenfalls bekommen wir aus (6) die folgenden Ausdriicken fiir die
b, (£).

i k
bn(t) = E ( - 1)A Cu]'”z'"”k ES' . Se_ET‘;V :!T_llc %y (Ty) d?.'] d?’-_: b d?k. (19)

Hier ist das Integral iiber den Bereich 0 =S < -+ S =1 zu erstrecken.

Wir setzen r(s) = x(s+8) in 0<s<t,—¢, und w= f (z, s) sei die Lo-
sung von der Gleichung dw _ w (s mit der Anfangsbedingung
N ds 1—r(S)w
f(z,0)=2z

Wir denken uns

f(z, S) =€_‘(z + 51(8)22 e 4 5,,(3)3"'“—}- ...)
nach Potenzen von z entwickelt, dann folgt aus (19)

8) Vgl K. Lowner. a. a. 0.
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-~ k Kk
bu(s) = 33— 1 Capry, | |- Zo Thap GO 20)

Hier ist das Integral iiber den Bereich 0SniSr= -« =5 zu erstrecken,
Aus (20) folgt sofort

- . £
bn(tn—t) =E(—1)k C“]"z"'“k SS"'EQ—E:GVVEI.“V(TU) drvidzo dzs. (21)

Das Integral ist iiber den Bereich 0 S <o < - = £ — 1 zu erstrecken.
Wir fahren nun durch /==, +¢({=1, 2, ---, k) die neuen Verinderlichen
ein, so geht (21) in

-~ k
Bt = S Caa o307 [ e = Dt
Y=

= mz(_l)xz Ctt]né.zv"mk SS...ge—Zaﬂ :ljl'im"(fv) d'n d__2 dz.k - C,, (l‘)

Folglich ist f (z,t,—t)=rh (2,1). Die Funktion F (2, ta — 1) ist regulir
und schlicht in |z|<<1, so ist % (z, ¢) regulir und schlicht in |z|<<1.

Es ist noch zu bemerken, dass das Bildgebiet von %(z, ¢) in dem Ein-
heitskreise enthalten ist.

Die Funktion %(z, £) geniigt offenbar der Differentialgleichung

oh(z, t) _0h(z 1) , 1+k(t)z
ot b6z 1—«(t)z
in |z|<1und 0t L.

2. Schritt: Wir nennen von jetzt an die innerhalb des Kreises |z|<<1

regldren und schlichten Funktionen von der Form

p=k@)=z4+p2+ -+ 2" e (22)
die normierten schlichten Funktionen. Wir bezeichnen fiir eine feste » die
kleinste obere Grenze des absoluten Betrages der Koeffizienten p, von allen
normierten schlichten Funktionen in |z| <1 mit M,.

Es gibt dann bekanntlich eine schlichte Funktion z + ¢,2°* + - + g.2""’
+--- mit g, = M,. Folglich kbnnen wir von Anfang an annehmen, dass fiir
o=k(2)=2z+pZ+-+ p, 2"+ es p, = M, ist.

Das Bildgebiet von der Kreisscheibe |z|<C1 durch die Funktion ¢ =k(z)
bezeichnen wir mit D. Nach dem Schifferschen® Satz ist D=die volle -¢
- Ebene — eine analytische Kurve /. Die Kurve / bildet dann einen Einsch-
nitt von der ¢- Ebene. Wir bezeichnen die beiden Endepunkte von / mit
oo und a.

Es sei b(2¢ o) ein von @ verschiedener Punkt auf /. Die Kurve / wi;‘d
durch den Punkt & in die beiden Teile /, und /, zerlegt, einer von denen,
etwa /;, den Punkt ¢ und der andere /, nicht den Punkt a enthilt.

9) Vgl. M. Schiffer. A method of variation within the family of simple funktions.
Proc. London Math. Soc. (2) 44. (1938).
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Wir bilden nun einundeindeutig und konform die Kreisscheibe |z| <1
auf das Gebiet D; = die volle - ¢ - Ebene — /; ab, und wir bezeichnen
diese Abbildungsfunktion mit ¢ = k,(2) =m(z + g,2° + -+ g. 2"+ ), =
=¢“> 1, Das Urbild von /, durch die Funktion ¢ =£,(z) bezeichnen wir mit
I,!. Die Kurve /,/ bildet dann einen Einschnitt von der Kreisscheibe |z|<C
1.

Wir setzen k£,(b’) = b, und wir bestimmen einen Punkt C'(2<b') auf /,'.
Durch den Punkt C’ wird die Kurve // in die beiden Teile m; und m,, einer
von denen, etwa m;, den Punkt &' und der andere m. nicht den Punkt &’
enthilt.

Wir bilden eineindeutig und konform die Kreisscheibe |w|<< 1 auf das
Gebiet (|z| << 1) — m. ab, und wir bezeichnen diese Abbildungsfunktion mit

z = p(w) = m(w +~ G+ - + Cw"¥ + .-2),

Wenn der Punkt C’ auf /,/ durchschreitet, so erhalten wir eine Schar
von den schlichten Funktionen

z=7p(w, t) =" {w+ CHw + - + C.()w" ' + .-}, 0Kt LS.

Nach dem beriihmten Lownerschen'® Satz geniigen die Funktionen p(w, t)
der folgenden Differentialgleichung
op(w, t) _ op(w, t) w +e(t)w
ot ow 1—c(@w
, wo x(t) eine stetige Funktion darstellt und |x(¢) | = 1 ist.

Wir setzen ki(p(w, t)) = g(w, ) =¢' {w+ g,{)w*+ ---}, so folgt aus
dem obigen

og(w, 1) _ dgw, t) , 1+e@w

ot ow 1—e)w (23)
Es ist offenbar g(w, ;) = ky(w) = m)(w+g 0’ + - + gow"' ++-+) und g(w, 0)
=k(w)=w + pyw’+ -+ + p,w""' + ---. Aus (23) folgt ohne weiteres

0/0) = ngu)+2 St DGO Oz OKi=t) (@)

, wo wir g,(f) = 1 setzen.

Es sei #(¢) eine in 0 <t <¢, definierte stetige Funktion von der Art,
dass |k(#)| = 1 ist. Wir betrachten die Differentialgleichung

op(w, 1) _ 0pw, t) , 1+ER)w
ot ow 1—c@w

Es existiert dann nach dem I. Schritte die Losung z = p(w, ) (|w| <1,

10) Vgl. K. Lowner. a. a. 0.
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0 <t <t von der obigen Gleichung mit der Anfangsbedingung ;b(w, 5 =w,
derart dass E(w, t) stetig in bezug auf w und ¢ und reguiéir in bezug auf w
ist. Die Funktion z = p(w, #) ist nach dem L. Schritte schlicht in lw| <1,
und das Bildgebiet durch die Funktion z = p(w, #) in dem Einheitskreise
|z| << 1 enthalten ist.
Wir setzen ky(p(w, £)) = g(w, £) =e'{w+g,{#)w*+---}, so geniigt g(w, t)
der folgenden Differentialgleichung
ag(w, t) _ 8g(w,?) w1 +&w
ot ow 1—=Ow .
Es ist offenbar g(w, t,) = ky(w) = =(w+ guv*+ -+ + g, "'+ ---). Aus (25)
folgt sofort

B = 1) + 2 X (ur DBROFO 0 Z D) 0==0)

(25)

wo wir go(t) = 1 setzen.
Die Funktion g(w, ¢) ist reguldr und schlicht in |w|<<1, so gilt es
immer der reelle Teil

R(2.(0)) < ga0) = p
3. Schritt: Wir behandeln nun die folgenden Differentialgleichungen
n—1
£/ =ngH)+2 2 (n+ D) @)™ m=z1), 0=t <oo).
=
Wir integrieren die Gleichung g,/(¢) = g,(¢) + 2¢(¢), so bekommen wir
t
g = e‘( S 2e(s))e™"1ds, - gl(s)e"‘) fiir beliebige Werte ¢ und s, wo es
01, s<< oo ist,
Ebenfalls integrieren wir die Gleichungen g./(f) = 2g.(t) + 2(x*+ 2. g,(2)),
gs'(t) = 3g,(2) + 2(s* + 2% g1(#) + 3:g:(¢)), so bekommen wir g.(¢) =
t t 8
ef‘{g 26°(sy)e™>1ds; + 2; 2 (sl)e"lg '2:(s)e "2 ds, ds, + 2g,(s)e™*
w3 t t
3 2e(s)e " 1ds, + g._,(s)e“"’*'} g:(t) =¢* U 2¢%(s))e ™1 ds, +2S 2:%(s))e™
t
S 2k (s.)e~"2 ds, dsj+35 N;(s,)e-wj oeX(s2)e 2 d s ds, -w-gg_z,; ()~
t t
S 2k (s. )e“"S 2r(sy)e™ " dsyds. ds, + 2g, (s)e”"{g 2:°(s))e *1 ds, +3S 2¢(s)e™

t
3x(s Ye %2 ds, ds,} + .‘n’g._,(s)e“‘z"g 2 (sy)e "1 ds; + g (s)e“"].

Wir nehmen nun an, dass es im allgemeinen fiir n = 3

"1 1 i

g.0) = | {{"2e(s)e a5, + S(Zaz p S

D o=} P =i—1 P =2



UBER DIE SCHLICHTEN FUNKTIONEN 181

14 (‘s 8
—p Jr . 1 - (. — 1—1 _ .
L‘?E" p],l(sl)e (2 ?1-1-1)31582’:?] ’1‘3(83)6 (¢ 112):2.,_5 9, P11 ’(s;)e (pi_]—l)sidsidsi_‘
. 8
Pl—l

dsl)} + }é';(,uﬂ)gn(s)e-"*{f 265 7H(s)e" " s, + 3] (i n2 pe

f=p+2\p =t py=i—

i (ury~? 5
L pi (MH) 2,. p]-rl(sl)e—(w—pﬁl)s]g 2Mp]—-7)2(32)e—(]) ,)v, e

e D

1—(u+1)
= (1) - — (18
L 2uPt-cen”™® (s, Yo Proquan™® Dy g, o ds, ds,)} +ngui(s)e” @

gs2m(s])e“’1 ds; + gn(S)e_"*] (26)
besteht.

Wir integrieren nun die Differentialgleichung g,'(t) = ng,(t) +
(,/+ 1) g.(@®) (@) " Esist

t n—1
gﬂ(t)e“m —gn(S)e—"s B 582 Eﬂ (ﬂ—'r 1)g,;,(31) K (Sl)n_ﬂe—."x] dSI
T t n—it
= S 2x"(31)e>n81 dsl -+ 2{ .Qg,(S])lcn_l(S])e—"sl dSl + 2 2 g (,u+1)g,‘(31)xn_“(sl)
3 .8 r=25

t t s
e ™ ds, =5 2e™(s)e ™1 ds; + 2 S 2% Y(sy)e~ "Dy S ' ox(s)e~2ds,ds, +
8 8 8

n-1

t t
2gl(s)e—sg 2,'.‘,“_1(81)3—(""1”1 dSl + E I:S 2(:“+1) kn—#(sl)e—(n--m.\-,
s =2

1'11 Py_o—1

Sl2x“(83)e>“’gds:_.dsl _O(L D12 P Z p‘ 1 X (u+1)5 2™ H(S )e Gi—p)s,

pl-l 1'2—i 1

s 5.
E x2lc"""l'”(s?)e‘(“"’1”)*‘l S T R A PRCE AN S {2xpf—1’1(.9,.1.])
£ 3 8

n—1

¢ p-2

e Py ds e ds!)] +2 (p+1) S 2 5 (v+1)gy(s)e™ kT (s1)em M
®w=3 s Y=

{Ss 2k

I

&
8
St
k3

m¥(s e ds, - 3
= \H 2

D12 P 2D DPieoen

( “ St Pi(y+1

”1”‘ Po=i-1 Pro(v+1)

1
2.:“""1""(3‘_,)e““‘“"1'”“23 L2x”1””9(33)e‘(”1"’2)‘:t---
1y

2,5?1”("*1")_(w')(Si_y+1)e_(p‘~(’*1)—(y+1))si—"+1d31_y+1"' ng)} ds,
w—1 t 8

+ 2+ Dp g,‘_l(s)e“““"g 2.:;"’“‘(3,)e""’""’“15 2x(s.)e"2dss ds,
Br=2 RES 8

n=—1 L
+ 2 (.”- +1) S 2gu(s)e k" 4 (s, )e" N ds,, 27
u=2 H

Erstens berechnen wir
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n-—-1 ry—1 P;_o-1 ¢
Z(,L—Li) 2( E_tp“,,EZ_lpz ) E=_’p‘ 1 ng,c-n-ﬂ-(sl)e—.’ﬂ—y.)al

D s
S l2hu—ﬂl+](sz)e—(ﬂ-—-1’l+l)x__, 522I£p1_p2(33)e_“) 1" P2 84 ienennsanan
a L

o
§ 25" (8141) € P11 dsy g oo dsy dsl)' (28)

8

Wenn wir die Grossen p+ 1, py, **+, pi-1 beziehungsweise durch die p,, p,,
.-+, py ersetzen, so ergibt es sich aus (28)

7-1 py_o-1

n—1 m “
En(‘"'_l-l) E( Zipl 2 pZ ot 2 P{ 15 .er"_“(s )e_("_")sj
K=l i=2 11]-

.‘2
2P (go) e P S 2717 P2 (s5)e” P17 P L.l
.
p-1

QP17 (5,0 )e " Pim1m k1 s,y oo dSs a's,) 2, D2 P

S =3 By=2
g 2 kPP (5)) Ry 8y Ssl 2 k™1 P2(s,)e" (PP &

n p]—l 7”-]
g 26PN (s)e™ PO s, ds, dsi+ 200 D) b E P g 25" Pt (s,) em Pt D,
4

py=4 py=3 By

2671772 (s0)e" P1m P2 g ¥ 9 PP (sg)e~ P98
&

T2k (s)e s ds, dsa dsy dsy+ oo

k] P]‘] Py~ ! ?y _1 13
2020 31 paeer ZP;S 2E A (s ) e
py=i+l po=i  pu=i-1 py=2

‘ QKM 2(s,)em P 5,2 27 "3 (sg)e P2 P .
JI 8

t -
L 27T (S)e” PN dsy g e disy oo

-1 P, o~} t s 5
+pZ. Pan Do }_, ba- ,Ss 2x(s)e™ S 125(32)3“’2 S T2k (sy)e e
= g=0—1 P12 5

k) P—l
Sﬂ—li’x(s..)e"‘"ds”---ds1 2 ZA 12 Da e

py=i p,=i-1
Py_g—1

8.
2 pia S 25" (s5))em Dy S ]2Kp1_p2 (s)e~ P17 P82l
8

Py_g=2

S l—12 [cpf‘l—1 (St)e-—(pl-—l)ar_ dS[ e dS])-
Daraus folgt es

25 26" 1(sy)e” "D S 2r(s)e 2 ds, ds,+ 2,(:4+1) 5 £ (s e R
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51 N n-1 m m Py 1
S 2};"(82)8"'&'2(182(131“'2(,‘-‘!—1)2(zpl 2 p"."
¢ p=2 =2 p;=t" Ppy=i-1
Py_op-1 Iy ‘

2 e 1S P )e“""“""xg 2 PP (s,) 0= iy
P_y=2 s

82 _ _ ﬂl _ - ~
S 2k (s5)e” % g 26”117 (s )e” P11 dsyy ooe ds,
R 3

n " -1 Po—1 Py_o-1 t
=5(Zn 3 30 3 0 L 2o (e
1=2 \py=i po=t-1 Py= =2 H

5 8,
S ! 2pP17 P (32)3—(”1_”2)‘2 oes S ¢ 12"121_1—] (Si)e“("i—l_ml d31 dSi_.] "'dS]). (29)

Es ist nun

n—1

t h—-2 8
> (p+1) S 23 (v+1)g (s)e‘”x"""(sl)e’f"'“"1{5 ' 25Y(s,)e= "M ds,
n=3 8 v=]1 §

" -1 Py +)7! 4
+ 2 (Z b 2 179'" Ept—(vﬂ)j 26471 (s)e” WP R
{=y+2 A\ py=i po=i— p‘_(y_‘_])u‘/-!-z £

f] Py, Sy (vl ¢ D)
2% (S )8 (Py=P9dfy ., D Pr-(v+1)~ OV )(St—y.ﬂ)e P ey~ Iy
N L]

=3 n=1 t
dSimyerer dse)} ds; =Z(u+1)gv(8)e""Z_1 s J)S 25" (sp)e~ "
Py 1

S 2:47¥(s0)e” " ds, dsx+2(»4 I)gv(S)e‘”“E (/z+1)2 > HE M

imV+g 11!=i pomi-1

S ‘ v PERRYS b PR Ce—p, +1D5,
e —(n—g - —(—
SUDH ) opt—(vn) 277 (s1)e 1\ 2" M(s,)e 1T
p‘_(y+])=/+_‘ 8 8

&,
2
S QKPI—PQ(S:i)e"(P] Sy ..,
8
Sy _
S 2,:91_(”1)—0“)(Sl_v“)e—(n,__(w]) (H]))"—V“dsz-w] vee ds, . (30)
&

Wir berechnen zunichst das zweite Glied von der rechten Seite von
(30), so ist es

n—u Py-1 Prya!
(u+1)g (s)e“’*z, ({L+1) 2 (LP}Z Doeee 22 Di-cen
i=vea\ pr=t =it Py e 1=+

t s 8,
- —enwys (g pm - 2, p— —(py—
52:5" “(s)e “"IS A CA ”1“’*25 26717 P2(s5)e” P17 P %. ..
8 s 8

iy . - —
S 2ei-or" (s, ) e T P e TR s, gy e dsl)
8

?,-1 Pi_(ye2)~!

= L (lx+ l)g.,(s)e'“L Z LY X Di—v+n

py=1  py=i-1 Py (yen=VH2
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t 8y
S 5% P+ (sl)e—(ﬂ-pﬁl)slg kP17 Py (sg)e—(xw,—pg)sg...
H 8

N EICES)) s
S 2,;"i—(v+1)"("+’)(si_y)e"(”f—(v+1)_(“*D)"l-ydsi_v ngdS]). (30)
s

Wir berechnen zweitens das erste Glied von der rechten Seite von (30),
so ergibt es sich

n—3y n-1 t
S w+1)g(s)e ™ (.1z+1)g 25" (8))e (e
v=1 pr=v+2 Js
a‘l fn—3 . 7"
S 2e*7Y (s0) e~ * 0 dsyds, = T+ 1)g(s)e™™ X p
8 v=l 11]=’1+3
¢
52'c91—p1+1 (S])e—(n—f’]+])s]531 257D (5,)ePim D g, s (30)"
8 K3

Es ist nun

281 (S)e*”'S:.?,c 1 (s,) e~ ds, + :Z:};(;z+1) g (s)e™ 1"
g:gﬂ"_“(sl)e‘(”""”l S:l,?x(sg)e"? ds,+ :;1 (pr+1) S:2g“ (s)e™" =k (s;) e~
ds; = :Z:i("ﬁ_ 1&g (s)e‘”*§:2,:"‘“ (se~ ™ ds, + ngu_i(s)e "

S:2m (s1)e*1ds, + :l‘é]]g(u +Dg,(s)e ™ (v+ 2)5:2;: BN (6 ) gV ED I
Sng,c(wﬂ)—(wl) (s2)e= D0 go go 30y
s

Aus (29), (30), (30)", (30)'"" folgt ohne weiteres

i I - Pyl
gty =e" [{X (sdeds +2(2p 2 poe X py
. i=2\p =i py=i-1 Py_1=2

t s i1
- —(n— 1 - (P, — - - -
S 9 "1%1 (S])e @ p]+1)slS M ”2(sg)e (P pz)sz___x 2511 1(81)6 r;_—1s; ds;
§ 8 H
n Py

n—2 t n
---dsl)} +“Z:I(Iu+1)gu(s)e‘“{js2x”"‘(sl)e”("‘“)"n ds;+3 (E P2 D

topte! p={ P,=i-1

Plquen? ¢ -~ 3
— —(n—-p E -, - —
Pf—(l*-i—l)S 2" (s,) e ]H)SJS 2u"1 P2 (s)em 1T e
Py (B2 § s

&
I u+1) —Cr+1) _ ~ (18, _
S 2T~ (5i.p)e Pr-m=1 ! “ds;_,‘"-dsgds,)}
8

t
+ngu1 (S)e"‘"’”sg 2i(s))e""ds, + gn (S)e‘"“]-

Also haben wir nach der Mathematischen Induktion bewiesen, dass die
Formel (26) im allgemeinen fiir n =3 gilt.
4, Schritt : Wir integrieren nun die Differentialgleichungen
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B =nB.0) + 2D (s DB (12 2) (0St=H),

so ergibt es sich aus
»-1 Py o1

2.0 = zirsyeads + S(Epz_po T p
- i__l-—

1=t Py=t—1

0 8,
F— —C— -~y - - i—1 - - - .
S2Kn P+l (81)8 (n ::1+1)s]S 2‘:10] ”2(sg)e (P pz)sQ.“S 2‘:1-"_] ’(si)e Py m‘dS;
s H s
Pi—l

---ds,)%—:%(;4+1)g#(s)e"‘“{g P K(spe - "”lds,—i—Z .;‘_' DD paree

tmp b2 \Pjmi  Dymi-]

Piequen™! LN » 5

P Pi—(u+1)S 25" M4 (s1)e” " 1+1)s,S 257 2(s)e” D%
Py (urny=Pt? s 8

Siqur1y o _ _ -

S 25 i-u+D (““)(81_.,‘)8 Pi_us1d “‘”’”‘F#dst_,l-"dsgds,)

&

(]
+ nga- (S)e“""”g 2k (5,)e”"1ds) + ga(s)e™, (31)

wo wir s = ¢, setzen.

Wir setzen « (f) =¢'*® und & () =¥ wo ¢(¢) und 5(¢) die reellen
stetigen Funktionen bedeuten und ¢ eine reelle Verinderliche ist.

Wir differenzieren g,(0) in bezug auf ¢ an der Stelle ¢ =0, so erhalten

wir
dgﬁ (0) n —ns. p] !
7 U 26" (8)) - ny(s))e " 1ds; + {p%tp,pzﬂ lpo
gm() 2
py_o—1

2 0 B
- ‘b“’(g 2" () (n—py +1)77(Sl)e'(""’1"”slg "9k (5,)e P P
8 8
B PP —(¥,_,—1)8 0 D +1 — =P34+ 18 . pp
21 (31)6 -1 ids;--ds;+\ 2« 1 (S])g 1 1 91 2(32)
] s s
~crj=rpe,( o1y p o —~(2;_ =15,
(1 — o) p(s2)e™ 177 L, 26P1-17(s)e " Pi-1™ i dg, -0 d sy

0 5
e oane +S 9En—P+ (S’)e—(n—plu)slg 12;:”1“”2(32)6_(”1_”‘-’)“2---
8 §
8.
&

_12'521""—] (s (pis — 1) 7 (s) e™ 1" dseee ds‘)} +h—z§ (#+1)gu(3)3_“s
e

{ n Pl P ur)7?

0
ZhY P D Pt—(un)(gs.?m""’l” ($1)(m—p1+1) 5 (sp)e "1+

=i p2=i—1 1)1_(M+1)=y.+2

So.?x""‘ (s)(n— )y (spe " *ds, +"ij. (+1)gu(s)e™ %}
8 B= {=p42

B - Si—(u+1d _
9P P (82) e~ (P~ P, E 9 Pi- (ueny~CE+D) (St_,,,)e_(p‘—(ﬂ--* 1)_(#+]))s‘—l‘d3‘_p, e
s

0 s
ds.ds; + S 2'C”_p’+](sl)e_(n_p”m’g 267 (82) (B1— p2) 7 (s2)e™ P PP% o
& 8
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S—(u+D) _ _ —t
g xPi-(u1d (e+1) (S‘_“)e Py (uany— (B 1)):‘_,_“1&_“ "'ng ds] e ves
8

0 s
- —(n— 1 - —(P,-
_|_S 25" p1+1(s])e (n p1+1)s]5 6™ ”2(sg)e (P —Pa)s, .,
s s

8
S i (“+I)2Ic”i—(u+l)"(““) (31—#) (pi—(ﬂ‘”) - (’! + 1))

8

X 7 (S ey diads )} + gy (e
0
S 2.‘6 (S]) ‘//' (S])e"‘! ds]]_ (32)

Da R(g.(0)) < g.(0) = p, ist, ist es ﬂl‘%g"—(o—) Der reelle Teil von der

E€e=0
rechten Seite von (32) = 0 fiir alle stetigen Funktionen »(#), so besteht es
auch fiir alle stuckweise stetig differenzierbaren Funktionen 7(¢), so kénnen
wir die 7 () derart setzen, dass 5 (#) = a(f)- 3(#) und /() =0 in a<t<s
und 0 <t <b und o (¢) eine stetige Funktion in 6<f< a ist, und dass der
Punkt a bezw. b ein unstetiger Punkt fiir /(¢) von der ersten Art'V ist, wo
B(2) eine feste stetige Funktion bedeutet. Wir bestimmen « (¢) derart, dass

t
a(f) =S o' (s;)ds; ist.
&
Es ist
0 5
S 26" 1+ (Sj)e_(""’l”)‘1Sg].?/c”l‘pZ(sz)e“("l_Pz)’zS "2k Pa(sy)em PP e
8 H 14
-1 g » 55 (%-1
2u"5-173(8,) (Py-1—p1) 5 (sy) e—(pj-l"”J)'JS . § 2xPi-171 (s )¢~ Pi-17 V0 g,
8 8 8
0 :
cedsy = S21;""1’1"'](Sj)e_(””’l'”)‘lle2x”l"‘2 (82)e_(”l_"2)'253'2151’2_p“(S;:)e'(p2—p3)'if
a a a
554 » a; 8y y :
aue 2?12 (s ) (pyo1— Pi)u(s e Fi-17795) “. 2x"-17(s) e Pi-17 g,
[/ 3 g 8 8
. dS]. (B)

Wir setzen nun

7)) = a) - @)
ad@) =0, a—hZt<s .
HE—h) =), 0St<a—h(h>0), &) = Ss&’(s,)ds,

0 & s,
_ e TP - 2 o D38
S2x" Prtl(s;)e™ ”1“”15 26517 "2(s,)e™ 1 ”2)‘25 2672 Pu(sz)e PP e
8 H 8

8, fi—-
Sj "9k24-1723(5,) (By-1 — B1) 7 (s )e P f "2x”ie17 (s Je i1 Dieds, -
3 [
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0 s s
- ~(n—p, I - —(py - 2 - (P
dS] = S D™ "l”’(s.)e (¢ n,ll)rlg 271 1'._,(82)6 (g n._,)s._,g 9.2 ’73(8;;)6 (Py—Pglsy, .,
a—h a-n @—h

SJ_< - _ _ sj 8 _ _
Sa’;'?fpj"_"’ () (s — )7 (s5)e”Cim "f)ﬂjgs "'S: "2kt (s)e i s,

ses dsl‘ (C)
Die rechte Seite von (B)

_ Sa—-hgs] . 531_4 4 Sﬂ Sm—hgx‘z . le_l.‘_ So Ssl Sa—n 553 o Ssl_J
« @ 8 w—-h Jja « 8 a—-h Jiw—-h Ja [ 8
4 Sn gsl 582 Sa—hgt_l » Ssi_] 4o g Sl) Ssl §s2 . Ssj_gga—hgsj .
a=h Ja—h ja—h Ja a £ a-h Ja—-hJ)a—h «—n Ju §
S”{-] + S" Ssl S”z S‘j—lS") S‘c—l (BY)
& a—h Ja—-h Ju—-h a—h)s $ .
Dabher ist (C)—(B")

0 5 8y
- S 2Kn—v,+l(sl)e—(n-pl+l)$ls ,?rcpl_p'—’(SZ)e_(”l—p?)s'lg 25171—1:3(33)9—(1:2—7’3)83
a—n a—h a—-h

a—h

a_ . ~ ~ 55
S 017 23(5,) (Bys — DAL (8) — s )} e s p’)s"g =
&
a—h
25"! 1 ‘(si)e’“’; 17 ds; ...dsl_S 2" P! (S,)e_("_pl+')31
@
§i_ ) s
26P17P(sy)e™ "1 Pz"»---S ’ ]2x”1-1_"f(81)’?(31)(ﬂj—1“‘Pi)e_mf"_pj)sfs =
[’ 8

0
2 Py g 1(81)8 r;_q "’tds e dsl_S 2.:7’_"1”(81)2—("—')1H)sl

a—h

h 0 Ly
kP17 Pe(s,)e " PP g Tees LJ ]2'5”1'"_"’(31)?(31)(PJ~1—PJ)9_<‘JJ”’_”’)EJ

{3

. a
S i—1 r)h_’,.t_|~|(si)er-(;-l_]—])sids£ ee dS] _S 2!:”_7)1+I(SJ)€_(”_"1+DSJ

a—h

I
I
I
-
I
2

a-h 85
O I O G R OV (IREY
“ @

vth

& 8
_ J i1 o e
e Vi "f”‘ig S 2eri-17(s)e - ids; e dsy — oo —
8 8

[} 5 o
S O p]+l(.§ )e (-p -+ l)slg 9kP1 ™ (S )e--u»]-y,)a.,g :2&”2‘p:J'(S;;)(J_“‘Z‘pii)s& vee
a@— —h

a—-n

o - —(P;_—PIF s fim1 v, -1 —(p;_(— 18
2065-173(5,) 7(5,) (paor — b Pr=70) o | T eresi(s)e P e ds,
@ u 8

o ds, . (D)

Wenn wir die rechte Seite von (D) durch % teilen, und wenn % gegen 0

11) D, h. Es existieren die beiden /im 7/(t) und ltm n‘(l) und lim y'(t) = lim 7'(t).
t—a—0 t—a+0

t»a—0



188 KEN'1T1 KOSEK]

strebt, so ergibt sich

S
S

)

8

o
851

G

das erste Glied
h

Ssz 2P (s5)e” PPN e SSJ'"’ 26211725 (84) (Ps-1—5) ' (s5) B(s;)

i 2
1

) S 9 P! (s‘)e—-(ﬂ—’ﬂ]-l-])s] S 91 P (.sz>e-(pl—1,;.‘,')32
a a

8 8
(o, 5 11 - e
X e Pi-1 1‘1"15 S 2ePi-171 (8) e P1-17 P ds, oo dsy (E)
8

g
)
Wenn b gegen a strebt, so strebt g Qi1 (g)) e~ @1t
a
s‘)
Yot (82) e~ P17 22% S T QPP (8y) e P2 P ees
o
8
- (py - 3
2623171 (85) (Dy-1— ) @' (s5) B(s5)e”Ps-1777% Sn
[ 5] .
2171 (5)ePi-1m P ds, o« dsy gegen 0.

die folgenden Glieder
A — 0.

Das zweite Glied a

7 nd

Anderseits ist es nach dem Gesetz von der partiellen Integration
0 8 8,
S 2" (s) em R g " 26772 (5,) €12 (py — p) 7 (s2) S Fe
8 8 §

5 0
S i 12'{;}{_]—1 (Sz) e'“’f—l")"'f dS; "‘dsl=g 2‘:%—1:1-4-1 (sl)e—(n—aoﬁ-l)sl (X(S])
§ 1
1 82 -1
S BeP1P2 (8,) e~ PP (py — po) B (sz)g S 217 (s) e P i ds e ds,
& & §
0 8 s,
—S B M O L R S a! (S-.')j 262 (s5)e” TP (py— ) B(sa)
H 8 8

b 5 .
S S Ru¥t=17" (Sppr)e” Pi=1" P dsyyy o0 ds,
§ §

0 £
= S 2" (5) e” %y (s) S Pl (s.) e~ =225 (p— p,) B(s.) Y’
8 8

@

:{—-I ) U 8]
g QKI"_F‘I (Si)e—(”i—l"')“‘ dS; vee dS, _S 3/:"""1“(S,)e_("—"l“)sl S a!(sz)
§ ©® a

s, s 8
S 2T (s)e” PN (pr— pa) B (sy) S S 5 ‘2iPirt (S141)e™P1-1"Pir1dsy
§ & ¥

...dsl . ) i (BI)

Ebenfalls ist es
0 s ) s
S 26" (5,) e~ PPy S 26717 P2 (5,) PPy — p,) 7 (51) g S
8 § 8

B v . 0 -~
S 2,:;1‘_]—.! (S‘)e—(pi_]—])bz dSt P dsl =S 2xu—pl+l (s,)e"("_”l +1)8y a(SJ)
B a—n
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8 89 By
[Loremeeorroaoi=pp "o [ et spem s, ds
2 g £

aQ 5 o
_S 2»:" P+l (S )e—(n—-pl-n)s] 5 '(S) S '2,:::1—112(S::)e—(p,—pg)s%; (P] —‘Pg) [q (sg)
a—n

8

g 52<s)e dsiv e dsi. ()
Daher ist (C)—(B")

0
= S QP (S;)e—("—p1+1)81 (& (s)—als)
a—h
8 _ —(p— o8 2 511 p, -1 —(p,_—18
26717 P2(s,)e” PP (P — po) B(s) | o 2”17 (s)e” P11 Pd s e d sy
s § 8
0 8
_ S 25721t (sl)e—(n—plﬂ)s] S ! (&I (82) —a! (Sg))
a-h a—h
8o 8, &
S 2xP7(sy) e Mm% _Pz)ﬁ(ss)s%” S kP17 (s 1) e P P ds g
§ § &

a—h 8.
wds, — S PYIRS (sj)e‘(""’l"”‘la(&) S 12h”1“”2(sg)e““’1"‘2’sz(p, —p2) B(s2)
1)

S 2!€pi 1 ](S )e ;4 ])“d& ds, _‘_S 2Kﬂ'—p]+1(sl)e—(ﬂ—lll+l)k]
@

"ot () s (se o (w0 |-

"wr(s) [ 26 (Do i— 2 s |

o

S 2?11 (s141)e” P17 d sy o0 dsy +g 2" P (5))e” P Y
a-h

S 2?1171 (§) e Pi-1 P ds e dsy (D"

Wenn wir die rechte Seite von (D) durch % teilen, und wenn / gegen

0 strebt, so ergibt sich
rste Glied (o
das e 7 1 ._)S 2mn—pl+l(sl)e—(ﬂ—p,+l)sl Cxl(sl)S:“g’:ﬁ]—:12(32)e-—(r:,—p2—)l:2
a 8

(= 2R

. : 0
das zwe;lte Glied _, —S 267 P11(s) )= Py S’;an(s?)
(13 a

3, &, 8
S22':?1_”2(33)3_(?’-?2)‘“(Pl—Pz)tg(sz:)g JS 2xTii ! (s141)e”Fim1™Plr1d s, g0 d sy
& 8 L

das dri‘;lte Glied -0

das vierte Glied
h

1 - - —
2xPt-17(s,)e -1 %5 000 ds,

-0
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des fiinfte Glied @
h - —a (a)g.'?"p‘""?(Ss)e“”l“’?’%(pn — ) B (s3)

%3 5 _ _ _ 0
S S 26P1=17(Spp) @ D=1 P sy oo ds::g 26" (5))e” P05, (En
8 a

8
Wir bestimmen die Funktion « (#) derart, dass ¢"(0)=0ine <<t <s
und 0 <t <b und ' (t) eine stetige Funktion in b << ¢ ist, und dass

o' (F) =Sja"’(t) dtina<t<sund o' ()= o + S:a"(t)dt (wx0)ina<Zt<)d
und o' (¢) = S: " (#)dt ino <t <bist, und dass ¢ (¢) = S: o' (t) dt ist.

Wenn b gegen a strebt, so strebt sowohl 5:2;;""’1“‘(s,)e“”"”l*'"sla'(sa)
SS‘,?x’”l"’::(sg)e“‘”:"’2”":(/),—/)g) /9(3.3)58.2--- Ss‘_].i,’x”l—l“'(s,) e~ P Mide, oo ds, als
a;ch & s

= [z rieemommen [anis) [“aen-rsde oo pi— p)a(s) |
Sj{&:”i—l"(sm)e'“’t‘l‘Dsi+1ds,+|---ds, gegen 0.
Folglich ist fiir py_; <pi- o <++ <po<p,(=n)der imaginire Teil
Sa'@) |2 e 250, p) 5|
S:izlc"i—l"(s,+,)e““’i—l‘”"l+lds,+,--- ds, g:.?,c""'l“(s,) e~ Nt = 0.
Da a/(a) = w0 ist, so folgt
Sg:»?'&‘p‘—pf(sn) e~ P12 %(py— o) B(s3) S:.s .
S:{ 2iP1-17Y(s ) e~ Pt=1" g s,y eee ds;;S:.?x“"”l” (s)e Pt ds =, (33)

Da die Formel (33) fiir beliebige stetige Funktion 3(¢) besteht, so bes-
teht!? (33) auch fiir die Funktion ‘3(¢) von der Art, dass 3(2)=1 in s=¢
>c(>a)und 3() =0 in c <t < a ist. Dabei haben wir nur das obige Inte-
gral im Lebesgueschen Sinne zu verstehen.

Folglich ist fiir s>c¢>a
N 3.
8(3 2/5”1‘1’;'(33)3—(1’,—112)s“(/)]_pg)S s
) §
0
Sst 2;:Pi—1—1(31+1) e~ PP id g, e ds::g 2’5"_”’H(S])e'(”"”x‘”)ﬂdsl —0. (34)

Wir differenzieren die linke Seite von (34) nach @, so bekommen wir

12), Vgl. S. Saks. Theory of the Integral. S.29.
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2@ e e ns)enmonp, — ) [
) 8§
8
S 26?175y, ) P17 ds, o dsi=0. (85)

5

t 8,
Wil’ beWCiSen nun, dass S 25,3'1‘1’2(3;:)6“(1"1"772)83(p] — P;) g Ve

. J3

s
g 12:;”1—‘1”’(s‘,_.,,)e“"’f—l“’“i*\la'sm «--ds, nicht identisch gleich ¢ in t € [¢—4,

5

t
¢ + 4] ist. Angenommen in der Tat, dass S 2e"17 P2 (s)e” PP % () — po)

rs. 8
3 i
-1 — — . o . .
S 5 21" (sppy) e P17V ds e dsy =0 in [c— 4, ¢+ 6], Wir dif-
8

8

t 8y
ferenzieren die Form S 2eP () e PR %(p, —l)-.‘)g
s s

8

i : _ .. o
S P17 (s, Yo -1 PYads, ., -+~ ds,; nach ¢, so bekommen wir
8
84

t
2O =) | 2 (s e mon
8

£
8.
S'2;:"*-1“(sm)e‘(’“f—l“”"mds,-,'l---d&EOin {e—a, c+3].
s
t 8
Da 2x17%:(f) e M~ P2t 0 ist, so istS 272 (s,)e TR S e
£ 8
% . .
S 26”117 (8y, e Pi-1"Pds, - ds,=0 in [c — 4, ¢ +4]. Dieses Verfahren
8
wiederholen wir, so bekommen wir endlich
2ePi-171() e~ Pi-1" =0 in [c — 4, ¢ + 4]; dies ist aber offennbar unmdoglich.
t &,
. . 3
Daher 1st§ 2517 %2(s,)e" P17 PP %(p, — pg)S
$ 8
[ . . . . .
S 2?1171 (s 1)e” TP ds ., -+ d s, nicht identisch gleich 0 in t€ [¢ — 4,
8

c+6].
Ohne Einschrinkung der Allgemeinheit konnen wir annehmen, dass

c 3. s
S 21 P2 (5) e~ P25 ( __p:)s ,S 9P (Sier) e PV ds, oo dsi S 0,
8 & 8
S ¢ i
Wir setzen S 2172 (s,)e P % (j)l_pi')s
& &

8
S " 9kPi-1 (s0)) e~ =171 s, oo dsy = o +1 3 und 2" "1 (@) =y (@) +id(a).

Da die Formel (35) fiir beliebige a(s>>c¢>>a) besteht, so werden wir auf
die Gleichungen

s (a) + ﬂ;-(a) =0 1
ai(a') -+ Bpla’y= 0/
gefithrt, wo s>c¢>a>a' ist.

(36)
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Aus (36) folgt
é(a) 7(a)

é(a') y(a)

Dabher ist

a) _ r(a) _

a) = ran = F1-
Da sowohl 7(¢) als auch #(¢) eine stetige Funktion von # ist, so muss
#"""1*1(¢) eine Konstante in 0 <t <s sein. Folglich muss " ”1*'(¢) eine
Konstante in 0 <t < s sein.

Da «(¢) eine stetige Funktion von ¢ ist, so ist «(¢) eine Konstante in

0 <t<s. Aus (35) folgt ohne weiteres

¢ 2 8
3,,;"(t)e‘(""’1+1)‘g 2e™P1mP2%( Py _P‘z)g g 2~ P1-1" P ridsy,, e ds; = 0.
s s Js

o

Daher muss 3u™(¢) = 0 sein, Alsoist »*(f) =+ 1 in 0=t <s. Wenn
s unendlich wichst, ist +*(¢) = + 1 in 0=t << oo,

5. Schritt: Wir integrieren nun die Differentialgleichungen
n—1
g.'@) = ng,(f) + 2 Z‘n (,f1+1)g“(t)x”’“(t) r=1) (0t <o) 37)
proms

, wo £ (t) eine Konstante + 7 ist. Wenn »n = 1 ist, so erhalten wir aus
g1'(t) = g\(t) + 2¢ die Formel g,(f) = — 2« + (g:(0) + 2x)é".
Wir nehmen nun an, dass es im allgemeinen fiir k=1, 2, «--, n—1

gt) = afx* + g} ai " g (0) —(— 1) (r + D"+ b1 (g:(0) +2:) + -

+ 071 6(gr1(0)—(—2) 7" 7)] " (38)
gilt, wo af, af, ---, a% die von 0 verschiedenen ganzen Zahlen bedeuten und
b; eine reelle Zahl ist.

Aus (37) und (38) bekommen wir
n—1
{ & —ng."(t)}e‘”‘ =2% (/t+1)x"_“{a’:rc“e_"‘+ fj a’,‘;;“"l: 2.(0)
n=0 r=
—(=1Y(r+ )"+ b7x" " (g(0) + 2&) + +-+ + b _1u(gr—1(0) — (— 1) r:;"])]e"—n)‘}

, Wo wir a) = 1 setzen, (39)
Wir integrieren nun die beiden Seiten von (39), so bekommen wir

n—1 n—1 In
guf)e ™+ C= — % T (pt Detate™ —2 T (ut D T
p= p=1 r=1
[ 2.0)— (—2)(r +12) &+ B & (£(0) + 2) + -+

+ 71 x(g-+(0) —(— 1)”177:'_')] ——nir A
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n—1

n—1 n--1

=~ 25 (urwate—2 L LY (ur ) ot [g,(o) -
n=0 r=1N—F p=r
(— 1)y (r+ )"+ b1 (g:(0) + 24) + -

+br; A‘.(g,._](O) —(— 1)""1,-,‘7’—1)] o<k,

Daraus folgt ohne weiteres

n—1

gn(t)e‘"‘—gn(0)+ 2 ()" ag+2 z Lr S (1) {g,(o)

—( 1 (r+ 16"+ 58" (g1(0) + 26) + -+ + b7y #(grs(0) —(— 277 &7 >]

~ 25 (u+ Deate™

—2"2‘i'£(u+1)xﬂ @t [ :0) = (1 (1) + B (g(0) 42 )+

r=1

b (g (0) — (= 2y e [ e

Wir multiplizieren ¢ in die beiden Seiten von der obigen Formel, so
bekommen wir

n-1 -l n—~1
gl)=—2 3 (p+rDr"at— 2 5 L (u+ 26 at [gr(())
M p=o =1 B —7F p=r
— (=1 (r + 1) & + b " (@(0) +25) + -
8 anges(0) = (= 7 D |

+a31|:g..(0)+ ): (,;+1) & alh+ 0" (g1(0)+ 26) + -

+ by 1 (gams (0) — (— 1) x”_l):le”t . (40)
Aus (40) folgt ohne weiteres '
ao—~—L(;¢+1)ao, a,——n—~2(;¢+1)a, (r=1, 2,
e, n—1), di=1 _
b= 22?? -7 E,("+ 1atb;, bh=1, (41)
‘{L: P u‘j](‘ual— Datb; (s=1, 2+, n—1) /

Wir wollen den Wert ! aus (41) berechnen. Es ist zuniichst

= — 2(1+2a}+ > +nay”’
(]
n




194 KEeN'1T1 KOSEKI

Aus g((t)=—2c+(g(0)-+2x)e' folgt @,= —2. Wir nehmen nun an, dass es
ay=(—1y(r+1) (r=2, 3, -+, n—1) gilt. Es ist dann

21—+ + e+ (=1)""n) =(—1"(n+1)
n )

"
Qg = —

Daher besteht es im allgemeinen
as=(—1)"(7l+1) (?l_,—'L 2, "')- (42)
Aus (41) folgt

a;= —% 2 (pe+ 1) ar —;—1[2'5‘ (,,;+1)a“+2na"“]
p=yr .

Wenn r < n—1 ist, ist es

|:.2V‘(‘u+1)a"+2na“ ’:l n—Ir[ (n—1—r)a*'+ "na""]
pe=zr (R

n—r

— —mtr+1)
n—r )

Daraus folgt ohne weiteres

n_ () BErtL (n+r+1)(n+r) w2 ...
ar=( I)T_ == No—r—D % =

ner1 (7 D) (A7) e (2r+3) .
n—r)(n—r—1):3-2 Tt

Es ist aber aus (41)

=(-1)

an_1=—2na,l=—2n.
Daher ist
al=(—1)"" nr+r+Dn+r) - Gr+3) (2 +2) (r=1,2,
(n—r)!
ooy n__l). (43)

Aus (42) und (43) konnen wir leicht einsehen, dass die Formel (43) fiir » =0
auch gilt. Also besteht es im allgeimenen

g.(t)=a} "+z v 7‘“f|:g,(0)—(—1)"(r+1)x'+b;‘m"-‘(g.(o)+2x)+---

+ b,’-_m(g,_,(u)—(—:z)"—'r,.-.*“')]_e" (n=1,2, ).
Der Koeffizient a;' wird durch (43) bestimmt.
6. Schritt: Indem wir die Differentialgleichungen
g (O=nga()+ 23 (ur D™ (12D (O=t<w)  (44)

integrieren, bekommen wir
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ga(s)=al "+ Ea’,‘ & [gr(t)—(——l)'(r+1)x' +bi e (g () +26) 4 -

+ b:_] P (gr_] (t) __( _1)7—1 r /cr_l)] er(s—t) (45)

, wo s und ¢ beliebige nicht negativen Zahlen bedeuten.

Der Koeffizient 4 wird durch (43) bestimmt. Wir wollen nun die Koe-
ffizieten b berechnen'.

Wir setzen s = 0 in der Formel (45), so ergibt sich
& (0)=aix" + L alulg: (&) = (= 1) (r + ) " + bia" (g (&) + 26) + -

+ O k(graa(®) = (—2Y 're")]e ™.

Es ist bemerkenswert dabei, dass der Koeffizient '6; nur von » und s
und nicht von » abhingig ist.

Daraus folgt ohne weiteres
atelg-@®)— (=2 @+ D"+ b1 (g, (F) + 26) + -
F 0k (gr @) — (=2 "] e
= eine Konstante (unabhingig von ¢). (46)
Wir differenzieren die linke Seite von (46) nach ¢, so bekommen wir
bia" g/ (£) + - + bioixgl () + 2 (@)
— (b7 (g1 (F) + 25) + -
+ k(g — ()N H () —(— D+ D] r=0 47
Anderseits kann die Differentialgleichung g,/ (#) = ng.(t) +
222:};(14 + 1)g.(&)x** in der Form

£01(8) = 1(gu(®) — (=11 + D) + 3 (a4 o™ (g0

— (——1)"(/4 + 1) &*) (48)
umschrieben werden.

Wir setzen (48) in (47) ein, so bekommen wir
E {6ii +2( + 1) (b1s) + blss + o0 O+ b)) —rbi} " g, () = 0 (49)

, Wo wir b, = 1 setzen.
Wir setzen =0 in (49), so erhalten wir

S {b1i+ 26+ D) O +bea b+ BTy + ) — 787 | g (0) = 0. (50)

13) Es ist mir zu schwierig aus (43) die b; zu berechnen.
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Da g,(0), g0), ---, g.(0) die beliebigen Werte annehmen konnen, so folgt
aus (50)

P+ 20 + 1) (bl + biyo + - + by_y + by) = rb;.
Daraus ergibt sich, wenn i <7 ist,
b =2 (rl_”f 51) (Bfar+ s oo +bi_i -+ 0).
Daher ist
r 2. r ” 2
b= ;ﬁ (b7 +bisy + - + 05+ b)),
Daraus folgt
(r—20) ;o_(r—i+1),., ..
2(i+ 1) o R
Folglich ist
y v it 0, rit3 i1 rHiv2 0

i-1— Ui — Visl

r—i+1 i+1 r—i i+2 r—i+1 i+1
_ i@+ v (it (rt+r+2) _ i C._.
G+1) - (r+1) (—i+1)-—r+1) r+z1 77700

Also bekommen wir

b= z—l—i_

r+1 2r+2Cr—l (i=r—1; 7"—2, “tY 1)' (51)
4

Da b/=1 ist, so gilt die Formel (51) fiir /=~ auch.
7. Schritt: Es sei
e=k(2)=z+p2" -+ + a2t oo
eine innerhalb des Einheitskreises |z| << 1 regulire und schlichte Funktion,
so dass p,= M, ist.
Das Bild von der Kreisscheibe |z| <1 durch die Funktion ¢==£k(2) be-
zeichnen wir mit D. Nach dem Schifferschen Satz ist D = die volle-¢-

Ebene —eine analytische Kurve /. Wir bezeichnen die beiden Endepunkte
von / mit oo und a.

Es sei b (3z0) ein von @ verschiedener Punkt auf /. Die Kurve / wird
durch den Punkt & in die beiden Teile /, und 1. zerlegt, einer von denen,
etwa /;,, den Punkt ¢ und der andere /, nicht den Punkt « enthilt.

Wir bilden nun einundeindeutig und konform die Kreisscheibe |z|<<1
auf das Gebiet D;=die volle-¢-Ebene—/, ab, und wir bezeichnen diese
Abbildungsfunktion mit ¢ =72, (2, £)=¢'(z+g,(t) &+« +g. () 2" 4---2).

Aus (45) erhalten wir



UBER DIE SCHLICHTEN FUNKTIONEN 197

g)=aix"+ %‘;ai’ K""[gr(o)—(—ﬂr(7‘+1) Kb (g1 (0) + 26)

B k(g s (0)—(—2)'7 h-f—l)] o, (52)

Anderseits ist es wohl bekannt, dass alle, in |z|< 1 reguldren, nor-
mierten schlichten Funktionen eine normale Familie bilden.

Folglich gibt es eine Folge {t.} (n=1, 2, ---), so dass #,— oo (12— o) ist,
und dass die Folge {/(z, t,)e "2} =z+g:1(tp)) 2.+ + g (2" 4+ in
jedem abgeschlossenen Teilgebiet von |z|<C1 gleichmissig konvergiert.
Die Grenzfunktion von der Folge {4,(z, t,)e *»} bezeichnen wir mit ¢(z) =
z+ g2+ +gu2""'+---., Nach dem Weierstrassschen Satz strebt dann
die Folge {g.(¢,)} gegen g,.

Folglich muss aus (52)

@k (g (0)—(— 1) (r+ 1) w7+ 05 (g1(0) + 26) 4 oo
+ 01 k(gea(0)—(—21) " D] =0
sein. Daher ist
g,,(t) =gl " =(— 1) (ﬂ + i,
Da r= %1 ist, ist
gO=(D(—1)n+1D=n+1)
W.z. b w.
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