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KORPER
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Mikao MORIYA

In der vorliegenden Note versteht man unter einem Schiefkdrper
eventuell einen kommutativen Korper. Es sei L ein Schiefkdrper und X
ein Erweiterungs-(schief-)kérper von L. Dann heiBt ein Automorphismus
o von K ein L-Automorphismus, wenn L durch Anwendung von ¢ element-
weise invariant ist. Nun heift K iiber L galoissch (oder K heiBt eine ga-
loissche Erweiterung von L), wenn es eine Automorphismengruppe $ von
K gibt, deren Fixkorper L ist. Selbstverstindlich besteht $ aus lauter
L-Automorphismen von K. Dabei soll © eine Galoisgruppe von K/L
genannt werden. Unter allen Galoisgruppen von K/L existiert sicher
die groBte, welche aus allen L-Automorphismen von K besteht. Die
galoissche Theorie fiir Schiefkérper ist bereits von H. Cartan [1]
und N. Jacobson [2, 3] im Falle ausfiihrlich entwickelt worden”, wo
galoissche Erweiterungen iiber den Grundkérpern von einem endlichen
Grade sind”. Obwohl die meisten Sitze aus der kommutativen galoisschen
Theorie auch im nicht-kommutativen Fall giiltig bleiben, so findet man
doch einige wesentliche Abweichungen vom kommutativen Fall. Davon
will ich hier die beiden folgenden hervorheben :

1. Zu einer galoisschen Erweiterung K von L gibt es im allgemeinen
mehrere Galoisgruppen. _

2. Ein Zwischenkorper von K/L, welcher iiber L galoissch ist, ist
nicht notwendig normal in K/L.

Dabei heiBt ein Zwischenkorper Z von K/L normal in K/L, wenn
jeder L-Automorphismus von K in Z einen Automorphismus induziert.

Als Beispiel betrachte man als L den Kérper aller reellen Zahlen und
als K den Quaternionenkorper iiber L. Bekanntlich ist K iiber L galoissch
vom Grade 4, und die Gruppe aller inneren Automorphismen von K bildet

1) Dije Zahlen in [ ] beziehen sich auf das Literaturverzeichnis am SchluB dieser
Note.

2) Wenn man eine galoissche Erweiterung K eines Schiefkérpers L als Rechts- bzw.
Linksvektorraum mit L als Skalarenkoérper betrachtet, so kann man dementsprechend
die Rechts- bzw. Linksdimension von K iiber L definieren. Die beiden Dimensionen
sind einander gleich, wenn die eine von ihnen endlich ist. In diesem Fall nennt man
diese gleiche Dimension den Grad von K nach L.
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sicher eine (unendliche und sogar die groBte) Galoisgruppe von K/L. Bezei-
chnet man aber mit 1, 7, § und % die Quaternioneneinheiten®”, so bestitigt
man leicht, daB diedurchl, 7, j uud % erzeugten, inneren Automorphis-
men auch eine (endliche) Galoisgruppe von K/L bilden. Ferner ist L(7) als
eine kommutative quadratische Erweiterung von L iiber L galoissch.
Wire dann L(¢) in K/L normal, so miiBte L({) durch Anwendung jedes
inneren Automorphismus von K im ganzen invariant sein; dies fithrt aber
nach einem Satz von H. Cartan [1, Théoréme 4] zu einem Widerspruch.

§ 1. In diesem Paragraphen bezeichnet K durchweg eine endliche
galoissche Erweiterung iiber einem Schiefkérper L. Nach der galoisschen
Theorie ist dann K stets galoissch iiber einem beliebigen Zwischenkoérper
Z von K/L. Unser Ziel ist ein Kriterium dafiir anzugeben, daB ein Zwi-
schenkorper von K/L iiber L galoissch sei’. Dazu schicken wir folgende
Hilfssitze voraus.

Hilfssatz 1. Es sei Z ein Zwischenkorper von K/L und © eine Ga-
loisgruppe von K/Z. Ist dann o ein L-Automorphismus von K, so ist
0790 eine Galoisgruppe von K[Z°. Dabei bedeutet Z° denjenigen zu Z
isomorphen Schiefkorper aus K, welcher aus Z durch Anwendung von
o entsteht. ‘

Beweis. Wenn man mit Z, den Fixkorper von ¢ 'Ds bezeichnet, so
ist Z°SZ,, weil jeder Automorphismus aus ¢ '9s Z° elementweise invari-
ant l48t. Daher gilt:

-1
Z<SZ; .

1, : "
Da ¢ '9s eine Galoisgruppe von K/Z, ist, so ist Z, im Fixkorper von
(7 'De)e" =9 enthalten; d. h. esist

1
Z, EZ
Also ist Z(',_] = 7, woraus Z, = Z" folgt, w. z. b. w.

Hilfssatz 2. Es sei Z ein Zwischenkorper von K|/ L und 9 eine Ga-
loisgruppe von K/Z. Ferner sei ® eine L-Automorphismengruppe von K,
welche © als einen Normalteiler enthalt. Dann ist der Durchschnitt 9,
von ® und der groften Galoisgruppe &(K/Z) von K|Z ein Normalteiler
von ®. Ferner induziert ® in Z eine L-Automorphismengruppe g, und es
gilt :

3) D. h. es sind i2=j2=k=—1, ij=—ji=~k, jk=—Fkj=i und ki=—ik=j.

4) H. Cartan hat schon in der zitierten Arbeit [1] ein Kriterium angegeben. Es
scheint mir aber, daB unser Kriterium bei Anwendung brauchbarer ist als das von
H. Cartan. :
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®&/ 9 = g.

Beweis. Wir bezeichnen mit J(K, ©,) den Fixkérper von 9, aus K.
Wegen © & 9, S G(K/Z) gilt offenbar :

J(K, ©) 2 J(K %) 2 J(K, 8(K/2Z)) = Z,

also ist $, auch eine Galoisgruppe von K/Z. Fiir einen beliebigen Auto-
morphismus # aus & sind ¢7'9s und 67 Hye nach Hilfssatz 1 Galoisgruppen
von K/Z°. Da ¢7'9a =  ist, so ist der Fixkérper Z° von ¢7'9¢ mit Z
identisch. Daher ist o7 '9:s eine Galoisgruppe von K/Z und infolgedessen
ist 6779y € G(K/Z). Hieraus folgt :

o' S @ NS(K/Z) S D0

d. h. ©, ist ein Normalteiler von @. Weil fiir einen beliebigen Automor-
phismus ¢ aus ® stets Z7 = Z gilt, so induziert jeder Automorphismus aus
® einen L-Automorphismus von Z. Offenbar induzieren dabei alle und nur
alle Automorphismen aus 9, den identischen Automorphismus von Z, und
folglich induzieren alle Automorphismen aus einer Nebengruppe von &
nach 9, einen und denselben Automorphismus von Z, den ich einfach den
einer Nebengruppe zugeordneten Automorphismus von Z nennen will.

Ordnet man nun einer Nebengruppe von & nach $, den ihr zugeordne-
ten Automorphismus von Z zu, so entsteht dadurch aus &/, eine Auto-
morphismengruppe g von Z. Es ist klar, da8

/D= g
ist.

Nach der galoisschen Theorie ist ein L-Isomorphismus = von Z in K
stets auf K fortsetzbar”; d.h. es gibt einen L-Automorphismus von K,
welcher, auf Z angewandt, den Isomorphismus - induziert. Ist also g eine
L-Automorphismengrupppe von Z, so bildet die Gesamtheit & von den
Fortsetzungen aller Automorphismen aus g auf K eine Gruppe. Im folgen-
den soll @ einfach die Fortsetzung von g auf K heiflen.

Satz 1. Es sei K eine endliche galoissche Erweiterung eines Schief-
korpers L und Z ein Zwischenkorper von K/L. Dann und nur dann
ist Z itber L. galoissch, wenn es eine Galoisgruppe 9 von K|Z und eine
Galoisgruppewon K|L gibt, welche O als Normalteiler enthalt.

Beweis. 9 sei eine Galoisgruppe von K/Z und ® eine Galoisgruppe
von K/L, welche © als Normalteiler enthdlt. Dann induziert & nach
Hilfssatz 2 eine L-Automorphismengruppe g von Z. Offenbar ist L im Fix-

5) Vgl. etwa [1, Théoréme 3) oder [3, §7. 4, Theorem 1, Corallary 1].
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korper L' von g aus Z enthalten. Nun sei z ein beliebiges Element aus L',

Dann ist z sicher ein Fixelement von &; d.h. esistz & L. Alsoist L =
L'. Dies zeigt offenbar, daB Z iiber L galoissch ist.

Umgekehrt sei Z iiber L galoissch und g ein Galoisgruppe von Z/L.
Bezeichnet man dann mit & die Fortsetzung von g auf X, so enthilt G die
groBte Galoisgrupppe &(K/Z) von K/Z, weil jeder Automorphismus aus
®&(K/Z) in L den identischen Automorphismus induziert. Es ist klar, dag
L im Fixkorper von & aus K enthalten ist. Ist aber x ein Fixelement von
® aus K, so ist x sicher ein Fixelement von &(K/Z), also ist x in Z enthal-
ten. Hieraus folgt ohne weiteres, daB x ein Fixelement von ¢ aus Z ist.
Also gehort x zu L; d. h. der Fixkoérper von @ ist in L enthalten. Somit
ist gezeigt, daB L der Fixkoérper von @ aus K und infolgedessen K iiber L
galoissch ist. Ferner ist dabei @ eine Galoisgrupppe von K/L.

Fiir einen beliebigen Automorphismus ¢ aus ® ist ¢7'&(K/Z)s nach
Hilfssatz 1 eine Galoisgrupppe von K/Z°. Weil nach Definition & eine
Automorphismengruppe von Z induziert, so ist Z°=2Z2; d. h. ¢ '&(K/Z)a
ist eine Galoisgrupppe von K/Z und folglich ist ¢ '&(K/Z)e S G(K/Z).
Dies zeigt aber, daB G(K/Z) ein Normalteiler von ® ist, w.z. b. w.

Aus dem Beweis von Satz 1 folgt :

Zusatz 1 zu Satz 1. Ist ein Zwischenkorper Z von K|L iber L ga-
loissch, soist die Fortsetzung jeder Galoisgruppe von Z /L auf K stets
eine Galoisgruppe von K/L.

Es sei Z wieder ein Zwischenkérper von K/L und &(K/Z) die groste
Galoisgrupppe von K/Z. Ist dann &(K/Z) ein Normalteiler der groften
Galoisgruppe &(K/L) von K/L, so ist nach Satz 1 Z iiber L galoissch.
Ferner induziert 8(K/L) nach Hilfssatz 2 einen L-Automorphismengruppe
g von Z. Weil die Fortsetzung eines beliebigen L-Automorphismus von Z
auf K sicher in &(K/L) enthalten ist, so ist g mit &(Z/L) identisch. Daher
ist Z normal in K/L, und es gilt nach Hilfssatz 2:

®(K/L)/8(K/Z) = &(Z/L).

Wenn also Z iiber L galoissch aber in K/L nicht-normal ist, so ist
die Fortsetzung jeder Galoisgruppe von Z/L auf K von der gréten Galois-
gruppe von K/L verschieden, weil sonst Z nach dem eben Bewiesenen in
K/L normal sein wiirde. Hieraus folgt :

Zusatz 2 zu Satz 1. Besitzt K einen solchen Zwischenkorper Z von
K/L, dad Z uber L galoissch aber in K|L nicht-normal ist, so existiert

eine Galoisgruppe von K|L, welche keine grofte Galoisgruppe von K|L
ist.
Aus Satz 1 schlieft man auch folgenden

Zusatz 3 zu Satz 1. Ist & eine Galoisgruppe von K/L und O ein
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Normalteiler von ®, so ist der Fixkorper von O aus K uber L galoissch.

Bemerkung. Satz 1 gilt fiir eine unendliche galoissche Erweiterung
K iiber L, wenn K {iber L lokal endlich-normal ist, und wenn die gréfte
Galoisgruppe &(K/L) von K/L in bezug auf die Krullsche Topologie lokal-
kompakt ist®.

§ 2. K sei ein Schiefkorper und L ein Teil-(schief-)korper von K.
Ferner sei S eine Teilmenge von K. Dann versteht man unter dem Zexn-
tralisator Vx(8) von S in K die Gesamtheit aller derjenigen Elemente aus
K, die einzeln mit S elementweise vertauschbar sind”. Nach Definition
bildet Vx(8) einen Teilkérper von K, und fiir eine Teilmenge S’ von S gilt
Ve(S) S Vi(S). Daher enthilt Vi(S)stets den Zentralisator Vi(K) von K
in K, welcher definitionsgemiB das Zentrum von K bedeutet. Im folgenden
setzen wir stets Vix(K)=Z. Nun bezeichnen wir mit Vx(L)* die multiplika-
tive Gruppe aller von Null verschiedenen Elemente aus V. (L). Dann de-
finiert ein beliebiges Element ¢ aus Vi(L)* einen inneren L-Automorphis-
mus £ von K, wenn fiir ein beliebiges Element x aus K £ = txt™ gesetzt
ist. Ersichtlich definieren alle und nur alle Elemente aus Vx(K)*=2Z* den
identischen Automorphismus von K, und alle Elemente aus einer Neben-
gruppe von Vx(L)* nach Z* definieren einen und denselben inneren
L-Automorphismus von K. Also ist die Faktorgruppe Vi(L)*/Z* invers
isomorph auf die Gruppe J(K/L) aller inneren L-Automorphismen von
K abgebildet. Im folgenden bezeichnen wir der Bequemlichkeit halber
S(K/L) oft mit Va(L)*.

Setzt man nun H = V(Vx(L)), so gilt wegen Vi(V(L)) 2 L:

d.h. esist Vi(H) = Vx(L). Nach Definition ist H der Fixkorper von

I//':(If‘(= J(K/L)), also ist K iiber H galoissch mit J(K/L) als eine Ga-

loisgruppe. Wegen J(X/L) = 17;(716* ist J(K/ L) die groste Galoisgruppe
von K/H, falls K iiber L endlich ist [6, Theorem 4 ]. Ferner gilt:

6) Eine galoissche Erweiterung KX hei8t iiber L lokal endlich-normal, wenn zu einer
beliebigen endlichen Teilmenge S von K stets ein in K/L normaler Zwischenkérper
Z von K/L existiert derart,da8 Z S enthilt und Z iiber L von einem endlichen Grade
ist. In diesem Fall kann man in die groB8te Galoisgruppe ®(X/L) von K/L eine Topo-
logie einfithren, wie es Krull bei kommutativen, unendlichen galoisschen Erweiterun-
gen durchgefiihrt hat. Wenn ®&(X/L) in bezug auf diese Topologie lokal-kompakt ist,
so kann man fiir K/L die galoissche Theorie entwickeln. Hierzu vergleiche man: H.
Tominaga und T. Nagahara, On Galois theory of division rings, Math. Journ., Oka-
yama Univ.,, Bd. 6 (1956), 1—21.

7) Wenn S die leere Menge ist, so definieren wir Vx(S)=K.
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Va(L) = V(L) N\ H = Vo(H) N\ H = Vu(H) = Zentrum von H
= Va(L) N Va( V(L)) = Vy_:(Vi(L)) = Zentrum von Ve(L);

d. h. das Zentrum von V(L) stimmt mit dem von H iiberein. Weil Vx(L)
= Vx(H) ist, so existiert kein eigentlich innerer L-Automorphismus von
H.

Von nun an wollen wir stets annehmen, daB K iiber L endlich galois-
sch ist. Da offenbar jeder L-Automorphismus von K den Korper Vi(L) (in
seiner Gesamtheit) invariant 148t, so induziert die groBte Galoisgruppe
®(K/L) von K/L eine Automorphismengruppe g von Vi(L). Dabei ist
Ve(L) YL =V,(L) (= Zentrum von L) der Fixkérper von g aus Vg(L).
Ferner ist das Zentrum V,( H) von Vg(L) durch Anwendung eines beliebi-
gen Automorphismus von g invariant. Also ist Vx( H) als kommutativer
Korper iiber V.(L) separabel galoissch.

Da V(L) durch Anwendung jedes Automorphlsmus aus &(K/L) in-
variant ist, so ist es auch Vi(V,(L)) = H. Also ist H normal in K/L. Of-
fenbar definiert jedes Element ¢ aus K einen Modulendomorphismus 2
von K, wenn x-a'” = xa gesetzt ist, wo x alle Elemente aus K durch-
lduft. Dabei heiBt ¢ die durch a definierte Rechtsmultiplikation von K.
Wenn man mit K die Gesamtheit aller Rechtsmultiplikationen von K
bezeichnet, so ist K™ zu K ringisomorph. Ein Automorphismus r von
K kann auch als ein Modulendomorphismus von K betrachtet werden.
Zwischen einer Rechtsmultiplikation ¢’ von K und einem Automorphis-
mus ¢ von K besteht die Relation: &’z = z(a")". Ist nun ® eine Galois-
gruppe von K/L, so bildet die Gesamtheit @ K’ aller endlichen Produkt-
summen von den Elementen aus & und K™ einen Ring (einen Teilring
aller Endomorphismen von K), welcher gleichzeitig @ und K enthilt.
® K ist ersichtlich ein Rechtsvektorraum iiber K, und es giit:

(@K™ : K¥] = [K: L],

wo [@ K™ : K] die Dimension von 8K iiber K’ bedeutet. Ferner ent-
halt G K™ die groBte Galoisgruppe von K/L [5].

Nun bildet die Gesamtheit & aller inneren Automorphismen aus &
einen Normalteiler von ®. Da K ein Teilraum von @ K ist, so besitzt
K offenbar eine K -Basisaus §. Essei V={7;, i=1,2,..., s} eine
K"-Basis von JK 7 aus J*, und S= {0y, j =1,2,..., m} ein Vertreter-
system von m verschiedenen Nebengruppen von @ nach J. Ist dann T =
{o7, i=1,2,...,s; j=1,2,..., m} iiber K linear abhingig, so exis-
tiert eine Teilmenge {z,, ¢ = 1,2,..., n} von T von der Art, daB -, =

8) Die 1 (i =1,2,..., s) gehoéren also zu Vx(L).
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titq=1,2,..., n) mit >}.,%, = 0sind, wodieu, (¢ =1,2,..., n) Ele-
mente aus Vi(L)* bezeichnen [4, Hilfssatz 1; 1, Lemme 1]. Daher ge-
horen die =, (¢=1,2,..., n) zu einer und derselben Nebengruppe von

® nach & ; d. h. es existiert ein oy aus S, so daB 7z, = ¢, 0, (¢ = 1,2,

., n) sind, wo {2,; ¢ = 1, 2,..., n} eine Teilmenge von V bedeutet.
Wegen SV_ju, = 0 sind die %, (¢ = 1,2,...,n), also auch die z, (=au0',)
(¢g=1,2,...,n), iiber K™ linear abhingig [Vgl. etwa 4, Hilfssatz 1].
Dies ist aber ein Widerspruch, weil sonst die Menge {7/, ¢ =1,2,..., n}
iiber K linear abhingig sein wiirde. Hieraus folgt, daB die Menge T
{iber K linear unabhingig und infolgedessen (& : J) endlich ist.

Nun sei {r;, 7=1,2,..., t} ein Vertretersystem aller Nebengruppen
von & nach . Ist dann r ein beliebiger Automorphismus aus &, so exis-
tieren ein r; (1 < j, =< #) und ein ¥ aus ¥, so daB r = ryw ist. Da sich
7 als eine Linearform in v, 2, ..., v, mit Koeffizienten aus K™ darstel-
len 148t, so ist = iiber K"’ von den «(f =1,2,..., s; 7=1,2,..., §) li-
near abhingig; d.h. die zjp, ((=1,2,..., s; 7 = 1,2,...,1¢) bilden eine
K Basis von &K,

Ist nun # ein Automorphismus aus Vz(L)*, so ist 7 iiber K von den
(G =1,2,...,5; j =1,2,...,¢) linear abhiingig, weil jeder L-Auto-
morphismus von K in @ K enthalten ist. Es gibt also unter den 3, ( =
1,2,..., s; j=1,2,..., ¢) endlich viele Automorphismen p;, ps, ..., pq
derart, daB

Py = 51}1(3-:1’2;--')4)

mitl + Z‘LIu: = 0 sind. Da die p(: = 1,2, ..., ¢) alle innere L-Automor-
phismen sind, so miissen die p; ({ = 1,2,...,¢) zu V gehéren. Ferner
folgt aus 1 + >¥.,u; = 0, daB

. .
v +£X‘; oiti” =0 (Null-Endomorphismus von K)

ist; d.h. p ist iiber K von den @, ?.,..., v, linear abhingig. Also ist
vE Zvy + Zv, + ...+ Zv, S Vi(L). Da v alle Elemente aus Vi(L)*
durchlaufen kann, so gilt:

VK(L)=Z’I)] +ZU-3+...+ZU,;

d.h. esist (KT : KD = [V(L): Z].
Zusammenfassend haben wir bewiesen :

Satz 2. Es sei K endlich galoissch uber L. Ferner sei ® eine Ga-

9) Als den Vertreter von 3 nehme man den identischen Automorphismus.
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loisgruppe von K/L und I derjenige Normalteiter von ®, der aus den
samtlichen inneren Automorphismen aus ® besteht. Dann gilt :

[K: L] =@®: J[V(L): Z].

Ist ferner {o,, i= 1,2,..., s} eine beliebige K”-Basis von K aus J,
so bildet {v,, 1 = 1,2,...,s} stets eine Z-Basis von Vg(L).

Bemerkung. Nach Satz 2 ist der Index von @ nach J eine Invari-
ante von K/L, weil (& :J) = [K: L1[Vz(L): Z]'ist.

Nun heiBe K iiber L dufer (inner) galoisssch, wenn K keinen eigent-
lich inneren (duBeren) Automorphismus besitzt. Ebenso kann man von
einer duBeren (inneren) Galoisgruppe von K/L sprechen, wenn sie keinen

eigentlich inneren (4ufieren) Automorphismus besitzt. Aus Satz 2 schlieft
man leicht :

Zusatz 1 zu Satz 2. K ist dann und nur dann wber L auBer (inner)
galoissch, wenn es eine duBere (innere) Galoisgruppe von K/L gibt.
Wenn insbesondere K uber L GuBer galoissch, so existiert nur eine ein-
zige Galoisgruppe von K/L.

Wir betrachten nun den Fixkérper H' von & aus K und bezeichnen

mit {z,, i=1,2,..., s} eine K-Basis von JK aus §. Offenbar ist K
nach Zusatz 1 zu Satz 2 iiber H' inner galoissch, und die v((i =1,2,...,s)
sind alle in Vx(H') enthalten. Da Vix(H') 2 Zund H' 2 L sind, so gilt
einerseits Vx(H') 2 2.1 Zv, = Vx(L) (nach Satz 2) und anderseits Vx(H’)
C Vx(L), woraus Vi(H') = Vi(L) folgt. Da K iiber H' inner galoissch ist,
so ist Vx(HN* (= Vx(L)*) die grofte Galoisgruppe von K/ H'. Aber wie
——
schon oben bewiesen ist, ist H = Vx(Vx(L)) der Fixkorper von Vi(L)* aus
—

K; d.h. esist H = H. Da® N V(L)* = J ist, so folgt aus Hilfssatz
2:

Zusatz 2 zu Satz 2. Der Fixkorper von I aus K ist der Schiefkor-
per H = Ve(Vi(L)), und &/J ist isomorph zur durch ® induzierten Ga-
loisgruppe von H|/L. Ferner ist K uber H inner galoissch und H ist iiber

L aufer galoissch, weil H keinen cigentlich inneren L-Automorphismus
besitzt.

§ 3. In diesem Paragraphen betrachten wir eine endliche galoissche
Erweiterung K eines Schiefkdrpers L, welche eine p-Gruppe P8 von der
Ordnung p° (¢ = 1) als eine Galoisgruppe besitzt, wo p eine Primzahl be-
deutet. Ferner nehmen wir im folgenden durchweg an, daB das Zentrum
Z, von L keine primitive p-te Einheitswurzel enthilt. Diese Annahme ist
stets erfiillt, wenn die Charakteristik X(K) von K gleich p ist. Ist ferner
X(K) 5= p, so ist p sicher eine ungerade Primzahl.
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Zunichst behandeln wir den Fall, wo K iiber L inner galoissch ist.

Dann ist Vi(L)* die groBte Galoisgruppe von K/L und infolgedessen ist
Ve(Ve(L)) = L. Nach dem in §2 Gezeigten ist daher Z, das Zentrum
von Vi(L), und das Zentrum Z von K ist in Z, enthalten.

Da 3 eine p-Gruppe ist, so enthilt das Zentrum von P eine Gruppe
9B, von der Ordnung p'”. Es sei 7, ein erzengender Automorphismus von
PBo und 7 ein beliebiges Automorphismus aus 3. Dann gilt :

~m o~ —— ~
V00 = vuw-! = 7.
Es existiert also ein solches Element ¢ aus Z, daB veav™' = cv, ist. Da 2*

der identische Automorphismus von K ist und folglich #} zu Z gehort, so
folgt aus (voev™")* = (cvy)?:

vl = ol

d. h. esist ¢® = 1. Wegen der Annahme muB also ¢ = 1 sein. Dies zeigt
aber, daB vg = p, und o™ = p sind. Da 7 alle Automorphismen aus B
durchlaufen kann, so folgt aus o5 = vy, daB v, zu L und infolgedessen zu
Ve(L) Y L = Z, gehoren muB. Nun kann man nach Satz 2 aus P eine
Teilmege {v;, ¥y, ..., 7,} so herausgreifen, daB {v», v, ..., v:} eine Z-
Basis von V(L) bildet. Da nach dem eben Gezeigten PP = u(ii=12...,
s) sind, so ist V(L) elementweise invariant durch Anwendung aller Auto-

morphismen aus ;. Bezeichnet also K; den Fixkérper von P, aus K, so
ist Ve(L) S K, woraus Vx(L) = Vi (L) folgt. Ferner gilt:

L¢cS Vx,(Vxl(L» EVK(Vx](L» = Vu(Ve(L)) = L;

d. h. K ist iiber L inner galoissch.
Da %, eine innere Galoisgruppe von K/ K, ist, so gilt nach Satz 2 :

(*) [K: K] = [VK): Z]) < p.

Nun sei 7, wieder ein erzeugender Automorphismus aus P3,, Dann ist sf=
z, mit z, € Z. Wire dann die Gleichung X* — z, = 0 in Z reduzibel, so
miiBte diese Gleichung eine Wurzel z; aus Z besitzen; d. h. es wiirde z,=
zf und folglich v, = 2z, sein, weil (go2z,”")" = 1 gilte’, Dies ist aber ein
Widerspruch. Daher ist X* — z, = 0 in Z irreduzibel und folglich ist
v, iiber Z vom Grade p. Wegen v, € Vi(K)) schlieft man aus (*):

[(K: K] = [Vx(K): Z] =p;

10) %o ist also ein Normalteiler von $B.
11) »gp und z; gehdren zum kommutativen Korper Z|.
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fernerist Vi(K)) = Z + Zv, + ... + Zov}™' € Z,.

Nun setzen wir Vz(K))* N P = P/ Dann ist nach Hilfssatz 2 P/P',
isomorph zur durch P induzierten Galoisgruppe 3, von K,/L ; also ist ¥,
eine p-Gruppe von der Ordnung << p°. Durch vollstindige Induktion kann
man ohne Schwierigkeit beweisen, daB V(L) = Z, ist, und daB [K: L]
eine Potenz von p ist.

Bemerkung. Wenn auch eine endliche galoissche Erweiterung K von
L eine endliche Galoisgruppe & besitzt, so braucht die Ordnung von &
nicht durch [K: L] teilbar zu sein.

Vorldufig wollen wir annehmen, daB p = X(K) ist. Unter dieser An-
nahme konnen wir zeigen, dag Q = T’:(?(:)* NP = P, ist. Zum Beweis
setzen wir zunichst voraus, da L einen Automorphismus von der Ord-
nung p* (@ = 2) besitzt. In diesem Fall enthilt Q sicher einen Automor-

phismus # von der Ordnung °, also gilt :
"=z (z € 2).

Da offenbar u zu Vi (K\\Z™ gehort, so geniigt » einer irreduziblen Glei-
chung £(X) = 0 vom Grade p in Z. Daher ist X* — z durch f£(X) teilbar.
Bezeichnet nun ¢ eine primitive p*te Einheitswurzel, so stellen {*«(; = 1,
2, ..., p" die samtlichen Wurzeln von X* — z = 0 dar (in einem Vi(K))
enthaltenden, algebraisch-abgeschlossenen Koérper). Hieraus schlieBt man
ohne Sehwierigkeit, daB das von X freie Glied ¢ von f(X) von der Form
—'w (0 < i < p*—1) ist. Da cu™ = —{* zu Vi(K,) gehort und Vx(K;)
keine primitive p-te Einheitswurzel enthilt, so ist—&' =— 1; d. h. «* =
— ¢ € Z. Dies besagt entgegen der Annahme, daB » von der Ordnung p
ist. Die Ordnung eines beliebigen Automorphismus £ ist also héchstens
gleich p.

Es sei 9, wieder ein erzeugender Automorphismus aus P und # ein
Automorphismus aus Q\$B,. Dann gelten v} =z, und #* = 2, wo 2, z Ele-
mente aus Z bezeichnen. Ferner sind die Gleichungen X”—2z, = 0 und X?*
— 2z = 01in Z irreduzibel. Hieraus schlieBt man mit Hilfe vom folgenden
Hilfssatz 4 : # = co' mit ¢ € Z. Alsoist # = v* & PB,, was aber ein Wi-

derspruch ist. Somit ist gezeigt, daB V«(K))* N P = B, ist.

144

Hilfssatz 4. Es sei k ein kommutativer Korper und p eine von X(k)
verschiedene Primzahl. Ferner sei W eine kommutative Erweiterung vom
Grade p wber k mit o und 3 als primitiven Elementen. Gehoren dann o
und 3% zu k, so existiert ein Element ¢ aus k derart, da3 73 = ca’ ist,

12) Vx{K))\ Z bezeichnet das Komplement von Z in Vi(K)).
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Beweis. Wenn «” =« und 3° = b gesetzt sind, so sind die
Gleichungen X® — @ = 0 und X” ~ b = O sicher in % irreduzibel. Nun
sei k(&) der Korper, welcher aus ¢ durch Adjunktion einer primitiven
p-ten Einheitswurzel ¢ entsteht. Wire dann X* — e =0 in k({) reduzi-
bel, so besiBe diese Gleichung eine Wurzel aus k(8) (E W({)). Dies ist
aber ein Widerspruch, weil jede Wurzel von X? — ¢ = 0 iiber £ vom
Grade p aber [R({): k] < p — 1 ist. Daher bleibt X®? —a = 0 in k()
irreduzibel. Ebenso ist X* — & = 0 auch in k(¢) irreduzibel. Da « und g
sicher primitive Elemente von W({) iiber £(¢) sind, so gilt nach der Kum-
merschen Theorie' :

b = cla* mit (v, p) = 1,

wo ¢, ein Element aus k(¢) ist. Aus b = cfa schlieBt man sofort, dafB
(Ba™)® = chist; d.h. fiir ein geeigntes { (0 i <p — 1) gilt :

Ba™ = tic,.
Da pa™ & Wund ¢'c, € k(¢) sind, so musB fiir ein Element ¢ aus & Sa™
= ¢ sein, weil WM &) = k ist, w.z. b. w.

Da %% von der Ordnung p ist, so ist nach dem eben Bewiesenen die
durch 9 induzierte Galoisgruppe %, von K;/L von der Ordnung p*~'. Weil
aber K, iiber L inner galoissch ist, so kann man durch vollstindige Induk-
tion beweisen, daB [K: L] = p°ist™.

Zusammenfassend haben wir bewiesen :

Satz 3. Eine endliche galoissche Erweiterung K eines Schiefkor-
pers L besitze eine p-Gruppe von der Ordnung p°* (e = 1) als eine Galois-
gruppe, wo p eine Primzahl bezeichnen. Ferner sei K vber L inner galois-
sch. Enthait dann das Zentrum von L keine primitive p-te Einheitswur-
zel, so gelten :

1) L ist vom Zentrum von K verschieden.

2) V(L) ist das Zentrum von L ; also ist jede Galoisgruppe von
K/L abelsch.

3) [K: L] ist Teiler von p*. Wenn insbesondere p 5= X(k) ist, so
ist [K: L] = p°

Nun kehren wir zum allgemeinen Fall zuriick, und wir setzen H =
Vi(Vx(L)). Offenbar induziert P im Zentrum Vz(H) von Vx(L) eine Au-
tomorphismengruppe, deren Fixkorper Zy(= V(L)) ist. Also ist der Grad
von Vx(H) nach Z, eine Potenz von p, und V,( H) enthilt auch keine primi-

13) Vgl. etwa H. Hasse, Bericht iiber neuere Untersuchungen und Probleme aus
der Theorie der algebraischen Zahlkorper. Teil Ia: Beweise zu Teil I (1927), Satz 5.

14) Im Falle, wo Z(K) = p ist, gilt diese Tatsache nicht mehr, weil die p-te Po-
tenz eines beliebige Elementes aus Vx(K|)\Z stets zu Z gehort.
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tive p-te Einheitswurzel, weil sie iiber Z, einen Kkleineren Grad als p
besitzt.

Im Falle, wo K iiber L duBer galoissch ist, so ist K = H und infol-
gedessen ist nach dem in §2 Gezeigten Vx(L) = Vi(K) 2 Vi(L). Ferner
gilt nach Satz 2 : ]

[K: L] = p-.

Nun nehmen wir an, daB K iiber L nicht duBer galoissch ist, und
wir bezeichnen mit J die Gruppe aller inneren Automorphismen aus .
Weil K iiber H inner galoissch ist mit J als eine Galoisgruppe, und weil
Vz(H) keine primitive p-te Einheitswurzel enthilt, so ist nach Satz 3
Va(H) = Ve(H) (=Vx(L)) und [K: H] ein Teiler der Ordnung von J.
Wenn insbesondere p = X(K) ist, so gilt :

[K: H] = Ordnung von J.

Da & ein Normalteiler von P und Vi (L)* NP = I ist, so ist nach
Hilfssatz 2 die durch 3 induzierte Galoisgruppe P von H/L isomorph zu
B/, und es gilt :

[H:_ L] =(P: ),

weil H iiber L auBer galoissch ist. Hieraus schliet man ohne weiteres,
daB [K: L) = [K: H][H: L] ein Teiler von p° ist. Ferner gilt :

[K: L] =",
falls p = X(k) ist.
Im weiteren wollen wir zeigen, daB V(L) (= Vz(H)) das Kompositum
von Z und Z, ist. Zum Beweis bilden wir den Ring L[Z], welcher aus L
durch Adjunktion von Z entsteht. Weil L[Z] als Rechtsvektorraum iiber

L endlich-dimensional ist, so wird L[Z] ein Schiefkorper. Ferner gilt
wegen L © L[{Z] S H:

V(L) 2VK(LIZ]) 2V(H) = V(L) = Va(H);

d. h. esist Vi(L[Z]) = Vu(H). Da H iiber L duBler galoissch ist, so ist
die durch % induzierte Automorphismengruppe P8 von H die (einzige)
Galoisgruppe von H/ L. Ist also © die L[Z] zugeordnete Untergruppe
von P, so existiert 9 entsprend diejenige I enthaltende Untergruppe
von P, deren Fixkorper aus K identisch ist mit L[Z]. Ferner gibt es nach
Satz 2 eine Z-Basis {#), vs, ..., v.} von Vi(L) = V4(H) derart, daB {7, 7,

., 3.} zu & gehort. Nun gilt fiir ein beliebiges Element v aus {v,, v, ..

., Vst e
vt =2z (zE 2),
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weil die Ordnung von # eine Potenz von p ist. Ist also r ein Automor-
phismus aus 9, so besteht :

@Y = =

Da » und 2" zum kommutativen Korper Vi(H) gehoren, so ist (v70~")" = 1.
Hieraus folgt v° = v, weil Vz(H) keine primitive p-te Einheitswurzel ent-
hilt. Dies zeigt aber, daB {vj, v., ..., 9,}, also auch Vg(L), zu L[Z] ge-
hort; d. h.

V(L) = Ve(LYN L[Z] =V(L[Z]) N\ L[Z] = Zentrum von L[Z].

Nun wollen wir direkt das Zentrum von L[Z] bestimmen. Dazu sei {z,, 2,
..., Znteine L-Basis von L [Z] aus Z. Gehort dann ein Element w=3>73.,2,/,
({,€ L) aus L[Z] zum Zentrum von L[Z], so muB w mit einem beliebigen
Element / aus L vertauschbar sein; d. h. es ist

lw= Z?’;lz{llf = 2;};]Zilil = wl.

Da z;, 2, ..., 2 liber L linear unabhiingig sind, so folgen aus >3- ,z(//, —
L) = lw — wl = 0 die Gleichungen :

1, =1l =1,2...,m);

d.h. alle,(; = 1,2,...,m) liegen in Z,. Also ist w ein Element aus dem
Kompositum Z-Z, von Z und Z,. Umgekehrt kann man leicht bestitigen,
daB Z-Z, zum Zentrum von L{Z] gehort. Daraus folgt :

Vell) = Z-Z,.

Bemerkung. Wenn insbesondere Z zu L, also auch zu Vi(L), gehort,
so ist nach dem oben Gezeigten Vi (L)= Vi(L). Daher gilt fiir ein beliebiges
Element v aus Vi(L) und fiir einen beliebigen Automorphismus r aus §:

I |

) =p" =P ;
also gehort ¥ zum Zentrum von . Somit haben wir bewiesen :

Satz 4. Es sei K eine endliche galoissche Erweiterung iiber einem
Schiefkorper L, und eine Galoisgruppe B von K| L sei eine endliche Grup-
be von der Ordnung p°, wo p eine Primzahl bezeichnet. Ferner enthalte
das Zentrum von L keine primitive p-te Einheitswurzel. Dann gelten :

1) V(L) ist das Kompositum der Zentren von K und L. Also ist die
Gruppe I aller inneven Automorphismen aus P abelsch. Wenn insbeson-
dere das Zentrum von K in L enthalten ist, so gehort ¥ zum Zentrum von

B
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2) [K: L) ist ein Teiler von p*. Wenn K siber L auler galoissch ist
oder wenn p = X(K) ist, so gilt :
[K: L] = p-
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