POINCARESCHE VERMUTUNG IN TOPOLOGIE

Von KEN'ITI KOSEKI

Ist die 3-dimensionale geschlossene Mannigfaltigkeit, in der jeder
geschlossene Weg sich auf einen Punkt zusammenziehen 14B8t, mit der 3-
Sphiire homdomorph ? Dies ist die beriihmte Poincarésche Vermutung!,
die bis heute noch unbewiesen ist.

In dieser Arbeit will ich die Richtigkeit von der Poincaréschen Ver-
mutung beweisen.

Satz 1. Es sei M eine 3-dimensionale geschlossene Mannigfaltig-
keit, in der jeder gesclossene Weg sich auf einen Punkt zusammenziehen
lalt. M ist dann homoomorph mit der 3-Sphare.

Bevor wir den Satz 1 beweisen, schicken wir den folgenden Hilfssatz
und die einigen Definitionen voraus.

Hilfssatz. I sei 3-Mannigfaltighkeit und nullhomotop. A,Ar+ A.A;
+eee+ A, 1A+ A A, sei ein Kantenweg in I, wo einige Kanten unter
A A, AA,, - ubereinstimmen mogen. Es gibt dann ein Rechteck R
und die Abbildung S von R in O mit den folgenden Bedingungen.

1. R ist in Dreiecke zerlegt und die Seiten von R sind in Kanten
ALA., ALAN, -, ALA' untergeteilt, und S(A"A')=A A, ---, S(A,A"))
=A,A;. Beide Dreiecke auf R haben entweder keine Punkte gemeinsam
oder 1, 2, 3 Ecken gemeinsam oder ihre einzige Kante und eine Ecke
gemeinsam oder ihren 1,2 Kanten gemeinsam.

2. EFG sei ein Dreieck auf R, so ist S(EFG) ein Dreieck in .

Beweis. Wir konnen® statt Fundamentalgruppe die Kantenwege-
gruppe von Wt aufnehmen. 4, 4.+ A,A;+---+ A, A, + A, A, ist ein geschlos-
sener Kantenweg. 90t ist nach der Annahme nullhomotop, so kann jeder
geschlossene Kantenweg durch folgende elementaren kombinatorischen
Deformationen (@) und (3) in den Punktweg deformiert werden.

(a) Einschalten oder Fortlassen einer hin und zuriick durchlaufenen

Kante.

() Einschalten oder Fortlassen des Randweges eines 2-Simplexes.

Wir nehmen erstens an, daB der Weg w = A A.+ A.As+ -+ A, A,
+A,A, durch eine einmalige Deformation («) oder (3) in den Punktweg
deformiert werden kann. Wenn w durch eine einmalige Deformation («)
in den Punktweg A, deformiert werden kann, so muf3 z aus den beiden

1) H. Seifert und W. Threlfall. Lehrbuch der Topologie. S. 218.
2) H. Seifert und W. Threlfall. a. a. O. S. 158.
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Kanten A;A4, und A,A; (n =2) bestechen. A;A.B sei ein mit A,A. inzi-
dentes Dreieck in 9.

Wir zerlegen ein Rechteck R in die beiden Dreiecke A", AL A'(AAl,=
/) und AL ALA(A" A, =1".) derart, daB die Seiten von R in die beiden
Kanten {'; und /'; zerlegt ist und die beiden Dreiecke die beiden Kanten
AA’; und A'.A'; gemeinsam haben. Wir bilden die Dreiecke A" ALA’;
(A4A',=1{") und A" A".A"(A"A',=1",) auf das Dreieck A;A,B derart ab,
daB, wenn wir diese Abbildung mit S bezeichnen, S(/’;) = S(Z,) = A;A,,
S(A"A') = A,B, S(AhA')= A.B ist.

Wenn w durch eine einmalige Deformation (3) in den Punktweg A4,
deformiert werden kann, so muBl w aus den drei Kanten 4,4, A.A4; und
A3A, bestehen und A;A4.A; muB ein Dreieck in 9 sein. Wir zerlegen ein
Rechteck R in ein einziges Dreieck A';A,A'; und die Seiten von R in die
drei Kanten A",4'.,, A",A',, A";A',. Wir bilden das Dreieck A’ A’.A"; auf
das Dreieck A;A,A; derart ab, daB, wenn wir diese Abbildung mit S be-
zeichnen, S(A’A4",) = A,A,, S(A"1A") = A4, S(AA'5) = A,A; ist. Also
ist der Hilfssatz richtig, wenn w durch 'eine einmalige Deformation («)
oder (3) in den Punktweg deformiert werden kann.

Wir nehmen nun an, daB, wenn der Weg w durch p—1-maligen De-
fomationen («) und (8) in den Punktweg deformiert werden kann, es ein
Rechteck R und die Abbildung S von R in 9% mit den obigen Bedingun-
gen 1 und 2 gibt.

Wir wollen nun beweisen, daB, wenn der Weg w durch die p-maligen
Deformationen (a) und (3) in den Punktweg deformiert werden kann, es
ein Rechteck R und die Abbildung S von R in M gibt, so da8 R und S
den obigen Bedingungen 1 und 2 geniigen.

Wir nehmen erstens an, daB w durch Fortlassen einer hin und zuriick
durchlaufenen Kanten A;A4;.; +A4:+1A¢42 in den Weg w' deformiert wird.
Der Weg w’ kann durch die p—1-maligen Deformationen («) und (3) in
den Punktweg deformiert werden, und daher ist der Hilfssatz nach der
Annahme fiir w' richtig. Der Weg ' besteht aus den Kanten A;A4,, A.As,
voo s A Ay AyinAiss, -+, ALAl. Es gibt dann ein Rechteck R; und die Ab-
bildung S, von R, in M, so daB R, und S, den folgenden Bedingungen
geniigen.

1. R;istin Dreiecke zerlegt und die Seiten von R; sind in Kanten
ANAL, e, A AN Al Al e, ALGAY zerlegt, und Si(AL ALY = A, A,, -,
SJ(A,1-1A,1) = A, A, SJ(A,1+2A,i+3) = Air2lirs 0, SJ(A,azArl) = A.A.

2. EFG sei ein Dreieck auf R;, soist S(EFG) ein Dreieck in M.

Wir nehmen die Dreiecke A;A:,By, AiB\Bs, AiBuBs, -+, AiB,Aiss

aus M auf. Es gibt dann ein Rechteck R’;, das in die Dreiecke A’ A’ BY,

c

"B'By, ++, A'B'A'\vy, Alv2AaB, A'oB'1B'y, v, A'1oBlAliys zerlegt
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ist. Wir bilden R, in 0t derart ab, daB, wenn wir diese Abbildung mit
S’x bezeichnen, S'l(fcl'i ’1+xB’1) = ,‘I(A’H—'.'A,t-r]B’l) = AAiaBy, -, S,
(A"BLA i) = S'(A's,2B' Alvri) = AiB,Arss ist.  Wir identifizieren nun die
beiden Seiten A';,2A'.; und /01’1/01’“.3, so erhalten wir ein Rechteck R, das
in Dreiecke zerlegt ist. Wir bilden das R in 9t derart ab, daB, wenn wir
diese Abbildung mit S bezeichnen, fiir ein in R, enthaltenes Dreieck EF G

es S(EFG) = S(EFG) gilt und fiir ein in R', enthaltenes Dreieck EFG
es S(EFG) = S'"(EFG) gilt.

Wir nehmen zweitens an, daB w durch Einschalten der hin und
zuriick durchlaufenen Kanten Z,Z,H-%—EHZM in den Weg w' deformiert
wird. Der Weg w’ kann durch die p—1-maligen Deformationen (a) und
(3) in den Punktweg deformiert werden, und daher ist der Hilfssatz nach
der Annahme fiir w' richtig. Der Weg w' besteht aus 4,4, A.As -+,
ArAy AAu, AvnAisn Ao, -+, A.A,. Es gibt dann ein Rechteck
R, und die Abbildung S, von R, in 9, so daB} R, und S, den Bedingungen
1 und 2 geniigen.

Wir konnen ohne Einschrinkung der Allgemeinheit annehmen, daB es
auf R, die beidenKanten EAY und EA',. gibt und es gilt S(EA") = S(EA',.).
Wenn dies in der Tat nicht der Fall ist, so nehmen wir ein mit der Kante
AA..; inzidentes Dreieck f’ljgmB auf. Wir zerlegen ein neues Rechteck
R', in vier Dreiecke A", A" ,B', A",.,A" B!, A" A" B, A ,A",.B'
und bilden alle diese Dreiecke auf ;LZ;HB ab, so daB, wenn wir diese
Abbildung mit S', bezeichnen, S,(A",A"..,) = AiAs.s, S’J(Z”;B’) = A,B
usw. ist. Wir haben nur zu die beiden Kanten ZQZ'M von R, und Z”‘;l’”m
von R'; und die beiden Kanten A's, A", von R, und A", A"y, von R,
identifizieren. Also kdénnen wir von Anfang an annehmen, daB es auf R,
die beiden Kanten EA’; und EZ’M gibt und es gilt SJ(EZ’,) = S(EA";,5).

Wir bezeichnen den durch Z’.-;f'm, Al ;1—’“9, E/‘ly’i, EII’H»Q beran-
deten 2-Teilkomplex von R; mit R, und wir lassen alle zu R, gehorigen
Dreiecke fort und wir identifizieren die beiden Kanten E‘Ar'i und EX’H,,
so erhalten wir ein Rechteck R. Wenn EFG ein zu R gehoriges Dreieck
ist, so bilden wir das Dreieck EFG auf S,(EFG) ab. Diese Abbildung

von R in 9 bezeichnen wir mit S. R und S geniigen dann offenbar den
Bedingungen 1 und 2.

Wir behandeln nun den Fall, wo w durch Fortlassen des Randwegs
AAia+ A A+ Ayy-Asys in den Weg w' deformiert wird. Der Weg w'
kann durch die p—1-maligen Deformationen (a) und (8) in den Punktweg
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deformiert werden, und daher ist der Hilfssatz nach der Annahme fiir @'
richtig. Der Weg w' besteht aus den Kanten A;A., A.As -+, A;_iA,
Aiv3Aiey, -, A.A1. Es gibt dann ein Rechteck R, und die Abbildung S,
von R, in I, so daB R, und S, den Bedingungen 1 und 2 geniigen.

Wir nehmen die Dreiecke Ai.sAsoBi, AissBiBs, +*, AixsBe 1B, Aiss
B,A;.4 auf. Es gibt ein Rechteck R’,, das in die Dreiecke Zi’iA'{+1A’i+g,
AL A" B, e, AUBL Ay AlvaAloBl, e, AluBlL Al zerlegt ist. Wit
bilden das Rechteck R'; in I derart ab, daB, wenn wir diese Abbildung
mit $ bezeiChnen S’](A'zA’H]A'Hz) = A1 Asse, SI](AADI1AII+QBI]) =g
(ALsAl2B))=AiAvaBy, -+, SYALB A" )= SY(AlsBl Al i) = AiByAs- st

Wir identifizieren nun die Kanten A" A';., von R; und fi’i/i’m von
R',, so erhalten wir ein Rechteck R. Wir bilden nun das Rechteck R in
M derart ab, daB, wenn wir diese Abbildung mit S bezeichnen, fiir ein
in R, enthaltenes Dreieck EFG es S(EFG)= S'(EFG) gilt und fiir

ein in R'; enthaltenes Dreieck EFG es S(EFG)=S'(EFG) gilt. R und S
geniigen dann den Bedingungen 1 und 2.

Wir behandeln nun den Fall, wo w durch Einschalten des Randwegs
AA + AveiAres + AioA(A; = A) in den Weg w' deformiert wird. Der
Weg w' kann durch die p—1-maligen Deformationen («) und (3) in den
Punktweg deformiert werden, und daher ist der Hilfssatz nach der An-
nahme fiir w’ richtig. Der Weg w' besteht aus den Kanten A;A,, -+,
A A, AlAi, Ai+1121:+2, Ai2Ayy AiAisg, - ALAL Es gibt dann ein Re-

chteck R, und die Abbildung S, von R, in 9%, so dal R, und S, den Be-
dingungen 1 und 2 geniigen.

Wir kénnen ohne Einschrinkung der Allgemeinheit annehmen, da8

es auf R, die die beiden Ecken Z’i und E’W verbindende und nicht auf
der Seite von R, liegende Kante gibt. Andernfalls haben er nur zu em

Rechteck R',, das in die beiden Dreiecke A’iA mA 142 und AzA mA 1
zerlegt ist, aufnehmen und die beiden Kanten A iA t+1 VON RL_ und A’ iA 11

von R’'; und die beiden Kanten A’,;A'.> von R, und A’ A'., von R’
beziehungsweise identifizieren. Daher kdnnen wir von Anfang an anneh-

men, daB es auf R, die die Ecken Al, und A',.. verbindende und nicht
auf der Seite von R, liegende Kante gibt.

Das Rechteck R, wird durch die Kante A',A';.. in die beiden Recht-
ecke R'; und R'; zerlegt und.zwar, daB die Seiten von R’; in die Kanten
ALAYL, o, AL A"y, AlwAM, -, ALA" und die Seiten von R, in die
Kanten Z"Z’w_,, und Z’ii.gg’if,, EH,E‘ zerlegt sind. Wir identifizieren
die beiden Kanten A", A';,, und A',,A"; von R';, so erhalten wir ein Re-
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chteck R.
Wir bilden das Rechteck R derart in 90t ab, daB, wenn wir diese Ab-
bildung mit S bezeichnen, fiir jedes Dreieck EFG auf Res S(EFG) =

S(EFG) gilt. R und S geniigen dann den Bedingungen 1 und 2.
W.z. b, w.

& sei der 2-Komplex, der aus allen 0-, 1- und 2-Simplexen von It
besteht. ©, sei ein 2-Teilkomplex von & und stark"-zusammenhingend.

Definition I. AB seieine in &; enthaltene Kante und ABC,, ABC,, -+,
ABC, seien alle mit AB inzidenten und in 9%t enthaltenen Dreiecke, so daf3
ABC;, ABG,, ++« -+ und ABC, zyklisch angeordnet sind. D.h. ABC,Ci,,
(:=1, «--, n—1) und ABC,C, sind die 3-Simplexe in 9. Wenn die Dreiecke
ABC;und ABC,(1<j) in &; enthalten sind, und wenn jedes ABC,(i<<p<<
7) nicht in &, enthalten ist, so heisst die Folge ABC;, ABCi,,, ** - s
ABC; ein Schnitt in &; mit der Achse AB, und wir bezeichnen den obigen
Schnitt mit Y%(AB) und wir sagen, daB jedes ABC,(i <p <7) in J(AB)
enthalten ist. Die Dreiecke ABC; und ABC; nennen wir Endedreiecke
von P(AB).

Insbesondere mogen die Endedreiecke von R(AB) iibereinstimmen.
In diesem Falle besteht ‘R(AB) aus allen mit AB inzidenten Dreiecken in
I oder aus einem einzigen mit AB inzidenten Dreieck. Wenn R(AB) aus
einem einzigen Dreieck besteht, so nennen wir 3(AB) ausgeartet.

Definition II. A sei eine in &, enthaltene Ecke und S, sei ein aus
allen mit A inzidenten und in &; enthaltenen Dreiecken bestehender 2-
Komplex. Die Kugel mit dem Mittelpunkt A wird durch S, in endlich
viele Komponenten §t;, £, -+, &, zerlegt. Alle mit A inzidenten und
sowohl in M als auch in einer und derselben &2 (i=1, 2, ---, p) enthal-
tenen Dreiecke bezeichnen wir als ein Kegel mit der Spitze A und bezei-
chnen wir den Kegel mit B(A). B(A) ist dann ein 2-Komplex.

Definition III. Y3(AB) sei ein Schnitt in &. Wenn alle in $(AB)
enthaltenen Dreiecke in einem Kegel B(A) enthalten sind, so sagen wir,
daB der Schnitt #(AB) in dem Kegel B(A) enthalten ist.

Beweis des Satzes 1. 1. Schritt. ABC und ABD seien die beiden
die Kante AB gemeinsam enthaltenden Dreiecke in WM. Wir bezeichnen
den aus den ABC und ABD bestehenden Komplex mit ®;. So konnen wir
offenbar &, in den 3-dimensionalen Euklidischen Raum (eo einschlagend)
E? einbetten derart, da E°—@, homéomorph mit der 3-Kugel x}+ x3+ x?
<1 ist.

Wir bezeichnen die topologische Abbildung von x7+ xj+x3<<1 auf E®

1) P. Alexandroff. Topologie. S. 189.
2) R®; bedeutet die abgeschlossene Hiille von $i.
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— @, mit 7. Wir zerlegen die Sphire x7 + x; + 22 = 1 in Dreiecke A’B'C'
(A'B'=1)), A'B'C'(A'B'=1,), A'B'D'(A'B'=1,), A'B'D'(A'B'=1,). Wir
konnen die Abbildung T derart konstruieren, daB, wenn wir die indu-
zierte Abbildung von xf+ xi+ 23 = 1 auf &, der Einfachheit halber wie-
derum mit T bezeichnen, so T(A'B'C', A'B'=1)=ABC =T(A'B'C,
A'B'=1,), T(A'B'D', A'B'=1],)=ABD = T(A'B'D', A'B' =1,) ist und die
Abbildung T in jedem Dreiecke auf xi+ x3 -+ x3 = 1 topologisch ist.

Die beiden Dreiecke ABC und ABD bestimmen die beiden Schnitte
in @& P,(AB) und B,(AB), die Endedreiecke von denen aus den Dreiecken
ABCund ABD bestehen. Alle mit AC bezw. AD bezw. BC bezw. BD
inzidenten Dreiecke in 90 bilden den Schnitt (A C) bezw. P(AD) bezw.
R(BC) bezw. P(BD). Wir lassen zu der Kante /,, /,, A'C!, B'C’, A'D',
B'D’ beziehungsweise den Schnitt P,(AB), PLAB), B(AC), B(BC), R(AD),
R(BD) ordnen.

Alle mit A bezw. B bezw. C bezw. D inzidenten Dreiecke bilden den
Kegel B(A) bezw. B(B) bezw. B(C) bezw. B(D). Wir lassen zu der Ecke
Al B, C', D' auf xi+ x%+ x5 = 1 beziehungsweise den Kegel B(A), B(B),
B(C), B(D) ordnen.

Es ist dann offenbar, daB, wenn E'F’ eine Kante auf 2>+ 2+ x5 =
ist und R(EF) zu E'F' geordnet und B(E) zu E' geordnet ist, so P(EF)
in B(E) enthalten ist.

Wir konstruieren die Folge der 2-Komplexe &;, &, -, @, so dasd
& ({<j) aus ., und einem Dreiecke in I besteht und jeder &, stark-
zusammenhingend und nullhomotop ist. Wir nehmen zunichst an, daB
wir @, in E® derart einbetiten konnen, daB jede Komponente von E°—
®&;—; hombomorph mit der 3-Kugel 7+ x:+ x;<<1 ist und den folgenden
Bedingungen geniigt.

1. Wir bezeichnen die Komponenten von E*— &, mit &, K, -,
&, und die topologischen Abbildungen von z?+ 2} + xi<<1 auf 8, &, -,
K mit T, T, ---, Tp. Die Sphire 2} + 23 + xi =1, die wir mit S;, S,, *--,
Sy bezeichnen, ist trianguliert, wo die beiden Dreiecke in ihren beiden
Seiten oder in einem ihren Seite und einer Ecke oder in drei, zwei, einer
Ecke inzident sein mégen. Die induzierte” Abbildung T:(7 =1, 2, --+, p)
von S; auf die Begrenzung von &; bildet jedes Dreieck auf S; topologisch
auf das in der Begrenzung von &; enthaltenes Dreieck ab.

2. Zu jeder Kante, etwa A'B', auf S; ist ein Schnitt mit der Achse
T:(A'B") geordnet. Wenn A'B' etwa auf S, liegt und A'B'C' und A'B'D!
die beiden mit A’B’ inzidenten Dreiecke auf S, sind, und wenn 7,(A'B’)

1) K. Koseki. Uber die Abbildungen von mehrdimensionalen einfachzusammen-
hingenden Gebieten auf Kugeln und ihre Begrenzungen (1). Jap. Journ. Math.
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= AB, T,(A'B'C"Y = ABC und T,(A’'B'D'") = ABD ist, so hat P(AB) als
Endedreiecke die Dreiecke ABC und ABD.

Umgekehrt sei P(AB) ein Schnitt in &,_; und ABC und ABD seien
die Endedreiecke von 3(AB). Es gibt dann auf einer bestimmten unter
S, ***, S, etwa auf S, eine Kante A'B' und die Dreiecke A'B'C' und
A'B'D! von der Art, daB T,(A'B")= AB, T,(A'B'C'Y= ABC, T.(A'B'D")=
ABD ist, und daB zu A'B’ der Schnitt P(AB) geordnet ist. In dieser
Weise sind alle nicht ausgearteten Schnitte in ®&;_, und alle Kanten auf
Sy, Sy, +er, S, 1—1 zugeordnet.

Wenn ABC = ABD, so ist die Kante AB frei in &;_,. Umgekehrt, ist
Kante AB in ®,_, frei, sosind T,(A'B'C") = T,(A'B'D").

3. Zu jeder Ecke, etwa A', auf S;ist ein Kegel B(A) mit der Spitze
T{A") = A geordnet. Wenn A’ etwa auf S, liegt und das Dreieck A’B'C’
mit der Ecke A’ inzident ist, so ist T3(A'B'C’) in B(A) enthalten.

Umgekehrt sei B(A) ein Kegel in &;.; und ein Dreieck ABC sei
sowohl in &,_, als auch in B(A) enthalten. Es gibt dann auf einer bestim-
mten unter S;, -+, Sp, etwa auf S,, eine Ecke A’ und das Dreieck A'B'C’
von der Art, daB Ty(A")= A und T,(A'B'C") = ABC ist, und daB zu A’
der Kegel B(A) geordnet ist. In dieser Weise sind alle Kegel in ®&;_; und
alle Ecken auf S;, -+, S, 1 —1 zugeordnet,

4. A'B' sei eine Kante auf S; und P(AB) bezw. B(A) sei zu der
Kante A'B' bezw. der Ecke A’ geordnet. P(AB) ist dann in B(A) enthal-
ten.

5. Esseien 4,4, A.A; die sowohl in &;_, als auch in einem Kegel
B(A4,) enthaltenen Kanten” von der Art?, da8 A,A4. und A.A; durch die
Folge der in B(A.) enthaltenen und nicht noch in &,_; enthaltenen Dreie-
cke A;A.Cy, A,C,C,, +--, A;C A; verbunden werden kdnnen, wo die Kanten
A,C, A.Cs, +++, A.C; nicht noch in &;_, enthalten und je zwei von A.C,, A.C,,
««+, A,C, voneinander verschieden sind. Durch die obige Folge der Drei-
ecke wird B(A,) offenbar in die beiden Kegel B,(A,) und B,(A.,) zerlegt.

Es gibt auf einer unter S,, S,, -+, S,, etwa auf S;, die Ecke A’, und
die Kanten A4",A4',, AA'; von der Art,daB T,(A"\A'y) = A,A,, T,(ALAY) =
A.A; ist und A,A4,C, bezw. A.C,A; in dem zu A',A'; bezw. A',A'; geord-
neten Schnitt $3(A4,A4,) bezw. P(A.A;) enthalten ist. B(A,) ist dann nach
der Bedingung 4 zu A', geordnet. Wir nehmen an, dag A',A'; und A"A’;

nicht miteinander iibereinstimmen. Die folgende Bedingung ist dann
erfullt.

Wenn ein in &;_; enthaltenes Dreieck A.CD sowohl in B,(A.) als auch
in B(A.) enthalten ist und die Kante A.D weder mit A.A,; noch mit 4.A4;

1) Die Kanten A24; und A243 modgen miteinander iibereinstimmen.
2) Es mag sein, daB A1A2A43 ein Dreieck bildet.
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iibereinstimmt, so gibt es auf S, die beiden Dreiecke A’.C'D’ und A',C"D"
und die beiden Kantenwege A.D'+ A’,D" und A’ A',+ A',A’; sich kreuzen.

Wenn ein in &;_; enthaltenes Dreieck A,CD in B,(4,) und nicht in
B,(Az) enthalten ist, so gibt es auf S; ein Dreieck A’.C'D’ und es gibt auf
einer unter S,, S,, +-, S, etwa auf S;, ein Dreieck fi’ZC”D”, so daB
T(A',C'D") = T(A,C"D") = A,CD ist. In diesem Falle, auch wenn A’
mit A', iibereinstimmt, kénnen die beiden Kantenwege A’,D' + A.D' und
ALA", + A", A'; nicht sich kreuzen.

Wenn die beiden in &;_, enthaltenen Dreiecke A,CD und A.EF in
B,(A,) enthalten sind, so gibt es auf S, die beiden Dreiecke A’.C’D' und
AE'F', sodaB T,(AE'F') = A.EF und T,(A,C'D') = A,CD und ein zu
A',C' bezw. A'.E' geordneter Schnitt (A.C) bezw. P(A.E) in By(4,)
enthalten ist. Die beiden Kantenwege A".A', + A".A'; und A'.C'+ A.E'
konnen dann keineswegs sich kreuzen, wenn je zwei von A%A", A"A',
A",C', ALE' voneinander verschieden sind.

6. Es sei A'B'C’ ein Dreieck auf S, und T,(A'B'C") = ABC, und die
beiden mit ABC inzidenten 3-Simplexe in 9N seien ABCD und ABCE.
Zu A'B'C’ ist ein bestimmtes 3-Simplex von den beiden ABCD und
ABCE, etwa ABCD, geordnet, und zwar, dal das Dreieck ABD bezw.
BCD bezw. CAD in dem zu der Kante A'B’' bezw. B'C’' bezw. C'A’
geordneten Schnitt P(AB) bezw. P(BC) bezw. P(CA) enthalten ist.

Es sei ABC ein Dreieck in &;.; und ABCD und ABCE seien die
beiden mit ABC inzidenten 3-Simplexe in 9. Es gibt dann genau die
beiden Dreiecke A'B'C' auf S;und A"B'C" auf S,, sodaB TA'B'C)=
ABC und T(A"B"C'")= ABC ist, wo S; und S; miteinander iibereinstim-
men mogen.

i Wenn ABCD zu A'B’C' geordnet ist, so ist ABCE zu A"B"C" geor-
net.

7. T,(S)) ist offenbar ein 2-Komplex in M. Es gibt ein 3-Teilkom-
plex MV, von M, so daB T,(S;) (mod. 2) einen Rand von ¢, bildet und ein
zu einem auf S, liegenden Dreieck geordnetes 3-Simplex in 9; enthalten
ist. I, mag mit M iibereinstimmen.

Wir haben bereits &; in E® eingebettet. Es ist leicht einzusehen, da8
die Bedingungen 1—7 fiir &, erfullt sind.

Wir wollen nun beweisen, daB wir & auch in E¥ einbetten konnen
derart, daB jede Komponente von E'—®; homéomorph mit der 3-Kugel
ist und die Bedingungen 1—7 fiir &; auch erfiillt sind.

®,; ist die Vereinigung von ®;_; und einem Dreieck ABC, und wir
unterscheiden nun die folgenden drei Fille.

1. Fall. Die beiden Kanten unter AB, AC und BC, etwa AB und
AC, sind in &, enthalten und die iibrige Kante BC ist nicht in &,
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enthalten,

2. Fall. Nur eine einzige Kante von AB, AC und BC, etwa BC,
ist in ®,_, enthalten.

3. Fall. Drei Kanten AB, AC und BC sind in &, enthalten.

Wir behandeln erstens den

1. Fall. Das Dreieck ABC ist in nur einem bestimmten Schnitte
B(AB) bezw. P(AC) mit der Achse AB bezw. AC in ®;_, enthalten. Nach
der Bedingung 2 gibt es auf einer bestimmten unter S, S., «:-, S;, etwa
auf S, eine Kante A'B' und P(AB) ist zu A'B’ geordnet. Ebenfalls gibt es

eine Kante A’C' auf S:, so daB P(AC) zu A'C! geordnet ist.

Wir bezeichnen den zu A’ bezw. A’ geordneten Kegel B,(A) bezw.
B.(4). Nach der Bedingung 4 ist ABC sowohl in B,(A) als auch in B,(A)
enthalten. Da ABC nicht noch in &,_, enthalten ist, so miissen B,(A) und

B,(A) miteinander iibereinstimmen. Folglich muB A’ = A’ und S;=S;
sein. Wir nehmen ohne Einschrinkung der Allgemeinheit an, daB S;=S;
ist. Also gibt es auf S, die beiden Kanten A'B’ und A’C’, und sowohl
der zu A'C' geordnete Schnitt R(AC) als auch der zu A'B’ geordnete
Schnitt R(AB) enthiilt das Dreieck ABC.

Wir bezeichnen den Mittelpunkt von der Kugel x?-+x3+ 22<<1 mit O,
und wir verbinden jeden Punkt y auf A'B' + A’C' mit dem Punkte O, und
diese die beiden Punkte O und y verbindende Strecke (als Punktmenge
betrachtet) bezeichnen wir mit (O, y) und die Vereinigungsmenge >(0, y)
(ye= A'B"+ A'C") mit (O, A'B"+- A'C"),

Ohne Einschrinkung der Allgemeinheit kbnnen wir annehmen, da
die Kanten A'B' und A’C’ auf der Ebene x; =0 liegen. Die Menge (O,
A'B'+ A'C'") (und daher die Menge T,{(O, A'B’'+ A'C")} auch) ist homé-
omorph mit einem Dreieck. Die Differenz x}+ 22+ 2i<<1— (0, A'B'+
A'C’) bezeichnen wir mit 3. Die Menge 3 ist dann offenbar homéomorph
mit der Kugel i+ y; + yi<<l.

Wir kénnen eine topologische Abbildung T', von y;+ y%+yi<<1 auf
B derart konstruieren, daB die induzierte Abbildung von 7', die wir
wiederum mit 7/, bezeichnen, die beiden Dreiecke C""A”B' und C"A'"B"
auf das Dreieck (O, A'B'+ A'C’') abbildet und iibrigens die Abbildung
T', die Menge {yi+ yi+ yi=1} —(C"A"B" + C"A"'B") einundeindeutig
auf die Menge {[die Begrenzung von ] — (0, A'B' + A'C’)} abbildet.

T.,{(0, A'B' + A'C")} bezeichnen wir mit ABC, und wir setzen
T:(A'B")=AB, T,((0, B") (0, C")) =BC, T,(A'C") = AC und &; = &_,
+ABC. Also haben wir den Komplex &, in E® eingebettet.

E— @ =(8® —ABC) + & +:-+ &, und T,(:R) = & — ABC, und die
All)bildung T,T', bildet topologisch die Kugel y}+ y;+yi<<1 auf & — ABC
ab.



10 Ken'1t1 KOSEKI

Bedingung 1. Wir bezeichnen die Sphire 3+ y3+ yi =1 mit S,
Die Bedingung 1 ist offenbar fiir die Abbildungen T,T", Ty ++, Tpund
die Sphiren S';, S,, -+-, S, erfiillt.

Bedingung 2. Es sei !’ eine Kante auf S, und wir nehmen erstens
an, daB /'= C"A" ist. T'(C"A")= C'A’, und den zu C’'A' geordneten
Schnitt in &;_; bezeichnen wir mit R(CA).

CAD und CAE seien die Endedreiecke von $3(CA). Wenn CAD und
CAEFE nicht miteinander {ibereinstimmen, so wird der Schnitt (CA) durch
das Dreieck CAB in die beiden Schnitte in &; $3,(CA) und L« CA) zer-
legt, und zwar, daB 9PB,(CA) als Endedreiecke die beiden CAB und CAD
und P.(CA) als Endedreiecke die beiden CAB und CAE hat.

Es gibt auf S, die beiden Dreiecke C'A'D' und C'A'E’, so daB
T,(C'A'D") = CAD und T,(C'A'E’)= CAE. Das mit C"A" inzidente
Dreieck auf S'; ist dann C"A"D" oder C"A"E", wo T (C'A"D")y=C'A'D'
und 7',(C"A"E") = C'A'E’. Jenachdem das mit C"’A" inzidente Dreieck
auf Sy mit C"A"D'" oder C"A"E" iibereinstimmt, 148t sich P,(CA) oder
P(CA) zu der Kante C”A'' ordnen.

Wenn CAD = CAE ist, so ist die Kante CA in &_; frei. So gibt es
auf S; die beiden Dreiecke C'A'D' und C'A'E', so daB3 T,(C'A'D'y= CAD
und TW(C'A’'E") = CAE.

CADF und CADG seien die beiden mit CAD inzidenten 3-Simplexe
in 9. Mindestens eine von den beiden Kanten AD und CD, etwa AD, ist
nicht frei in &, ;, da ®&,_; stark-zusammenhingend ist. So stimmt A'D’
nicht mit A’E’ i{iberein, und eines von den beiden CADF und CADG,
etwa CADF, ist zu C'A’D" und das andere CADG ist zu C'A'E' geordnet.

Die beiden Dreiecke ACD und ABC bestimmen genau die beiden
Schnitte in &; mit der Achse AC. Mindestens einer von diesen beiden
Schnitte enthilt das Dreieck ACF. Wenn ACF nicht mit ACB iiberein-
stimmt, so enthidlt einer und nur einer von den beiden Schnitten das
Dreieck ACF. Diesen das Dreieck ACF enthaltenden Schnitt bezei-
chnen wir mit $,(AC). Wenn ACF mit ACB iibereinstimmt, so enthal-
ten die beiden durch ACD und ACB bestimmten Schnitte das Dreieck
ACF. Wir bezeichnen dann den aus ACD und ACB bestehenden
Schnitt mit B,(AC).

Den anderen, durch ACD und ACB bestimmten, Schnitt bezeichnen
wir mit (A C). Das Dreieck ACG ist dann offenbar in P.(A4 C) enthalten.

Jenachdem A" C"D" oder A"C"E" mit A"C" inzident ist, 14Bt sich
B,(AC) oder PAAC) zu A”B" ordnen.

Wenn /' = A"B" oder = A'""B" oder = A"'C" ist, so verliuft Dis-
kussion ganz analog mit der obigen.

Wenn [’ =B"C" ist, so 148t sich der aus allen in M enthaltenen und
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mit BC inzidenten Dreiecken bestehende Schnitt 3(BC) zu B C" ordnen.

Wenn ['s=A"'C", A"'C", A"B", A'"B", B"C" ist, und wenn T",(!")=
5, und der Schnitt B(7,(/})) in &;_; zu /, geordnet ist, so lidft sich der
Schnitt P(T,(Z,)) in &; auch zu !’ ordnen.

Wenn m' eine Kante auf S;(i =2, -, p), und wenn der Schnitt
R(Ti(m") in G;_; zu m’ geordnet ist, so ldBt sich der Schnitt PB(Ti(m")
in &; zu m' ordnen.

Also ist die Bedingung 2 fiir &; auch erfiillt.

Bedingung 3. Es sei K" eine Ecke auf S’,, Wenn K'' nicht mit A"
oder A" iibereinstimmt, und wenn T/, (K'") = K’ ist, so 148t sich der zu
K' geordnete Kegel mit der Spitze T3(K") zu der Ecke K'' ordnen.

Wir nehmen an, da K" mit A" iibereinstimmt und ein Kegel B(A)
zu der Ecke T',(A") = A’ geordnet ist. B(A) wird durch das Dreieck
ABC in die beiden Kegel B,(A) und B.(A) zerlegt.

Es sei ADE ein in B,(A) enthaltenes Dreieck, das in &, enthalten ist
und nicht mit ABC iibereinstimmt. ADE ist dann in B(A) enthalten.
Daher gibt es auf S, ein Dreieck A'D'E’, so daB3 T,(A'D'E') = ADE ist.
Mindestens eine von den beiden Kanten AD und AE, etwa AD, kann nicht
mit ABC inzident sein.

Wenn die Kante AD freiin &, ist, so gibt es auf S, die beiden
Dreiecke A'D'E" und A'D'E", und T,(A'D'E") = T\(A'D'E") = ADE. In
diesem Falle lassen wir zu der Ecke A" oder A'" den Kegel 8B,(A4) ordnen,
jenachdem es A'"D"E", oder A"'D"E", gibt und es T',(A"D"E' )= A'D'E'
oder T'(A"'D"E",) = A'D'E' gilt.

Wir nehmen an, daB die Kante AD nicht frei in ®,_; ist. Wenn ADE
in B,(A) auch enthalten ist, so gibt es auf S, nach der Bedingung 5 die
beiden Dreiecke A’D'E' und A'D”E" und die beiden Kantenwege A'D'+
A'D" und A’B'+ A’C' kreuzen sich.

ADEF und ADEG seien die beiden mit ADE inzidenten 3-Simplexe
in 9. Da die Bedingung 6 fiir ®&,; gilt, so ist eines von den beiden
ADEF und ADEG, etwa ADEF, zu A'D'E’ geordnet und das andere
ADEG ist zu A'D"E" geordnet. Wenn mindestens eines von den beiden
ADF und ADG, etwa ADG, nicht in &;_, enthalten ist, so ist es leicht
einzusehen, daB ADG in einem und nur einem von B,(A4) und B.(A), etwa
in B,(A), enthalten ist. Wenn sowohl ADF als auch ADG in ®,_, enthal-
ten ist und ADF sowohl in B,(A4) als auch in B.(A4) enthalten ist, so ist
es leicht einzusehen, da ADG in einem und nur einem von B,(4) und
BA). etwa in B2(A), enthalten ist.

Wir lassen zu der Ecke A" oder A'' den Kegel 3B.(A) ordnen, jena-
chdem es auf S’, das Dreieck A"D".E"(T".(A"D'",E",) = A'D"E") oder
das Dreieck A"'D".E"(T".(A'"'D'"\E"y) = A'D"E") gibt. Wenn B,(A) zu
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A"" sich ordnen 148t, so lassen wir zu A” den Kegel 8B,(A) ordnen.
Wir nehmen nun an, daB ADE nicht in B,(A) enthalten ist. Es gibt

auf einer unter S,, S,, -+, S,, etwa S, ein Dreieck A"D"E" und T,(fi”D"E”)
=ADE. Nach der Bedingung 5 kénnen die beiden Kantenwege A'D'+
A'D" und A'B'+ A'C' nicht sich kreuzen, auch wenn A", mit A’ iiberein-
stimmt.

Wir lassen zu der Ecke A" oder A’ den Kegel B,(A) ordnen, jenach-
dem es auf S’; das Dreieck A"D"E'"(T'.(A"D"E'") = A'D'E") oder das
Dreieck A"'D"E'"(T",(A'""D"E'""Y = A'D'E") gibt. Wenn 3B,(A) zu A" sich
ordnen 148t, so lassen wir zu A’ den Kegel B.(A) ordnen.

Wenn K" auf S,(j =2, ---, p) liegt, und wenn der Kegel B(T,(K"))
in &; zu K" geordnet ist, so 148t sich der Kegel B(7T,(K')) in &, auch
zu K" ordnen.

Also ist die Bedingung 3 fiir & auch erfiillt.

Bedingung 4. D'E' sei eine Kante auf S'; und R(DE) bezw. B(D)
sei zu der Kante D'E’ bezw. der Ecke D' geordnet. Wir nehmen erstens
an, daB D' mit A" iibereinstimmt. DEF sei in P(DE) enthalten. DEG
und DEH seien die Endedreiecke von R(DE). Sowohl DE G als auch DEH
ist in dem zu A'' geordneten Kegel B,(A) enthalten ist, so muB das Dreieck
DEF auch in B,(A) enthalten sein.

Wenn D' mit A" iibereinstimmt, so lduft Diskussion ganz analog mit
der obigen.

Wenn D' mit B’ iibereinstimmt, und wenn D'E’ nicht mit B"C"
iibereinstimmt, so ist sowohl DEG als auch DEH in dem zu T'(B")
geordneten Kegel B(B) enthalten ist, so muf DEF auch in dem zu B"
geordneten Kegel B(B) enthalten sein. Wenn D'E’ mit B”C" iiberein-
stimmt, so ist DEF offenbar in B(B) enthalten.

Wenn D' mit C" iibereinstimmt, so lduft Diskussion ganz analog.
Also is die Bedingung 4 fiir &, auch erfiillt.

Bedingung 5. Es seien 4,4, und A.A; die sowohl in &, als auch in
B(A.) enthaltenen Kanten von der Art, daB A,A, und A,A; durch die
Folge der in B(A,) enthaltenen und nicht noch in & enthaltenen Dreiecke

A;A.C, A.C,C,, -+, A.C,A; verbunden werden konnen, wo die Kanten
A.Cy, A.C,, -+, A,C, nicht noch in &, enthalten sind und je zwei von A.C,,
A,C,, +++, A2C, voneinander verschieden sind. Durch die obigen Folge der

Dreiecke wird B(A4,) offenbar in die beiden Kegel 8'(A4.) und B'"(A,)
zerlegt.

Es gibt auf einer unter S, S,, -+, S,, etwa auf S', die Ecke A", und
die Kanten A",A", und A",A"; von der Art, daB B(A,) zu A", geordnet
ist und T,7'(A"A",) = A}A, und T,T (A", A";) = A:A; ist, und daB das
Dreieck A,A,C, bezw. A,CA; in dem zu der Kante A’ A", bezw. A',A";
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geordneten Schnitt P(A;A.) bezw. F(A:4.) enthalten ist.

Wir nehmen erstens an, daf} die Ecke A’ mit A" {ibereinstimmt und
B,(A) zu A" geordnet ist. A.DE seiein in &; enthaltenes Dreieck, das
sowohl in B'(A) als auch in B'"(A) enthalten ist, und zwar, daB die Kante
A.D weder mit A.A, noch mit A.A; libereinstimmt. ABC ist offenbar in
nur einem von B'(A) und B''(A4), etwa in B''(A4), enthalten. Daher kann
A.DE nicht mit ABC iibereinstimmen, und A.DE ist damit bereits in
@;_, enthalten.

Der Kegel B(A) is zu T (A".) = A’; geordnet, und B(A) wird durch
das ABC in die beiden Kegel %B,(A) und B.(A) zerlegt. Durch die Folge
A, AsC,, A.C,Cy, ++, A,C,A; wird der Kegel B(A) in &, in die beiden
Kegel B'(A) und B""(A) + BA) zerlegt. Da die Bedingung 5 nach der
Annahme fiir ®;_; erfiillt ist, so gibt es auf S, die beiden Dreiecke A'.D'E'
und A%D'.E’;, und die beiden Kantenwege A',D'+ A"’.D'; und A" A', +
A', A’ kreuzen sich, wo T:(AD'E")=T,(A"»D'\E's)= A.DE und T',(A",A"")
=A" A" T(A",A") = ALAY ist.

Es gibt auf S’, die Kanten A’ A", und A".A"; und die beiden Dreiecke
ALDYE" und A".D'".E", derart, daB T (A".D"E'") = A"2D'E' und
T'(A",D",E")= A",D'\E', ist. Die beiden Kantenwege A",D''+ A",D"; und
A", A"+ AV, Ay kreuzen sich offenbar.

Wir nehmen nun an, da8 A.DE in einem von den beiden B'(A) und
B"(A), etwa in B'(A), enthalten ist. Wenn A.DE mit ABC iibereinstimmt,
so gibt es auf S'; das Dreieck A"”B"C" von der Art, dag T,7",(A"B"C")
=ABC ist. Wenn A.DE nicht mit ABC iibereinstimmt, so ist A,DE
bereits in &;_; enthalten. ABC ist offenbar in nur einem von B/(A4) und
B'"(A), etwa in B'"(A), enthalten. Durch die Folge der Dreiecke A;A.C,,
AsC,C,, -+, A.CiA, wird der Kegel B(A) in &_, in die beiden Kegel B'(A)
und B"(A) + B,(A) zerlegt. Es gibt auf S, bezw. S; das Dreieck A.D'E’
bezw. A’-;Do'lg" und die Kanten ALA', und A',A',, derart da T,(A.D'E")
= T(ALD'E") = A.DE, T'(A"A") = ALA", T'(A",A")=ALAl ist. Die
beiden Kantenwege A'.D' + 140'3D0, und A"A', + A',A'; kreuzen dann nicht
sich, auch wenn fi'z=A,2 ist.

Wir nehmen an, daf Ac’2=A’2 ist. Es gibt auf S'; die beiden Drei-
ecke A",D"E" und A".D"E" derart, dag T',(A".D"E")= A",D'E' und
T’](A”gé”l;") = /i"gé’ﬁ' ist. Die beiden Kantenwege A',D" + fi”gﬁ”
und A" A"+ A".,A';s kreuzen nicht sich.

Es seien A.DE und A.FG die beiden, sowohl in & als auch in B(A)
enthaltenen Dreiecke. Wenn die beiden Dreiecke A.DE und A.F G bereits
in ®&,_; enthalten sind, so gibt es auf S, die beiden Dreiecke A’.D'E’' und
ALF'G', sodaB T,(A.D'E")=A,DE und T,(A"\F'G")= A,FG ist, und daB
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ein zu A'.D' bezw. A'.F' geordneter Schnittin B'(A) enthalten ist. Die
beiden Kantenwege A’.D' + A".F' und A’} A", + A'.A'; keineswegs kreuzen
sich, wenn je zwei von A',D', A".F', A A";, A,A'; voneinander verschieden
sind.

Es gibt auf S’; die beiden Dreiecke A”,D"E" und A",F"G" und die
beiden Kanten A";A", und A".A";, so daB T',(A",D"E")= A,D'E',
T'(A", F"G")= A", F'G' ist. Die beiden Kantenwege A",D", + A",F" und
A A", + A", A", keineswegs kreuzen sich, wenn je zwei von A’,D”,
A"FY AY,AY, AM, A", voneinander verschieden sind.

Wenn eines von den beiden A,DE und A.FG, etwa A.DE, mit ABC
tibereinstimmt, so nehmen wir das auf S, liegende und mit A"”C" oder
mit A"B", etwa mit A"B", inzidente Dreieck A”B'"H" auf, so daf§
T, T',(A"B"H")= ABH ist und ABH in B"(A) enthalten ist. Wir haben
nur zu den Fall behandeln, in dem ABH nicht mit A.F G iibereinstimmt.

Es gibt auf S’, nach dem obigen die beiden Dreiecke A',2F"G'" und
A"B" H" und die beiden Kanten A", A"-und A",A",, sodaB T,T"\(A".F"G")
=AFG, T,T,(A"B"H")= ABH ist, und daB die beiden Kantenwege
A'",B"+ A" F'" und A" A", + A", A", nicht sich kreuzen. Folglich kénnen
die beiden Kantenwege A'.D" + A".F'" und A", A".+ A",A", nicht sich
kreuzen, wenn je zwei von A",D", AS'F", A", A", A'",A", voneinander
verschieden sind.

Wenn A", = A" ist, so lduft Diskussion ganz analog.

Wir nehmen zweitens an, dal die Ecke A", mit B" iibereinstimmt
und B(B) zu B" geordnet ist. Wenn weder A.A, noch A.A, mit BC iiber-
einstimmt, so lduft Diskussion ganz analog mit der obigen. Wenn eine
von den beiden A.A, und A,A; etwa A.A, mit BC iibereinstimmt, so
wird B(B) durch die Folge der Dreiecke A,AC, A,A,C;, A:C,Cs, -+, AsC,A;
in die beiden Kegel B,(B) und B,(B) zerlegt.

Wir nehmen an, daB ein in &, enthatenes Dreieck A.DE sowohl in
B,(B) als auch in B.(B) enthalten ist. Wenn A.DE nicht mit BCA iiber-
einstimmt, so ist A,DE bereits in &, enthalten. Es gibt auf S, die
Dreiecke A".D'E’ und A’gf)’fi' und die Kanten A’.A’s und A’,A', so daB
T(ALD'E") = Ty(A".D'E") = A.DE, T,(AHA")=A.A; T(ALA)=AA ist,
und daB ein zu der Kante A',A'; bezw. A',A’ geordneter Schnitt $3(A4.A4:)
bezw. ‘R(A.A) das Dreieck A.C,A; bezw. BAC enthilt. Wenn die Kante
A.D weder mit BA noch mit A,A; libereinstimmt, so kreuzen die beiden
Kantenwege A’.A'; + A,A’ und A'gD’+A'25’ sich.

Es gibt daher auf S, die beiden Dreiecke A",D"E" und A”gDO”IfZ”
und die Kanten A", A"; und A", A", so daB T, (A"D"E")= A.D'E’,

Bl

T';(A":D”E")=A’-_‘D'l%', T’](A”QA”3)=AIQAI;}, T’](A”QAI’)=.A'2A,=B'A’ iSt.
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Die beiden Kantenwege A",A";+ A",A" und A".D" + A' 'gb” kreuzen sich.
Folglich kreuzen die beiden Kantenwege A',A';+ B"C" und A".D'" +
A", D" sich.

Wenn die Kante A.D mit BA oder mit A4.A4; iibereinstimmt und die
Kante A.E weder mit BA noch mit A,A.: iibereinstimmt, so liuft Dis-
kussion ganz analog.

Wir nehmen nun an, daB A,DE mit BCA iibereinstimmt. Es ist leicht
einzusehen, daB die Katenwege B"”C' + A".A", und B"A" + B"A'"" sich
kreuzen.

Auf ganz analoge Weise kénnen wir beweisen, daB, wenn ein in &
enthaltenes Dreieck A.DE in %B,(B) und nicht in B,(B) enthalten ist, und
wenn fiir die beiden Dreiecke A">D"E'" und A”zﬁ”é" T, T (A".D"E") =

T;T',(A”gﬁ”é") = A.DE gilt, so die beiden Kantenwege A".D" + A"r_,DO”
und A".A", + A",A",; nicht sich kreuzen kénnen. Ebenfalls kénnen wir
beweisen, daB, wenn die beiden Dreiecke A.DE und A.FG in B(B)
enthalten sind, und wenn fiir A”,D"E" und A", F"G" T,T'(A".D"E'")=
A.DE und T\T'(A".F'"G'")= A.FG gilt und ein zu A",D" bezw. A",F'"
geordneter Schnitt in B,(B) enthalten ist, so die beiden Kantenwege
AD"+ A" F" und A",A";+ A", A"; nicht sich kreuzen kénnen, wenn je
zwei von A",D", A", F", A",A",, A",A'; voneinander verschieden sind.

Also ist die Bedingung 5 fiir &; auch erfiillt.

Bedingung 6. Es sei A’} A",A"; ein Dreieck auf S, und 7,7
(A" A",A") = A A.A;. Wenn A;A.A; und ABC nicht miteinander iiber-
einstimmen, so setzen wir T',(A4",A",A";) = A4, A", und wir lassen zu
A" A", A", das zu A',AA'; geordnete 3-Simplex ordnen.

Wir nehmen nun an, daB A";A";A"; und A"B"C" miteinander iiber-
einstimmen. ABCD und ABCE seien die beiden, mit ABC inzidenten,
3-Simplexe in M. Wir setzen T',(A"B")= A'B' und T'.(A"C")=A'C/,
und wir bezeichnen den zu A'B' bezw. A'C' geordneten Schnitt in &,_,
mit P(AB) bezw. P(AC) und den zu A”B" bezw. A" C" bezw. A"'B" bezw.
A'"'C" geordneten Schnitt mit R,(AB) bezw. P,(AC) bezw. L.(AB) bezw.
PBs(AC).

Wenn sowohl ABD als auch ABE nicht in &, enthalten ist, so ist
eines und nur eines von den beiden ABD und ABE, etwa ABD, in ,(AB)
enthalten. Wir lassen dann zu A"B"C" bezw. A'"'B'"C" das Simplex
ABCD bezw. ABCE ordnen. Wenn ABD bereits in &,; enthalten ist, so
besteht einer von den beiden PR,(AB) und R.(AB), etwa P,(AB), aus den
beiden Dreiecken ABD und ABC. Wir lassen dann zu A”B"C" bezw.
A"B'"C" das Simplex ABCD bezw. ABCE ordnen.

Wir nehmen nun an, daB sowohl ABD als auch ACD nicht in &
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enthalten ist. Da ABC und ACD nicht in &, enthalten ist, so ist ACD
wie ACB in P(AC) enthalten. Folglich ist ACD in P,(AC) oder P(AC)
enthalten. Wenn ABD in $3,(AB) enthalten ist, so ist ABD in dem zu A"
geordneten Kegel B,(A) enthalten. ABD und ACD sind offenbar in einem
und demselben Kegel B,(A) enthalten. Wenn ACD in .(AC) enthalten
ist, so muB ACD in dem zu A" geordneten Kegel enthalten sein. Da
ACD nicht in &, enthalten ist, so kann ACD nicht in den beiden vonei-
nander verschiedenen Kegeln enthalten sein. Folglich ist ACD in $,(AC)
enthalten.

Wir nehmen zweitens an, daB ABD nicht in &, enthalten ist und
ACD aber bereits in &; enthalten ist. Wenn ABD in $3,(AB) enthalten
ist, so ist ABD in dem zu A" gordneten Kegel %B,(A) enthalten. Durch
das Dreieck ABD wird der Kegel B,(A) in die beiden Kegel zerlegt, und
einer von diesen beiden Kegeln besteht offenbar aus den Dreiecken ABC,
ABD und ACD. Nach der Bedingung 5 gibt es auf S'; die Dreiecke
A"B"C" und A"C"D", so daB T,T'/(A”C"D'")y = ACD. Daher besteht
der zu A" C" geordnete Schnitt P3,(AC) aus den Dreiecken ABC und ACD.

Wir nehmen drittens an, daB sowohl ABD als auch ACD bereits in
&, enthalten ist. Wenn 3,{(AB) aus den beiden Dreiecken ABC und ABD
besteht, so gibt es auf S’ die beiden Dreiecke A"B"C" und A"B"D", so
daB TZT's(A"B"D")= ABD ist. Der zu A'=T"(A") geordnete Kegel B(A)
wird durch ABC in die beiden Kegel B,(A4) und B,(A) zerlegt. Es ist
leicht einzusehen, daf einer von den beiden %,(A) und B,(A) aus den
Dreiecken ABC, ABD und ACD besteht. Wenn B,(A) aus den Dreiecken
ABC, ABD und ACD besteht, so gibt es auf $', die Dreiecke A'"B"C",
A”'B"D”, A’”C”D”, S0 daﬁ T;T'](A”'B”D") = ABD und T]TIJ(AchlIDII)
= ACD ist. Nach der Bedingung 2 mufl der Schnitt P.(AB) aus den
beiden Dreiecken ABC und ABD bestehen. 9,(AB) besteht aber aus
ABC und ABD. Damit miissen ,(AB) und P AB) identisch sein; dies
widerspricht aber der Bedingung 2. Damit besteht %B,(4) aus den Drei-
ecken ABC, ABD und ACD, und daher gibt es auf S, die Dreiecke
A'B"C", A"B"D" und A"C"D", so daB T.7T.(A"C'"D'"Y= ACD ist.
PB,(AC) besteht dann aus den Dreiecken ABC und ACD.

Also konnen wir zu A" B'C" widerspruchslos ein bestimmtes 3-
Simplex ordnen lassen. Wir haben gleichzeitig bewiesen, daB3, wenn ABCD
zu A”B"C" sich ordnen lé8t, so ABD bezw. ACD in dem zu A"B" bezw.
A!"C" geordneten Schnitt B,(AB) bezw. B,(AC) enthalten ist. Das Dreieck
BCD ist offenbar in dem zu B''C" geordneten Schnitt enthalten.

Also ist die Bedingung 6 fiir &; auch erfiillt.

Bedingung 7. Es gilt Ty(S,)=T,T’(S") (mod. 2). Es gibt aber ein
3-Teilkomplex ; von W, so daB T,(S,) (mod. 2) einen Rand von M, bil-
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det und ein zu einem beliebigen auf S; liegenden Dreieck geordnetes 3-
Simplex in M, enthalten ist. Da T5(S,)) =T,7'(S") (mod. 2) ist, so bildet
T.T'.(S") (mod. 2) einen Rand von M.

Es seien ABCD und ABCE die beiden mit ABC inzidenten 3-Simp-
lexe, und wir nehmen an, da8 ABCD bezw. ABCE zu A"B"C" bezw.
AMB"(C" geordnet ist, und daB P,(AB) bezw. P,(AC) zu A"B" bezw.
A" C" geordnet ist. Die Endedreiecke von P,(AB) seien ABC und ABG.
Es gibt dann auf S’; die beiden Dreiecke A"B"C'" und A"B"G", so da
T, T'(A"B"G")=ABG ist.

ABGH sei das zu A"B"G" geordnete 3-Simplex. ABGH ist dann in
M enthalten, da die Bedingung 7 fiir ®&,_; erfiillt ist. Wenn ABH mit
ABC iibereinstimmt, so stimmt ABGH nach der Bedingung 6 mit ABCD
iiberein.

Wenn ABH nicht mit ABC iibereinstimmt, so ist es leicht eéinzu-
sehen, daB kein Dreieck in PB,(AB), auBer ABG, auf dem Rand von
liegt. Damit ist ABCD in M, enthalten. Ebenfalls ist ABCE auch in
I, enthalten. Also ist die Bedingung 7 fiir &; auch erfiillt.

Wir behandeln zweitens den

2. Fall. Es gibt auf einer bestimmten unter S,, S,, «+, Sp, etwa auf
S;, eine Kante B'C', so daB der zu B'C' geordnete Schnitt das Dreieck
ABC enthilt.

Wir bezeichnen den Mittelpunkt von der Kugel x5 + 23 + x5 <<1 mit O.
Ohne Einschrinkung der Allgemeinheit konnen wir annehmen, daf die
Kante B'C' auf der Ebene x;=0 liegt. Die Menge (O, B'C’) (und daher
die Menge 7:{(0, B'C")} auch) ist homdomorph mit einem Dreieck. Die
Differenz {x7+ x3+ x3<<1} — (O, B'C') bezeichnen wir mit 8. Die Menge
B ist dann offenbar homdomorph mit der Kugel ] + 3 + yi<<1.

Wir konnen eine topologische Abbildnng T'; von 3} + y;+ 33<<1 auf
B derart konstruieren, daB die induzierte Abbildung von 7%, die wir
wiederum mit 7', bezeichnen, die beiden Dreiecke A""B"C'(B"C" =/,
und A"B"C"(B"C"=1,) auf das Dreieck (O, B'C’) abbildet und iibrigens
die Abbildung T, die Menge (¥} + y3+y3=1)—{A"B"C"(B"C"=1,) +
A"B"C"(B"C" = [,)} einundeindeutig auf die Menge {[die Begrenzung
von P] — (O, B'C")} abbildet.

T,{(0, B'C")} bezeichnen wir mit ABC, und wir setzen 7,(0, B")=
AB, T,(0, C"Y=AC und &, = ®&,_; + ABC. Also haben wir den Komplex
B in E° eingebettet.

E—® =R —ABC)+ &+ -+ 8, und T\(P) =K, —ABC, so bildet
T.T', topologisch die Kugel yi+3;+3;<<1 auf & — ABC ab.

Bedingung 1. Wir bezeichnen die Sphire yi+ 3+ ;=1 mit S
Die Bedingung 1 ist offenbar fiir die Abbildungen 7,7, Ty ++-, T, und
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die Sphiren S, S., -+, S, erfiillt.

Bedingung 2. Es sei /' eine Kante auf ', und wir nehmen erstens
an, daf /'=/, ist. Es gilt 7',(") = B'C’, und den zu B'C' geordneten
Schnitt in &, bezeichnen wir mit P(BC).

BCD und BCE seien die Endedreiecke von P(BC). Wenn BCD
BCE ist, so wird der Schnitt (BC) durch das Dreieck ABC in die
beiden Schnitte in &,; $3,(BC) und P(BC) zerlegt, und zwar, daB L,(BC)
als Endedreiecke die beiden ABC und BCD und $3.(BC) als Endedreiecke
die beiden ABC und BCE hat.

Es gibt auf S; die beiden Dreiecke B'C’'D’ und B'C'E’, derart da8
T(B'C'D"Y=BCD und T\(B'C'E") = BCE. Die mit /, inzidenten Drei-
ecke auf S'; sind dann A"”B"C'"(B"C"=/,) und B""C"E" oder A"B"C" und
B"C"D", wo T'(B"C"D'")= B'C'D' oder T'(B'"C"E")= B'C'E’ ist. Je-
nachdem B C"E'" oder B'"C"D'" mit /; inzident ist, 148t sich der Schnitt
PBA(BC) oder P,(BC) zu der Kante /, ordnen. Es ist dann offenbar, das,
wenn $,(BC) zu /; sich ordnen 148t, P(BC) zu /. sich ordnen l48t.

Wenn BCD = BCE ist, so ist die Kante BC frei in ®,_;. So gibt es
auf S, die beiden Dreiecke B'C'D' und B'C'E’, so daB T4(B'C'D') = BCD
und T(B'C'E') = BCE ist.

BCDF und BCDG seien die beiden mit BCD inzidenten 3-Simplexe
in POt Mindestens eine von den beiden Kanten BD und DC, etwa DC, ist
nicht frei in &, da &, stark-zusammenhingend ist. So stimmt C'D’
nicht mit C'E’ iiberein, und wir bezeichnen den zu C'D' geordneten
Schnitt in &_, mit $,(CD) und den zu C’E’' geordneten Schnitt mit
PB,(CD). Wenn sowohl CDF als auch CDG nicht in &,(damit auch nicht
in &;_;) enthalten ist, so ist eines von den beiden CDF und CDG, etwa
CDF, in %3,(CD) und das andere CDG ist in §%.(CD) enthalten. Wenn
mindestens eines von den beiden CDF und CDG, etwa CDF, in ®&_,
enthalten ist, so besteht einer von den beiden P,(CD) und P,(CD), etwa
¥,(CD), aus den beiden CDB und CDF. Wenn PB,(CD) aus den beiden
Dreiecken CDB und CDG besteht, so ist das Dreieck CDG in P.(CD)
und nicht in $3,(CD) enthalten. Wenn %3.(CD) aus den beiden Dreiecken
CDB und CDG besteht, so ist das Dreieck CDF in P,(CD) und nicht
in PB.(CD) enthalten. Also ist das Dreieck CDF in $,(CD) und das andere
CDG ist in R,(CD) enthalten.’

Die beiden Dreiecke BCD und BCA bestimmen genau die beiden
Schnitte in &; mit der Achse BC. Mindestens einer von diesen beiden
Schnitten enthilt das Dreieck BCF. Wenn BCF mit BCA nicht iiber-
einstimmt, so enthilt einer und nur einer von den beiden Schnitten das
Dreieck BCF. Diesen das Dreieck BCF enthaltenden Schnitt bezeichnen
wir mit P,(BC). Wenn BCF mit BCA iibereinstimmt, so enthalten die
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beiden durch BCD und BCA bestimmten Schnitte das Dreieck BCF.
Wir bezeichnen dann den aus BCD und BCA bestehenden Schnitt mit
BABC).

Den anderen, durch BCD und ABC bestimmten, Schnitt bezeichnen
wir mit $B.(BC). Das Dreieck BCG ist dann offenbar in 3.(BC) enthalten.

Jenachdem B C"D" oder B"C"E"(B"C'"=1,) mit /, inzident ist, wo
T'(B"C'"'D")= B'C'D’ oder T'(B"C'E'")= B'C'E' ist, 14Bt sich B,(BC)
oder P.(BC) zu /, ordnen. Wenn $,(BC) zu /; sich ordnen 148t, so 4Bt
sich offenbar P3.(BC) zu /, ordnen.

Wenn ['=A"B' ist, so bezeichnen wir den aus allen in 9t enthaltenen
und mit AB inzidenten Dreiecken bestehenden Schnitt mit P(AB), und
den Schnitt P3(AB) in &; lassen wir zu A"”B'" ordnen. Wenn ' = A" C"
ist, so bezeichnen wir den aus allen in 9 enthaltenen und mit AC inzi-
denten Dreiecken bestehenden Schnitt mit (A C), und den Schnitt P(AC)
in ©; lassen wir zu A" C" ordnen.

Wenn I's5 A"B'" = A" C!" 5= 1,5 [, ist, und wenn T',(!')=/ ist und der
Schnitt P(T:()) in &;_; zu ! sich ordnen liBt, so ldBt sich R(T (7)) zu
ordnen.

Wenn m! eine Kante auf S,(j =2, --, p) ist, und wenn der Schnitt
P(T,(m")) in @,_, zu =m' geordnet ist, so ist P(T;(m’)) offenbar ein Schnitt
auch in ®; und P(7T,(m")) 148t sich zu m' ordnen.

Also ist die Bedingung 2 fiir ©, erfiillt.

Bedingung 3. Es sei K" eine Ecke auf S, Wenn K" nicht mit A"
iibereinstimmt, und wenn 7',(K") = K' ist, so 148t sich der zu K’ geor-
dnete Kegel mit der Spitze T3(K") zu der Ecke K'' ordnen.

Wenn K" mit A" iibereinstimmt, so 148t sich der aus allen mit 4
inzidenten Dreiecken in 9 bestehende Kegel B(A) zu der Ecke A" ordnen.

Wenn eine Ecke K’ auf S)(j =2, -, p) liegt, und wenn der Kegel
B(T(K") in ®,; zu K" geordnet ist, so 148t sich der Kegel B(T,(K")) in
®; auch zu K" ordnen. Also ist die Bedingung 3 fiir &, auch erfiillt.

Bedingung 4. D'E’ sei eine Kante auf S'; und P(DE) bezw. B(D)
sei zu der Kante D'E' bezw. der Ecke D' geordnet. Wir nehmen erstens
an, daB D'E' mit [, = B"C' iibereinstimmt und der Schnitt (B C) bezw.
B(BC) zu der Kante /, bezw. T',(/;)=B'C' geordnet ist. Ein Dreieck BCF
sei in P,(BC) enthalten, so ist BCF auch in P(BC) enthalten. Da die
Bedingung 4 nach der Annahme fiir ®&;., erfiillt ist, soist BCF in dem
zu B' geordneten Kegel enthalten. Da der zu B’ geordnete Kegel mit dem
zu B'" geordneten Kegel iibereinstimmt, so ist BCF in dem zu B" geord-
neten Kegel enthalten.

Wenn D'E' mit /, iibereinstimmt, so verlduft Diskussion ganz analog.

Wenn D'E' mit A"B" iibereinstimmt, so ist offenbar der zu A"B'
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geordnete Schnitt P3(AB) in dem zu A" bezw. B’ geordnete Kegel B(A)
bezw. B(B) enthalten.

Also ist die Bedingung 4 fiir @, auch erfiillt.

Bedingung 5. Es seien A;A4, und A.A; die beiden, sowohl in @& als
auch in einem Kegel B(A,) in &; enthaltenen Kanten von der Art, daB
A A, und A,A; durch die Folge der in B(A4,) enthaltenen und nicht noch
in ®; enthaltenen Dreiecke A,A4.C,, A,C,C,, ++-, A,C A, verbunden werden
konnen, wo die Kanten A.C;, A.C, ---, A.C, nicht noch in &; enthalten
sind und je zwei von A.C,, A.C,, ---, A.C, voneinander verschieden sind.
Durch die obige Folge der Dreiecke wird B(A.) offenbar in die beiden
Kegel B'(A,) und B'"(A,) zerlegt.

Es gibt auf einer unter S5, S,, *+-, S,, etwa auf S',, die Ecke A", und
die Kanten A'"/A"; und A",A'; von der Art, daB B(A,) zu A"; geordnet
ist und T TH(A" A") = A;As und T, T(A",A",) = A,A, ist, und daB der
zu der Kante A", A", bezw. A",A'"; geordnete Schnitt P3(A;A4,) bezw.
PB(A,A;) das Dreieck A,A4.C, bezw. A.C, A, enthilt.

Wir nehmen erstens an, da die Ecke A’, mit B" iibereinstimmt.
A.DE sei ein in @&, enthaltenes Dreieck, das sowohl in B'(A.) als auch
in B"(4,) enthalten ist, und zwar, da die Kante A,D weder mit 4.4,
noch mit A,A; iibereinstimmt.

Wenn weder 4.4, noch A.A; mit BA iibereinstimmt, so ist offenbar
BCA in nur einem von den beiden B'(A,) und B''(4,) enthalten. Daher
kann A.DE nicht mit BCA iibereinstimmen, und A.DE ist damit bereits
in &, enthalten. Da die Bedingung 5 nach der Annahme fiir &,_, erfiillt
ist, so gibt es auf S, die beiden Dreiecke A, D'E' und A'gﬁ’l‘::’ und die
beiden Kantenwege A',D' + A’gﬁ’ und A" A', + A", A’; kreuzen sich, wenn
BC nicht mit BD tibereinstimmt, wo T',(A",A",) = A" A's und T, (A", A";)
= AL A" ist. o

Es gibt auf S’; die beiden Dreiecke A".D'E" und A",D'"E" derart,
das T(A",D"E") = A.D'E' und T'\(A".D"E") = ALD'E' ist. Die beiden
Kantenwege A'.D" + A"D" und A A" + A, A", dann offenbar keuzen
sich.

Wir nehmen nun an, daB eine von den beiden A;A; und A4.A4,, etwa
A,A,, mit BA iibereinstimmt. Wenn A.DE mit BCA iibereinstimmt, so
kreuzen sich die beiden Kantenwege /,+/. und A”,A",+ A", A"”,., Wenn
A,DE nicht mit BCA ibereinstimmt, so ist A,DE bereits in &,_; enthal-
ten. Durch die Folge der Dreiecke BCA, BACGC,, A.C,C,, -, A,C A; wird
B(A,) in die beiden Kegel B'(A4.) und B'(A,) zerlegt. Es gibt daher auf

S; die beiden Dreiecke AD'E’ und A’zlo)’Ec?’, und die beiden Kantenwege
A,D'+ A, D' und B! C’'+ A’s A'; kreuzen sich, wenn BC nicht mit BD iiber-
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einstimmt, WO T](A’«_)DIE’>=T](Aglalf::’):A:DE und T’](A”zA”;;)=A,gA{3 iSt-

Es gibt auf S'; die beiden Dreiecke A'.D"E" und A".D"E" so daB
T'(A".D'"E'") = ALD'E' und T',(A"ZD”E") = 'gﬁ’E’ ist. Die beiden Kan-
tenwege A”gD""r‘A”zi)” und /, + A",A"; dann offenbar kreuzen sich.
Folglich kreuzen sich die beiden Kantenwege A'.D' + A".D" und B"A"
+ AII:,AH3.

Wenn BC mit BD iibereinstimmt, so ist es offenbar, dafB /, +/, und
B"A" + A",A"; sich kreuzen.

A,DE sei ein in & enthaltenes Dreieck, das in 8/(A,) und nicht in
B'"(A,) enthalten ist. Wenn A.DE mit BAC und A.D mit BA iiberein-
stimmt, so kann offenbar weder A,A, noch A:A; mit BA iibereinstimmen,
Es ist klar, daB die beiden Kantenwege 7/, +/. und A",A".+ A", A",
nicht sich kreuzen.

Wenn A.DE nicht mit BAC iibereinstimmt, so ist A,DE bereits in
&,_; enthalten. Wir nehmen erstens an, daB weder A.A; noch A.A; mit
BA iibereinstimmt. Es gibt dann auf S, bezw. S; das Dreieck A, D'E’
bezw. ALD'E' und die beiden Kanten AA’; und A", A", so daB Ti(A"D'E")
= T(A.D'E") = A.DE und T'(A",A")= ALA", T (A"A")=A"A", ist.
Da die Bedingung 5 nach der Annahme fiir &, erfiillt ist, so kénnen die
beiden Kantenwege A',A'; + A A'; und A',D'+ Algljl nicht sich kreuzen,
auch wenn A’ und A’', miteinander iibereinstimmen.

Wir nehmen an, daff A, = A, ist. Es gibt dann auf S’; die beiden
Dreiecke A',D"E" und A",D"E" von der Art, daB T',(A",D"E'"")=A",D'E’
und T',(A",D"E'") = A,D'E' ist. Die beiden Kantenwege A'.D" + A”zls"
und A",A", + A", A", kreuzen dann nicht sich.

Wir nehmen zweitens an, daB eine von den beiden A.A, und A,A,,
etwa A,A,;, mit BA iibereinstimmt. Mindestens eine Kante von den beiden
A,D und A.E, etwa A.D, stimmt nicht mit der Kante A,A: iiberein. Durch
die Folge der Dreiecke BCA, A,A;C,, A.C,Cs, -, A.CA; wird B(A4y) in
die beiden Kegel B/'(A,) und B"(A,) zerlegt.

Wir nehmen nun an, da8 die Kante A4,D nicht mit BC iibereinstimmt.
Es gibt auf S, bezw. S; das Dreieck A,D'E’ bezw. A'.D'E' und die beiden
Kanten B'C' und A",A's, so daB T,(A.D'E") = T,A.D'E') = A.DE und
T'(A"A") = AWAYy, T'() = B'C' ist. Die beiden Kantenwege B'C'+
ALA', und A'.D' + A'.D' kénnen dann nicht sich kreuzen, auch wenn A/,
und A's miteinander iibereinstimmen. Wenn A’; mit A', iibereinstimmt,
so gibt es auf S'; die beiden Dreiecke A".D"E' und A”gb"fz‘”, so daB
T'.(A".D"E") = ALD'E' und T'.(A",D"E") = A,D'E' ist, und die beiden
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Kantenwege I; + A", A", und A".D" + A”j)” kreuzen nicht sich. Folglich
konnen die beiden Kantenwege B"A" + A", A"; und A".D" + A",D" nicht
sich kreuzen.

Wenn A:D mit BC iibereinstimmt und A.E weder mit BC noch mit
A.A; iibereinstimmt, so nehmen wir statt A.D die Kante A.E auf, und
Diskussion 1duft ganz analog mit der obigen.

Wenn A,D mit BC iibereinstimmt und A.E mit A,A; iibereinstimmt,
so kann die Kante A.D nicht in &,_; frei sein. Angenommen in der Tat,
daB A.D in &;_, frei ist. Es ist dann leicht einzusehen, daB A,DE sowohl
in B/(A,) als auch in B"(A4,) enthalten ist. Dies widerspricht aber der An-
nahme, daB A,DE nicht in B"(A.) enthalten ist. Ebenfalls ist die Kante
AzE nicht frei in @1_1. .

Wir behandeln den Fall, worin es auf S; die beiden Dreiecke A.D'E’
und A.D'E’ gibt, und zwar, daf T.(A.D'E") = T\(A",D'E") = A,DE ist.
Es gibt auf S, auch die Kanten A’,A'; und A.A", sodaB T',(A";A";) =
A A und T',({,) = B'C’ ist. Wenn B'C' weder mit A'.D' noch mit A’.D’
iibereinstimmt, so konnen die beiden Kantenwege A’,A';+ B'C’' und A',D'
4+ A',D' nicht sich kreuzen. Daher kreuzen die beiden Kantenwege A", A"’
+ A", A" und A", D'+ A"sD" nicht sich, wo T;(A",D')= A" D' und
T'](A”gD”) = AIgDI ist.

Wenn eine von den beiden A%D' und A'.D' mit B'C' iibereinstimmt,
und wenn weder A%E' noch A.E' mit A".A'; iibereinstimmt, so kénnen
wir ebenfalls einsehen, daB die beiden Kantenwege A", A'; + A";A", und
A'LE"+ AV, E nicht sich kreuzen, wo T/,(A".E")=A"E' und T',(A",E")=
ALE'" ist. Folglich kdnnen die beiden Kantenwege A’,A"; + A",A"; und
A"D" + A",D" nicht sich kreuzen.

Wir nehmen nun an, daf8 eine von den beiden A’.D' und ALD’ mit

B'(’ iibereinstimmt und eine von den beiden A.E' und A’-_}é’, etwa ALE’,
mit A»A'; iibereinstimmt, Den zu AA'; geordneten Schnitt bezeichnen
wir mit P(A4.4;). Die Endedreiecke von P(A.A;) seien A.ED und A.EG.
Da A.E nicht frei in &,_, ist, so kénnen 4A.ED und A.E G nicht miteinander
tibereinstimmen. Durch das Dreieck A4.A.C, wird der Schnitt P3(A,A4;) in
die beiden Schnitte 93,(4.4;) und P(A.A;) zerlegt, und einer von den
beiden P A,A;) und Py(A.A:), etwa B,(A.As), hat als Endedreiecke die
beiden Dreiecke A,A;C, und A.ED und der andere Y.(A.A;) hat als Ende-
dreiecke die beiden Dreiecke A.A.C,und A.EG.

Alle in P.(A4.A;) enthaltenen Dreiecke seien A.A4.C, A.A;Ce1, -+,
AsA;C,ny, AsA3C,(=A.A;G). A.Ciy sei die Kante von der Art, daB A.Cy,
A:Ciiyy oo A.Ciip_q nicht noch in &; enthalten sind und A,Ci., in &
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enthalten ist. A.Ci.q—1(0<<g<<p) sei die Kante von der Art, daB jede
Kante von A.Cisy ***, A:Cirp-y nicht mit einem von A.A4,, ---, A.A, tiber-
einstimmt und die Kante A.C;,,_; aber mit einem von A.A,, -, A,C;, -,
A. A, etwa A,C,(s<<!), iibereinstimmt. Durch die Folge der Dreiecke
A,A,C,, A.C Cy +, A.C._,C,, AsCiig-1Cisg sy, A:Ciopoy1 Cyp wird B(A:)
in die beiden Kegel B,(A4.) und B,(A:) zerlegt. Es ist leicht einzusehen,
daB8 A.DE in nur einem von den beiden 8B,(A4.) und B.(A,) enthalten ist,
und daB die Kante A.C;:, nicht mit A.D iibereinstimmt. Denn, wenn
A,A;Cy.p nicht mit A,EG iibereinstimmmt, so ist A.A;Ci., nicht noch in
§; enthalten ist und die Kante A.C,., damit stimmt nicht mit A.D iiberein.
Wenn A.A;C.., mit A.EG iibereinstimmt, so stimmt die Kante A.C.,
mit A.G und damit nicht mit A.D {iberein. .

Es gibt auf S', die Kanten A".C".,, A".A", A",D", A",D", so daB
T] TI] (A”gC"H.p) — A‘_’Cl+p, T] T'] (A”-’_’ A”) i BA, T’;(A”-_; DH) — A,‘_)D,,
T'(A",D") =A'j)’ ist und der zu A" ,C",., geordnete Schnitt das Dreieck
A;Cyipy Gy enthilt. Die Kantenwege A”;D"-E-A”QD" und A"B"+ A", C" s
kreuzen dann nicht sich.

Durch die Folge der Dreiecke A.A4;C;, A.CiCiyy, oo+, A2Crypo1 Crup wird
B(A,) in die beiden Kegel zerlegt. Es ist leicht einzusehen, daB A.DE in
nur einem von diesen beiden Kegeln enthalten ist. Daher kreuzen die
beiden Kantenwege A";D"+ A",D" und A".C",,, + A"E" nicht sich. Fol-
glich kreuzen die beiden Kantenwege A".D"+ A"D" und A"B"+ A",A",
nicht sich.

Ebenfalls konnen wir beweisen, daB, wenn die beiden Dreiecke A:DE
und A.FG in B(A.) enthalten sind, und wenn fiir A".D"E' und A".F"G"
es T,T"(A".D"E") = A,DE und T,T(A".F"G")= A.FG gilt und ein zu
A".D" bezw. A'.F'" geordneter Schnitt in B(A4.) enthalten ist, so die
beiden Kantenwege A'.D" + A", F" und A",A", + A", A", nicht sich kreu-
zen konnen.

Also ist die Bedingung 5 fiir ®; auch erfiillt.

Bedingung 6. Es sei A", A", A" ein Dreieck auf S', und T,T/(A",A"LA")
=A,A.A;. Wenn A,;A.4; und ABC nicht miteinander i{ibereinstimmen,
so setzen wir T (A", A", A") = AL A'A", und wir lassen zu A", A",A"; das
zu A", A", A'; geordnete 3-Simplex selbst ordnen.

Wir nehmen nun an, dag A"y A",A"; mit A"B"C"(B"C" =1,) iiberein-
stimmt. ABCD und ABCE seien die beiden, mit ABC inzidenten, 3-
Simplexe in M. Wir setzen T/,({;) = B'C', und wir bezeichnen den zu B'C’
bezw. /, bezw. /, geordnete Schnitt mit P(BC) bezw. B,(BC) bezw. P(BC).

Wenn sowohl BCD als auch BCE nicht in ®; enthalten ist, so ist
eines und nur eines von den beiden BCD und BCE, etwa BCD, in $3,(BC)
enthalten. Wir lassen dann zu A"B"C"(B""C" =1,) bezw. A"B"C"(B"C"
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=/,) das Simplex BCAD bezw. BCAE ordnen. Wenn BCD bereits in @,
enthalten ist, so besteht einer von den beiden $3,(BC) und P,(BC), etwa
B(BC), aus den beiden Dreiecken BCD und BCA. Wir lassen dann zu
A"B"C"(B'"C'"=1I;) bezw. A"B"C"(B"C" =/,) das Simplex BCAD bezw.
BCAE ordnen.

Also ist die Bedingung 6 fiir &, erfiillt.

Bedingung 7. Es gilt T3(S)) = T37"(S") (mod. 2). Es gibt aber ein
3-Teilkomplex M; von IN, so daB Ty(S;) (mod. 2) einen Rand von W, bildet
und ein zu einem beliebigen auf S, liegenden Dreieck geordnetes 3-Simplex
in M, enthalten ist. Da T3(S,) = T1T'i(S";) (mod. 2) ist, so bildet T,7T(S")
(mod. 2) einen Rand von N,.

Es seien ABCD und ABCE die beiden mit ABC inzidenten 3-
Simplexe. Es leicht einzusehen, daB sowohl ABCD als auch ABCE in
M, enthalten ist?.

Wir behandeln nun den

3. Fall. Die Kanten AB, BC, CA des Dreiecks ABC sind bereits in
®,_; enthalten, und das Dreieck ABC ist aber nicht noch in ®&;_; enthalten.

Das Dreieck ABC ist dann in einem bestimmten Schnitte P(AB)
bezw. P(BC) bezw. P(CA) in G, enthalten. Nach der Bedingung 2 gibt

es auf einer S; bezw. S; bezw. S; eine Kante A’B' bezw. B'C! bezw. CchA',
und P(AB) bezw. P(BC) bezw. P(CA) ist zu der Kante A'B' bezw.

B'C’ bezw. C', A", geordnet.

Wir bezeichnen den zu A’ bezw. A’y geordneten Kegel mit B,(A) bezw.
B,(A). Nach der Bedingung 4 ist ABC sowohl in B,(A) als auch in B,(A)
enthalten. Da ABC nicht noch in ®&,_; enthalten ist, so miissen 25,(A4)
und B,(A) miteinander iibereinstimmen. Folglich muB A’ = A’; und S; =

S: sein. Ebenfalls muB B' = B' und C' = C'y sein. Wir nehmen ohne
Einschrinkung der Allgemeinheit an, daB S;= S, = S;= S, ist. Also gibt
es auf S; drei Kanten A’B', B'C', C'A’, und der Schnitt P(AB) bezw.
PB(BC) bezw. P(CA) ist zu der Kante A'B’ bezw. B'C' bezw. C'A’ geord-
net, und P(AB), P(BC) und P(CA) enthalten das Dreieck ABC.

Wir bezeichnen den Mittelpunkt von der Kugel xi+ x3 + x<<1 mit
0. Indem wir jeden Punkt auf A'B'+ B'C'+ C'A' mit O verbinden, wir
konstruieren die Menge (O, A’B'+ B'C'+ C'A"). Ohne Einschrinkung
der Allgemeinheit kénnen wir annehmen, daf die Kanten A'B’, B'C' und
C'A’ auf der Ebene z; =0 liegen. Die Menge (O, A'B'+ B'C'+ C'A’) ist
dann offenbar homoéomorph mit einem Dreieck, und damit ist die Menge
T,{(0, A’B' + B'C’' + C'A")} auch homdomorph mit einem Dreieck. 7;{(O,
A'B'+ B'C'+ C'A")} bezeichnen wir mit ABC.

1 Vgl. Bedingung 7im 1. Falle.
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Die Sphire S; wird durch den Kantenweg A'B'+ B'C'+ C'A’ in die
beiden Gebiete 9; und 9. in bezug auf S, zerlegt, und A'B'+ B'C' +C'A’
bildet die gemeinsame Begrenzung von 9; und 9.. Die Kugel i+ x5 + x}
<1 wird durch die Menge (O, A'B'+ B'C’'+ C'A’) in die beiden Gebiete
B, und B zerlegt, und $,+(0, A'B'+ B'C’ + C'A’) bildet die Begrenzung
von einem unter 3, und P, etwa von PB;, und H.+(0, A'B'+B'C'+ C'A")
bildet die Begrenzung von dem anderen ..

&, wird durch ABC in die beiden Gebiete &', und &', zerlegt, und
wir kénnen ohne Einschrinkung der Allgemeinheit annehmen, dag 7T(3,)
= &' und T(§3.) = &' ist. Wir konnen eine topologische Abbildung 77,
von der Kugel 3+ y3+ y3<<1 auf R, derart konstruieren, daB die indu-
zierte Abbildung T'; von der Sphire yi+yi+y; =1, die wir mit S’
bezeichnen, auf 9, + (0, A’B'+ B'C' + C'A') einundeindeutig ist und ein
Dreieck auf S| durch 7% auf eines Dreieck auf ©,+(0, A’'B'+B'C' + C'A")
abgebildet wird. Ebenfalls konnen wir eine topologische Abbildung 7,
von der Kugel z}+ 23 +23<<1 auf 3, derart konstruieren, daB die induzierte
Abbildung T", von der Sphire zi+2;+2; =1, die wir mit S”; bezeichnen,
auf ©,+ (0, A'B'+B'C' +C'A") einundeindeutig ist und ein Dreieck auf
S, durch T, auf eines Dreieck auf $.+ (0, A’'B'+ B'C' + C'A’) abge-
bildet wird. _

Es sei D'E'F' ein Dreieck auf 9;, so bezeichnen wir T'7(D'E'F') mit
D"E"F", Essei D'E'F' ein Dreieck auf 9., so bezeichnen wir T"7(D'E'F’)
mit D'"E'"'F"', Wir bezeichnen auch 7',7'{(0, A'B'+B'C' + C'A")} bezw.
T'7'4(0, A’'B'+ C'C' + C'A")} mit A"B"C" bezw. A'"B"'C'",

Wir setzen &_; + ABC =®,, so haben wir ®, in E? eingebettet. Die
Komponenten von E*—@®, bestehen aus &';, &, &, -+, &,

Bedingung 1. Die Bedingung 1 ist offenbar fiir die Abbildungen
T.7, T"1", T, **, T, und die Sphdren S, S", S, :--, S, erfiillt.

Bedingung 2. Es sei // eine Kante auf S’;, und wir nehmen erstens
an, daB /' = A"B" ist, T (A"B") = A’'B’, und der Schnitt P(AB) in &_,
ist zu der Kante A'B' geordnet. ABD und ABE seien die Endedreiecke
von P(AB). Wenn ABD nicht mit ABE iibereinstimmt, so wird der Schnitt
B(AB) durch das Dreieck ABC in die beiden Schnitte in ®, 3,(AB) und
PB.(AB) zerlegt. Wir konnen ohne Einschrinkung der Allgemeinheit an-
nehmen, daB R,(AB) als Endedreiecke die beiden ABC und ABD und
P AB) als Endedreiecke die beiden ABC und ABE hat.

Es gibt auf S; die beiden Dreiecke A'B'D' und A'B'E’, so daB
T{(A'B'D") = ABD und T:(A'B'E') = ABE ist. Jenachdem A'B'D’ “oder
A'B'E' in D, enthalten ist, 18t sich der Schnitt 23,(AB) oder BAAB) zu der
Kante A"B' ordnen. Es ist dann offenbar, daB, wenn P,(AB)zu A"B" sich
ordnen 1liBt, so der Schnitt B,(AB) zu der Kante A"'B'" sich ordnen 148t.
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Wenn ABD mit ABE iibereinstimmt, so ist die Kante AB freiin ®,_,.
Es gibt dann auf S, die beiden Dreiecke A’B'D' und A'B'E', so daB
T,(A'B'D") = ABD und T(A'B'E") = ABE ist.

ABDF und ABD G seien die beiden, mit ABD inzidenten, 3-Simplexe
in M. Mindestens eine von den beiden Kanten AD und BD, etwa AD, ist
nicht frei in &;_;. So stimmt A'D' nicht mit A'E’' iiberein, und wir be-
zeichnen den zu A’'D’ geordneten Schnitt in &;_; mit $3,(AD) und den zu
A'E' geordneten Schnitt mit $3.(AD).

Wenn sowohl ADF als auch ADG nicht in ®&,(damit auch nicht in
®,-,) enthalten ist, so ist eines von den beiden ADF und ADG, etwa
ADF, in 33(AD) und das andere ADG ist in {.(AD) enthalten. Wenn
mindestens eines von den beiden ADF und ADG, etwa ADF, in &;_, ent-
halten ist, so besteht einer von den beiden 94(AD) und PLAD), etwa
R,(AD), aus den beiden ADF und ADB. Das Dreieck ADG ist dann in
P.(AD) und nicht in $3,(AD) enthalten. Wenn ADG in ®;_; enthalten ist,
und wenn R.(AD) aus den beiden Dreiecken ADB und ADG bestecht, so
ist das Dreieck ADF in ¥,(AD) und nicht in P.(AD) enthalten. Also ist
jedenfalls das Dreieck ADF in $3,(AD) und das andere ADG ist in PR.(AD)
enthalten.

Die beiden Dreiecke ABD und ABC bestimmen genau die beiden
Schnitte in & mit der Achse AB. Mindestens einer von diesen beiden
Schnitte enthidlt das Dreieck ABF. Wenn ABF nicht mit ABC iiberein-
stimmt, so enthilt einer und nur einer von den beiden Schnitten das
Dreieck ABF. Diesen das Dreieck ABF enthaltenden Schnitt bezeichnen
wir mit $(AB). Wenn ABF mit ABC iibereinstimmt, so enthilt die
beiden durch ABC und ABD bestimmten Schnitte das Dreieck ABF. Wir
bezeichnen dann den aus ABD und ABF bestehenden Schnitt mit 33,(AB).

Den anderen, durch ABD und ABC bestimmten, Schnitt bezeichnen
wir mit $,(AB). Das Dreieck ABG ist dann offenbar in %.(AB) enthalten.

Jenachdem A’B'D’' in 9, oder in 9. enthalten ist, 148t sich der Schnitt
P.(AB) oder P,(AB) zu der Kante A”B'" ordnen. Wenn ,(AB) zu A"B"
sich ordnen 148t, so lidBt sich offenbar P.(AB) zu A"'B" ordnen.

Fiir B"C", B"'C'"', C"A", C'"A' auch lduft Diskussion ganz analog.

Wenn /'s= A"B"s£ B"C'"s£ C"A" ist, und wenn T%(!’) =1 und der
Schnitt P(7()) in &;_, zu { geordnet ist, so 146t sich P(T,(/)) zu ' ordnen.

Wenn ' eine Kante auf S'; ist und m's=A"'B"'s£ B C!"s& C'" A
ist, und wenn T",(#n')= m und der Schnitt B(7"(m)) in &—; zu m geordnet
ist, so 148t sich P(T,(#2)) zu m' ordnen.

Wenn m' eine Kante auf S,(j =2, --+, p) ist, und wenn der Schnitt
P(Ty(m")) in ®,_; zu m' geordnet ist, so ist P(T,(m")) offenbar ein Schnitt
auch in &; und (T ,(m")) 146t sich zu m' ordnen.
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Also ist die Bedingung 2 fiir ®&; auch erfiillt.

Bedingung 3. Essei K'' eine Ecke auf S, Wenn K'' nicht mit A"
oder B" oder C'"tibereinstimmt, und wenn T"(K'")= K’ ist, so ldBt sich
der zu K' geordnete Kegel mit der Spitze T3(K') zu der Ecke K'' ordnen.

Wir nehmen an, daB K’ mit A" iibereinstimmt und ein Kegel B(A)
zu der Ecke T'(A") = A' geordnet ist. B(A) wird durch das Dreieck ABC
in die beiden Kegel B,(A) und B.(A) zerlegt.

Es sei ADE ein in B;(A) enthaltenes Dreieck, das in &, enthalten ist
und nicht mit ABC iibereinstimmt. ADE ist dann in B(A) enthalten.
Daher gibt es auf S; ein Dreieck A’D'E’, so daB T,(A'D'E')= ADE ist.
Mindestens eine von den beiden Kanten AD und AE, etwa AD, kann
nicht mit ABC inzident sein.

Wenn die Kante AD frei in &, ist, so gibt es auf S, die beiden
Dreiecke A'D'E' und A’D'E", und T,(A'D'E")=T,(A’D'E"")= ADE. Jenach-
dem das Dreieck A’D'E’ (damit auch A'DE") in O, oder in 9. enthalten
ist, 148t sich der Kegel B,(A) oder B.(A) zu der Ecke A" ordnen. Wenn
B,(A) sich zu A" ordnen 148t, so 148t sich B.(A) zu A" ordnen.

Wir nehmen nun an, daf die Kante AD nicht frei in &,;_, ist. Wenn
ADE in 8B,(A) auch enthalten ist, so gibt es auf S, nach der Bedingung 5
die beiden Dreiecke A'D’E’ und A’'D"E" und die beiden Kantenwege A’D’
+ A'D" und A'B"' + A'C’ kreuzen sich.

ADEF und ADEG seien die beiden, mit ADE inzidenten, 3-Simplexe
in M. Eines von den beiden ADEF und ADEG, etwa ADEF, ist zu
A'D'E'" geordnet und das andere ADEG ist zu A'D"E" geordnet. Wenn
mindestens eines von den beiden ADF und ADG, etwa ADG, nichtin
®,_; enthalten ist, so ist es leicht einzusehen, da ADG in nur einem von
den beiden B,(A4) und B(A4), etwa in B.(A4), enthalten ist. Wenn sowohl
ADF als auch ADG in ®,_, enthalten ist und ADF sowohl in 8B,(A4) als
auch in B.(A) enthalten ist, so ist es leicht einzusehen, da8 ADG in nur
einem von den beiden B,(A4) und B.(A4), etwa in B.(A), enthalten ist. Wir
lassen zu der Ecke A" oder A"’ den Kegel ®B,(A) ordnen, jenachdem A'D'E’
in 9, oder in 9. enthalten ist. Wenn B,(4) zu A" sich ordnen l48t, so A3t
sich ®B.(A) zu A" ordnen.

Wenn K'""=B"=B"'=C"=C" ist, so lduft Diskussion ganz analog.

Also ist die Bedingung 3 fiir &; auch erfiillt.

Bedingung 4. Bedingung 4 ist fiir &; auch erfiillt. Der Beweis ist
ganz analog mit dem im 1. Falle, so lassen wir den Beweis weg.

Bedingung 5. Bedingung 5 ist fiir &; auch erfiillt. Der Beweis ist
ganz analog mit dem im 1. Falle.

Bedingung 6. Bedingung 6 ist fiir &; auch erfiillt. Der Beweis ist
ganz analog mit dem im 1. Falle.
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Bedingung 7. Sowohl Rand von 7,7',(S';)) (mod. 2} als auch Rand
von T,7",(S";) (mod. 2) ist offenbar Nullkomplex (mod. 2). Folglich bildet
T,T'(S"}) (mod. 2) bezw. T,T",(S";) (mod. 2) einen Rand von einem 3-
Teilkomplex M’ bezw. W von W, und zwar, daB ein zu einem belie-
bigen auf S’; bezw. S" liegenden Dreieck geordnetes 3-Simplex in IV
bewz. M/’ enthalten ist.

Es gibt auf S, die beiden Dreiecke A'B'D' und A'B'E’', so da8 das
Dreieck ABC in dem zu A'B' geordneten Schnitt P(AB) enthalten ist.
ABDF sei ein 3-Simplex und zu A'B’D' geordnet. ABF ist dann nach
der Bedingung 6 fiir &, in J}(AB) enthalten. ABDF ist aber in W
enthalten. Damit ist ABC in %4 enthalten. Daher ist sowohl W' als.
auch M" ein Teilkomplex von Wi,.

Wenn 7,7',(S") und T,T",(S";) nicht miteinander iibereinstimmen,
so gibt es auf S', ein Dreieck A" A".,A",, so daB T,T',(A" A", A";) =
A;A-A, ist und kein Dreieck auf S"; durch T,7", auf das Dreieck A;A4-A;
abgebildet ist, oder gibt es auf S", ein Dreieck A"; A", A", so daB
T,T"(A", A", A") = A1 AsA, ist und kein Dreieck auf S’y durch 7,7/, auf
das Dreieck A;A.A; abgebildet ist.

Wir nehmen nun an, daB es auf S, ein Dreieck A'";A".A"; gibt, so
dag T, T',(A"A",A",) = A,A,A,; ist und kein Dreieck auf S, durch 7,7",
auf das Dreieck A,A.A; abgebildet wird., A,A.A;A, sei das zu A", A",A",
geordnete Simplex. A,A,A;A, ist dann offenbar in Y’ enthalten.

Anderseits ist es leicht einzusehen, daB, wenn A;A.A;A, in V' ent-
halten ist, so ein zu einem beliebigen auf S'; liegenden Dreieck geordnetes
3-Simplex auch in Y’ enthalten ist.

Wir nehmen zweitens an, dag 77',(S") und T'"(S",) vollig iiberein-
stimmen. 9 stimmt dann mit 9N iiberein. A';A',A"; sei ein auf S, lie-
gendes Dreieck, so daff T,7',(A"A".A",) = A;A.A; ist und das Simplex
A1 A-A3A, zu A" AT, A", geordnet ist. A;A.A43A, ist in einem von W' und
" enthalten. In diesem Falle kinnen wir ohne Einschrinkung der All-
gemeinheit den das A;A4.A:A, enthaltenden Komplex mit YR’ bezeichnen.

Also ist die Bedingung 7 fiir &; auch erfiilit.

2. Schritt., Wir konstruieren die Folge der 2-Komplexe &;, &, -,
®,;_;, so daB G,(7 <7 —1) aus &;_, und einem Dreieck von It besteht und
jeder &; stark-zusammenhingend und nullhomotop ist. }

Wir kénnen, wie im 1. Schritte gezeigt worden ist, &_, in E” derart
einbetten, daB jede Komponente von E’—®,_; homéomorph mit der 3-
Kugel x}+ xi+ x3<<1 ist, und daB, wenn wir die Komponenten von E*
—@_; mit 8, K, -, &, und die topologischen Abbildungen von x} +x3+
2<1 auf &, K, -, K mit T, T, -+, T, bezeichnen, so Ty, T -, T
den Bendingungen 1—7 geniigen.
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Wir wollen nun die folgende Behauptung beweisen.

Zwischenbehauptung 1. Wir bezeichnen die Komponenten von E*—
©i_y mit &, K, -+, K, und die topologischen Abbildungen von x5 + x5+
2<1 auf &, &, -, &, mit Ty, T., -, T, und die Spharen x;+ x2 + x3
=1mit S, S, -, S,. Nach der Bedingung T bildet T(S;) (mod. 2) (j =
1, 2, +, p) den Rand eines 3-Komplex ;.

A A+ AAs+ -+ A, A+ AL AL sei ein in einem von W, My, -+,
M,, etwa in W, enthaltener Kantenweg und geniige der folgenden
Bedingung.

Bedingung. Wenn eine Ecke unter A, A, -+, A,, etwa A, in &,
enthalten ist, so ist eine bestimmie Ecke A'y auf S, zu A, geordnet und
sowohl A,1A, als auch A,Aq. ist in dem zu A', geordneten Kegel ent-
halten. Wenn die Kante AAq. in O, enthalten ist, so gibt es auf S,
eine Kante A'q Ay, s0o da3 A', bezw. A’y z2u Aq bezw. A, geordnet ist.

Es gibt dann ein Rechteck R und die Abbildung Q von R in W, und
zwar, dal R und Q den folgenden Bedingungen genugen.

1. R ist in Dreiecke zerlegt und die Seite von R ist in Kanten A"} A"},

e, A, A", A", A", zerlegi. Beide Dreiecke auf R haben entweder
keine Punkte gemeinsam oder 1,2,3 Ecken gemeinsam oder ihre einzige
Kante und eine Ecke gemeinsam oder ihren 1, 2 Kanten gemeinsam.

2. EFG sei ein Dreieck auf R, so ist Q(EFG) ein Dreieck in .
Q(A"]AHQ) = A, 4,, -, Q(A"n-—]A"ﬂ) = A, .4, Q(A”:'!A”J) = A.A.

3. Wenn A, in ®_, enthalten ist, und wenn A'y auf S, zu A, geordnet
ist und ein Kegel B(A,) zu A'y geordnet ist, so ist das Bild jedes, mit
A"y inzidenten Dreiecks auf R durch die Abbildung Q in dem Kegel
B(A,) enthalten.

Beweis. Die Behauptung gilt offenbar fiir &,. &; besteht in der
Tat aus den beiden Dreiecken ABC und ABD. Wir zerlegen die Sphire
#i+xi+x3=1 in Dreiecke A'B'C' (A'B'=1,), A'B'C' (A'B'=1,), A'B'D'
(A'B'=1,), A'B'D' (A’B'=1,). Wir kinnen die topologische Abbildung T
von xi+ 23+ 22<<1 auf E® — @, derart konstruieren, daB 7(A'B'C'; A'B’
=/)=ABC=T(A'B'C'; A'B'=1l,), T(A'B'D'; A'B'=/)= ABD =
T(A'B'D'; A'B'=1.) ist. Wir bezeichnen den zu A' bezw. B' bezw. C'
bezw. D' geordneten Kegel mit B(A) bezw. B(B) bezw. B(C) bezw. B(D).
B(A) besteht dann aus allen mit A inzidenten Dreiecken in 9. Dasselbe
gilt fiir B(B), B(C) und B(D).

A As+ Ao Ayt -+ A1 A+ ALA; sel ein in IR enthaltener Kantenweg.
Es gibt dann nach dem Hilfssatz ein Rechteck R und die Abbildung Q
von R in M, so daB R und @ den obigen Bedingungen 1 und 2 geniigen.
Wenn A, = A ist, so ist die Ecke A’ zu A, = A geordnet. Das Bild jedes,
mit A’ inzidenten, Dreiecks auf R durch @ ist offenbar in B(A) ent-
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halten, da B(A4) aus allen mit A inzidenten Dreiecken besteht.

Wir nehmen nun an, daB die Zwischenbehauptung fiir ®,, &, -, ®,
gilt, und wir wollen beweisen, daB die Behauptung fiir ®,.; auch gilt.

Wir kdnnen ®; in E® derart einbetten, daB, wenn wir die Kompo-
nenten von E°—@; mit &, £, -, !, und die topologischen Abbildungen
von i+ xi+x5<1 auf &, R, -+, & mit T;, T, -+, T, bezeichnen, so
Ty, T, -+, T, den Bedingungen 1—7 im 1. Schritte geniigen. Wir be-
zeichnen die Sphidren 47 + 42+ 2i=1 mit S;, S, **-, S,

Wir setzen &;.,,=0®,;+ ABC, und wir unterscheiden nun die folgenden
Fille.

Fall 1. ABC hat mit @, nur eine Kante BC gemeinsam.

Fall 2. ABC hat mit &, die beiden Kanten AB und AC gemeinsam.

Fall 3. ABC hat mit &, drei Kanten gemeinsam.

Wir behandeln erstens

Fall 1. Es gibt etwa auf S, eine Kante B'C’, so da8 der zu B'C’
geordnete Schnitt das Dreieck A BC enthilt.

Die Menge xi+ x2 + x2<<1—(0, B'C') ist homéomorph mit der Kugel
M+ i+ i<l Wir zerlegen die Sphire yi + y; + yi=1, die wir mit S,
bezeichnen, so daB es auf S'; die beiden Dreiecke A"B'C"(B'C'"=1/,) und
A.'IBHCH(BHCU — 12) gibt und S, — {AIIBHCII(BI!C!I — ll) I A"B"C”(B"C"
=/,)} ebenso wie S, in Dreiecke zerlegt ist. Wir kénnen eine topologische
Abbildung T von der Kugel yi+p3+»3<<1 auf s7+x3+23<1—(0, B'C')
derart konstruieren, dag T(A""B"C"; B'"C"=/,)=T(A"B"C"; B"C"=
1,)=(0, B'C") ist und die anderen Dreiecke auf S'; durch T auf die
Dreiecke auf S; abgebildet werden.

Wir setzen 7,7 = T'; und TH(A"B'"C"Y= ABC. T'(S") (mod. 2)
bildet den Rand von W&, A;A,+ A-A;+ - + A, A, + A, A, seiein in W
enthaltener Kantenweg. Wenn" A,= B und die Ecke B zu A, geordnet
ist, solassen wir zu A, die Ecke T(B")= B' ordnen. Da die Zwischenbe-
hauptung nach der Annahme fiir ®; richtig ist, so gibt es ein Rechteck R
und die Abbildung @ von R in 9, so daB R und @ den Bedingungen 1, 2
und 3 geniigen. Da der zu B" bezw. C'" geordnete Kegel und der zu B’
bezw. C' geordnete Kegel miteinander iibereinstimmen, so ist die Be-
hauptung richtig fiir &;,, im Falle 1.

Wir behandeln zweitens

Fall 2. Es gibtetwa auf S, die beiden Kanten A’B' und A'C’, so daB
das Dreieck ABC sowohl in dem zu A'B’ geordneten Schnitt als auch in
dem zu A'C’ geordneten Schnitt enthalten ist.

Die Menge xi+ i+ 22<<1—(0, A'B'+ A'C') ist hombomorph mit

 Vgl. S, 29, Zeile 11,
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der Kugel yi+ y;+ y3<<1l. Wir zerlegen die Sphire yi+ y;+ y;=1, die
wir mit S'; bezeichnen, in Dreiecke, so daB es auf S’; die beiden Dreiecke
A"B"C" und A"B"C" gibt und S';— {A"B"C" + A'""B"C'"} ebenso wie
S, in Dreiecke zerlegt ist. Wir konnen eine topologische Abbildung T
von ¥+ ¥+ ¥i<<l auf (¢} +x3-+25<<1)—(0,A'B'+ A'C') derart konstruieren,
daB T(A"B"C")= T(A"B'"C")=(0, A'B'+ A'C') ist und die anderen
Dreiecke auf S’y durch T auf die Dreiecke auf S, abgebildet werden.

Wir setzen 7,7 =T'; und T'.(A"B"C'")= ABC. T',(5') (mod. 2)
bildet den Rand von 9. Wir bezeichnen den zu der Ecke A’ auf S, ge-
ordneten Kegel mit B(A). B(A) wird durch das Dreieck ABC in die beiden
Kegel B,(A) und B,(A) zerlegt, und einer von den beiden B,(A) und B:(A),
etwa B,(A), ist zu der Ecke A" und der andere B,(A) ist zu A"’ geordnet.

A A+ A A+ + A, A, + A, A; sei ein in M, enthaltener Kantenweg.
Wenn A,= A und die Ecke A" zu A, geordnet ist, so gibt es eine Folge
der Dreiecke A,..AD), AD,D,, -, AD:1Dy, AD\ A, derart dafl alle
Dreiecke A,.,AD,, ADiD,, -+, AD._,D;, A,D.A,., sowohl in B,(A) als
auch in M, enthalten ist, und daB, wenn eine Ecke D(1 <k </) bereits
in @,,, enthalten ist, so eine Ecke D' auf S’; sich zu D ordnen 148t und
sowohl D._,Di(D, = A,_;) als auch DDy.i(Dis1 = Ay.1) in dem zu D' geord-
neten Kegel enthalten ist, und daB, wenn A,.; oder A,., etwa A,_; in
®,.; enthalten ist und A',_, auf S’ zu A, geordnet ist, so A,.1D; in
dem zu A',.; geordneten Kegel enthalten ist

Fiir alle mit A {ibereinstimmenden und zu A" oder A’" geordneten
Ecken unter A, A., *»*, A, nehmen wir die obigen Folgen der Dreiecke
auf. Der Einfachheit halber nehmen wir an, da8 A,=A und die Ecke A"
zu A, geordnet ist und dasselbe fiir die anderen Ecken unter A,, A, ---
A, nicht der Fall ist.

Es gibt dann nach der Annahme ein Rechteck R, und die Abbildung
@; von R, in M, so daB R, und &, den folgenden Bedingungen geniigen.

1. R, ist in Dreiecke zerlegt und die Seite von R, ist in Kanten
AII]AN?, wee, A".,_QA",,_I, A"q—ID"l; D!I]DH2’ “ee, D”l—]D”l, D”lA”qu, .A"qfl.A',q.i—z,
-, AV, AV, A", A", zerlegt.

2. EFG seiein Dreieck auf Ry, so ist @,(EFG) ein Dreieck in .
QI(AHIAHQ) = A4, -, Q](A"q—zA"q—l) = Aq—qu—l, QI(A”q—ID"l) = A.D,,
QJ(DHI D”z) = DDy, -, QJ(D”l—lD”l) = D,,D, QJ(D"zA”q .-1) = DquH, Yy
QA" A") = A.A.

3. Bedingung 3 gilt fiir R, und @Q,. .

Wir nehmen ein Rechteck R. auf, und wir zerlegen das Rechteck R,
in Dreiecke A"WZ”Q_,B",, A”qﬁ”,ﬁ"g, ., A”qE"l_]B“z, A”.,B”;Z"M und
wir bilden das Rechteck R, in M derart ab, daB, wenn wir diese Abbil-

13
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dung mit Q. bezeichnen, QA" A", ,D")= A,A;:D;, QA" D", D)=
ADiDy, ) QuAD"ssD") = ADriDiy QA" D" A1) = ADiAgur ist.
_ Wir setzen D'"y=A",_;, D'"i.;=A"y.;, und wir identifizieren die Kante
D"..\D"s(s =1, 2+, I+1) von R,und die Kante D",_,D", von R, so
erhalten wir ein neues Rechteck R. Wir bilden nun das Rechteck R in 9
ab, so daB, wenn wir diese Abbildung mit @ bezeichnen, fiir ein auf R,
liegendes Dreieck EFG es Q(EFG)= Q(EFG) gilt und fiir ein auf R,
liegendes Dreieck EFG es Q(EFG) = Q(EFG) gilt. R und @ geniigen
dann den Bedingungen 1, 2 und 3 in der Zwischenbehauptung.

Wir behandeln drittens

Fall 3. Es gibt auf etwa S; drei Kanten A'B’, B'C' und C'A’, so daB
das Dreieck ABC in dem zu A'B’' bezw. B'C' bezw. C'A’ geordneten
Schnitt enthalten ist,

Die Kugel xj + 23+ 23<<1 wird durch (O, A’'B'+ B'C' + C'A') in die
beiden Halbkugeln % und 9, zerlegt. Die Sphire S; wird durch A'B’ +
B'C'+ C’A’ in die beiden Halbsphiren H; und H, zerlegt, und die Be-
grenzung von N, besteht aus der Menge (0, A’'B' +B'C' + C'A") und einer
von den beiden H; und H., etwa H;, und die Begrenzung von N, besteht
aus der Menge (0, A'B'+ B'C'+ C'A’) und H..

Wir zelegen die Sphire yi + 33+ 3= 1, die wir mit S'; bezeichnen,
in Dreiecke, so daB ¢s auf S’ ein Dreieck A"B''C" gibt und S';— A"'B"C"
ebenso wie H, in Dreiecke zerlegt ist. Wir konstruieren eine topologische
Abbildung T von der Kugel yi+ y3+ y3<<1 auf R,, derart das T(A"B'C")
=(0, A'B' + B'C’ -+ C'A’) und die anderen Dreiecke auf S'; durch T auf
die Dreiecke auf H; abgebildet werden.

Ebenfalls zerlegen wir die Sphire 27+ zi+ 2zi=1, die wir mit S,
bezeichnen, in Dreiecke, so daB es auf S"; ein Dreieck A"'B'"'C'" gibt
und S"; — A'""B"'C'"' ebenso wie H, in Dreiecke zerlegt ist. Wir konstru-
ieren eine topologische Abbildung 7’ von der Kugel 27+ 2%+ 22<<1 auf
N, derart daB T'(A'"B"'C'"") = (0, A’B'+ B'C!' + C'A’) und die anderen
Dreiecke auf S"; durch 7' auf die Dreiecke auf H, abgebildet werden.

Wir setzen T'T=T", TZT'=T", und T'(A"B"C")=T",(A"B'"'C"")
= ABC. 8; wird durch das Dreieck ABC in die beiden Gebiete ', und
K", zerlegt, und eines von den beiden &'; und &'/, etwa &', stimmt mit
T,(N,) iiberein und das andere &', stimmt mit 7(MN.) iiberein.

Nach der Bedingung 7 bildet 7',(S",) bezw. T'".(S";) den Rand von
dem 3-Komplex 9, bezw. D', und es gilt Wt'y+ ", =IMN,.

Wir bezeichnen den zu der Ecke A’ bezw. B’ bezw. C' geordneten
Kegel mit B(A) bezw. B(B) bezw. B(C). B(A) wird durch das Dreieck
ABC in die beiden Kegel 38,(A) und B,(A) zerlegt, und einer von den
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beiden B;(A) und B.(A4), etwa B,(A4), ist zu A’ auf S', geordnet und der
andere B,(A) ist zu A’ auf S, geordnet. B(B) wird durch das Dreieck
ABC in die beiden Kegel %B,(B) und B.B) zerlegt, und einer von den
beiden B,(B) und B.(B), etwa By(B), ist zu B" auf S'; geordnet und der
andere BB) ist zu B’ auf S", geordnet. Ebenfalls wird B(C) durch das
Dreieck ABC in die beiden Kegel B,(C) und B,(C) zerlegt, und einer von
den beiden B,(C) und BC), etwa B,(C), ist zu C" auf S', geordnet und
der andere B,(C) ist zu C'' auf S"; geordnet.

AAs+ AsAy + - + A 1AL + A4, sel ein in PV, enthaltener Kan-
tenweg. Wir nehmen an, daBl eine Ecke A, unter A,, A, -+, A, mit einer
von A, B, C, etwa mit A, iibereinstimmt und die Ecke A" auf S', zu A4,
geordnet ist. Nach der Annahme? ist sowohl A,_;A, als auch A4,A4,-,(A,= A,
A,..1=A4,)in B,(A) enthalten. Wenn die Kante 4,4, nicht in &, enthalten
ist, so gibt es eine Folge der Dreiecke A,.,A,D1, A;D1Ds,++, AD:-1D;, so daB
diese Dreiecke in %8,(A) enthalten ist und die Kanten A,_,A4,, A.D:, A.D.,
«+s, A.D:—y nicht noch in ®; enthalten sind und die Kante A,D, aber in &;
enthalten ist. Es gibt dann eine Kante A"”D', auf S', und das Dreieck
A,D,_,D, ist in dem zu der Kante A”D'; geordneten Schnitt enthalten.

Ebenfalls, wenn die Kante A,A,.; nicht in &, enthalten ist, so gibt
es eine Folge der Dreiecke A A, Ey, AEE., -, AE,En, so daf diese
Dreiecke in B,(A) enthalten ist und die Kanten A,Ag+;, AJEs =+, AEn
nicht noch in &, enthalten sind und die Kante A.E,. aber in ®&; enthalten
ist. Es gibt dann eine Kante A"E", auf S',, und das Dreieck AEn_E..
ist in dem zu der Kante A”E",, geordneten Schnitt enthalten.

Wir nehmen an, daB sowohl A”D", als auch A"E".. weder mit A”B"
noch mit A”C" iibereinstimmt. Wir bezeichnen die Menge aller auf S’
liegenden und mit A" inzidenten Dreiecke mit M. M wird durch den
Kantenweg A"”D'; + A"E',, in die beiden stark-zusammenhingenden 2-
Komplexen M, und M, zerlegt, und das Dreieck A"B"C" ist nur in einem
von den beiden M; und M, etwa in M, enthalten. ,

Es sei A"D",+D" . F'",+F"\F"y+++F" _F',+F",E",+E".A" der
Rand von M.. Wir setzen T",(A""D")=AD,, T'(D".F",)=D.F,, T'\(F",F",)
=F\Fy, -, TW(F",_F')=F,_F, T(F".E",)=F,E., T'(E",A")=E,A.

w=AA+ +A;2A;_ 1+ A D,+D,D,+--+ Dy D+ D, F+F Fo+
oot Fo Fo+ FoEn+ EnEp1+ -+ E.E\+EjAgii+ Ay Agin+oo- + A A+
A, A, ist dann ein in 9, enthaltener Kantenweg. Wir lassen zu der Ecken
D, F,, -, F, E, beziechungsweise die Ecken T(D".,), T(F"), -, T(F".),
T(E",) auf S, ordnen.

Wenn D,(1<<p<</)in &, enthalten ist, so gibt es auf S, eine Ecke

) Vgl S. 29. Zeile 11.
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D', von der Art, daB der zu D', geordnete Kegel B(D,) das Dreieck
D,D, A, enthilt. Wir lassen dann zu der Ecke D, die Ecke D', ordnen.
Wenn E(0<<p <m) in &, enthalten ist, so verhalten wir uns ebenso.

Wir nehmen nun an, daB die von A, verschiedenen Ecken unter A,
Ay, +++, A, zu keiner von A', B, C' geordnet ist. Da die Zwischenbe-
hauptung nach der Annahme fiir &, richtig ist, so gibt es ein Rechteck
R, und die Abbildung @, von R; in I, so daB R; und @, den folgenden
Bedingungen geniigen.

1. R, ist in Dreiecke zerlegt, und die Seite von R, ist in Kanten
A‘?/]Zu& -, Erq_z‘;fnq_b Zuq_!ﬁnl, 5”]57/2’ . 5’!-15”1, 5"11?:”1, I;‘:;IJFH‘.”

’ F”u—lfum Fﬁq’nﬁ"m, ﬁ’mE”m-l, ttty 5’25’1, §'J/i7'q+1, 1217'-14-1;17'“2, ttty
A An,, A A, zerlegt.

2. EFG sei cin Dreieck auf R';, ist @,(EFG) ein Dreieck in 9.
QAMAT) = AA, -, QAT A")=A.A,

3. Bedingung 3 gilt fiir R, und Q,.

Wir nehmen ein Rechteck R.auf, und wir zerlegen das Rechteck R,
in Dreiecke zllqgqu_lﬁrll, A~"ql~)”,l3"g,-", erqﬁut_][)nl, A’nqﬁnlﬁnh A';rqi;\'u]fuz’
e, anﬁu_ﬂ_]fum f?',,ff:",,,i",,., A?rqéumium_h . A_"qE"gE“,, EIQE;H]A/;H’
und wir bilden R. in 9t derart ab, dafl, wenn wir diese Abbildung mit @.
bezeichnen, Qu(A",A",-:D",) = AyAeiDs, QA" D", D") = ADiDs, -+,
Qg(/‘l.;’qﬁ”l_,ﬁ”,) = A,D._,D,, QE(Z"J—)";F_‘"J = A,D.F,, Q‘.’(AT-”qF—‘"zﬁ‘-”z’) =
AF\Fy, v, QA" F",_ F!') = AF,_F, Q.(A",F",E",) = A,F.E,,
Q2(1a7,qE_”mE—”m—l)=AquE/n—]'", Qz(AA‘HqE"zE”l) = AzEth Q'z(!‘?lqi"ll‘{”qu)
= AE;Aq,- ist.

Wir setzen A",_,= D", A",.,=E",, F'",=D"., und F",.,= E",,
und wir identifizieren die Kante 5",_15"5(3 =1, 2,+-, {+1) und die
Kante D”,_,D",, die Kante F",_ ,F"(s=2, 3, -, n+1) und die Kante
F'"._,F", die Kante E”S_JE”, und die Kante E"_E"(s=1, 2, ++, m), so
erhalten wir ein neues Rechteck R. Wir bilden nun das Rechteck R in It
ab, so daB, wenn wir diese Abbildung mit @ bezeichnen, fiir ein auf R,
liegendes Dreieck EFG es Q(EFG) = Q,(EFG) gilt und fiir ein auf R,
liegendes Dreieck EFG es Q(EFG) = Q.(EFG) gilt. R uud @ geniigen
dann den Bedingungen 1, 2 und 3 in der Zwischenbehauptung.

Wir nehmen nun an, daB A"”D", mit einer von den beiden A”B" und
A" C", etwa mit A"B", iibereinstimmt. Wir bezeichnen die beiden auf S,
liegenden und mit A”B” inzidenten Dreiecke mit A”B"C" und. A"B"G",
und wir setzen T/, (A"B"G'")= ABG. Der zu A"B" geordnete Schnitt



POINCARESCHE VERMUTUNG IN TOPOLOGIE 35

wird durch das Dreieck ABD,_, in die beiden Schnitte $%,(AB) und R.(AB)
zerlegt, und etwa L,(AB) hat als Endedreiecke die beiden ABG und
ABD,._;.

ABD,.,, ABK,, -+, ABK, ABG sind alle in },(AB) enthaltenen
Dreiecke. Wir ersetzen die Kante D,_;D; in w durch D,_,K,+ - + K, K,
+ K.G. Diskussion lduft dann ganz analog mit der obigen.

Wenn nur eine von den beiden A, ;A4, und A,A,.;, etwa A,_,A, be-
reits in &, enthalten ist und aber weder mit AB noch mit AC iiberein-
stimmt, so lduft Diskussion ganz analog mit der obigen.

Wenn nur eine von den beiden A,.,A4, und A,A,.., etwa A,_;A4, be-
reits in &; enthalten ist und mit einer von den beiden AB und AC, etwa
mit AB, {iibereinstimmt, so ersetzen wir die Kante A,_4A, in w durch
BG+ GA. Daher konnen wir von Anfang an annehmen, daB sowohl A,;4,
als auch A,A4,., weder mit AB noch mit AC iibereinstimmt.

Wenn A,.,4, und A,.A, in ®, enthalten sind, und wenn der zu A,
geordnete” Kegel und der zu A,., geordnete Kegel nicht miteinander
tibereinstimmen, so verlduft Diskussion ganz analog.

Wenn A,.,A, und A,.;A, miteinander iibereinstimmen und in &, ent-
halten sind, und wenn der zu A,_, geordnete” Kegel und der zu A,
geordnete Kegel miteinander iibereinstimmen, so ersetzen wir den Kanten-
weg A A+ + Ago1Ag+ AgAgis+ -+ + A, A; durch den Kantenweg A, 4.+
ot Ag oAy + Agy Aot -+ AL A, Es gibt ein Rechteck R, und die Ab-
bildung @, von R, in M, so daB R; und @, den folgenden Bedingungen
geniigen.

1. R, ist in Dreiecke zerlegt, und die Seite von R; ist in Kanten
A"A", AMA, -, A”q-jA”q—], A”q+1A”q+2. e, AM AN, zerlegt.

2. EFG seiein Dreieck auf R, so ist Q,(EFG) ein Dreieck in 9.
Q,(A",A"-_;)=A,A‘_», ey, (A" LAY )= Agn A, Qx(A”q+1A"q<.2)=Aqvaq+~z,
ey QAT AM)=A,A, wo A", =A",,, ist.

3. Bedingung 3 gilt fiir R, und @,.

Wir bezeichnen den zu A',_, geordneten Kegel mit B(A,_;). Es gibt
eine Folge der Dreiecke Ay.1A4¢42D), AqaD\Ds, -+, AyuDyoDy, A,DA,,
so daB diese Dreiecke in B(A4,-,) enthalten ist und das Dreieck A..:D:A,
in B,(A4,) enthalten ist. Wir nehmen ein Rechteck R, auf, und wir zerle-

gen R-_) in Dreiecke A”q_] "q.;.g D”], A”q_.l D"l D”Q, ety A”q-]D"L_l D";,
A”q..)D"lA”q, Allq+]A'rq+2D’,1, ey A“q.a.]D";._]D"g, .A”q",-]D”lA”q, und Wir bilden
R, in M derart ab, daB, wenn wir diese Abbildung mit Q. bezeichnen,

Qi(A—”u—JIZ—I’q+2D”l)=Q!(A"q+]g"q+‘l<5”l)=-Aq-]Aq+2Dh e Q:(A\;’Q—IBHIAHQ)=

1) Vgl S. 29. Zeile 11.
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Qz(A"q+15”1.A”q)=Aq+1Dz.Aq ist.

Wir identifizieren die Kante A",_,A",.. und die Kante Z”q_lz@’q+2, )
erhalten wir ein neues Rechteck R. Wir bilden R in 9 derart ab, daB,
wenn wir diese Abbildung mit € bezeichnen, so fiir ein auf R; liegendes
Dreieck EFG es Q(EFG) = Q,(EFG) gilt und {fiir ein auf R, liegendes
Dreieck EFG es Q(EFG) = Q.(EFG) gilt. R und @ geniigen dann offen-
‘bar den Bedingungen 1, 2, und 3.

Auch wenn die von A, verschiedenen Ecken unter A, A, -+, A,, mit
einer von A, B, C iibereinstimmt, so lduft Disknssion ganz analog.

) W.z. b.w.

Zwischenbehauptung II. R sei ein Rechieck und Q sei eine Abbil-
dung von R in I, so dal3 R in Dreiecke zerlegt ist und, da3, wenn EFG
ein Dreieck auf R ist, so Q(EFG) ein Dreieck in W ist. 41, dy, -+, 4.,
du( = dy) sei eine Folge der Dreiecke auf R, und J; habe mit d;..(f =
1, 2, -, n) mindestens eine Kante gemeinsam.

4y sei A'B'C', und wir setzen Q(A'B'C') = ABC, Q(B'C") = BC,
Q(A'B") = AB und Q(C'A"Y=CA. Es gibt genau die beiden 3-Simplexe
ABCD und ABCE in W, die mit ABC inzident sind. Wir lassen zu
dem Dreieck A'B'C'= 4, eines von den beiden ABCD und ABCE, etwa
ABCD, ordnen.

Wenn Q(ds) und Q(d)) nicht miteinander ibereinstimmen, so haben
Q(ds) und Q(d,) eine einzige Kante, etwa BC, gemeinsam. Wir setzen
4;=B'C'F' und Q(B'C'F'") = BCF. Die beiden Dreiecke BCA und BCF
bestimmen genau die beiden Schnitte V,(BC) und B.(BC), die als Ende-
dreiecke die beiden Dreiecke BCA und BCF haben.

Es gibt genau die beiden 3-Simplexe BCFG und BCFH in M, die
mit BCF inzident ist. Wenn BCD mit BCF ubereinstimmt, so konnen
wir ohne Einschrankung der Allgemeinheit annehmen, da3 der Schnitt
BR,(BC) aus den beiden Dreiecken BCA und BCF besteht. In diesem
Falle stimmt eines von den beiden BCFG und BCFH, etwa BCFG, mit
BCDA uberein. Wir lassen zu d. das Simplex BCFG ordnen.

Wenn BCD nicht mit BCF #bereinstimmt, so ist das Dreieck BCD
nur in einem von den beiden Py(BC) und PABC), etwa in P4(BC), ent-
halten. Wenn sowohi BCG als auch BCH nicht mit BCA uberein-
stimmt, so ist nur eines von den beiden BCG und BCH, etwa BCG, in
PABC) enthalten. Wir lassen dann zu 4, das Simplex BCFG ordnen.
Wenn eines von den beiden BCG und BCH, eftwa BCG, mit BCA iuber-
einstimmt, so lassen wir zu A, das Simplex BCF H ordnen.

Wenn Q(ds) und Q(4,) miteinander ibereinstimmen, so lassen wir
zu dy das Simplex ABCE ordnen. Also konnen wir zu 4. ein bestimmies
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3-Simplex BCFG oder BCFH ordnen lassen. Auf derselbe Vorschrift
konnen wir aus dem zu J. geordneten Simplex das zu d; geordnete
Simplex bestimmen. Schliesslich kionnen wir aus dem zu .1, geordnete
Simplex das zu A, geordnete Simplex bestimmen, das wir mil « be-
zeichnen. Das Simplex o stimmt dann mit ABCD iiberein.

Beweis. Wir behandeln erstens den Fall, wo das Rechteck R in Drei-
ecke A'B"\B',, A'B.B";, -+, A'B'\_;B',, A’B',B’, zerlegt ist und je zwei von
Q(A'B"))= AB,, Q(A'B’;) =AB,, -+, Q(A'B') = AB, voneinander vers-
chieden sind.

In diesem Falle kénnen wir offenbar Q(R) in E° einbetten, so daB E?
— Q(R) mit der Kugel xi+ x5 + x3<<1 homdomorph ist. Wir zerlegen die
Sphire x? + %} +x2=1 in Dreiecke A"B",B", A"B",B".,---, A"B",_,B",,
AuBann] . A!IIBH]BIIZ’ .AHIB”;?_B":}, e, A'”B".,-;B"q, A“,BI'QB,ll, und wir
bilden die Kugel x7-+ x5+ xi<<1 auf E’— Q(R) topologisch ab, so daB,
wenn wir diese Abbildung mit T bezeichnen, T(A"'B",B",)=T(A"'B"\B",)
= AB, B, T(A"B".B")) = T(A"'B".B",) = AB.B,, -, T(A"B",_,B") =
T(A"B",,B")) = AB,_.,B,, T(A"B",B")) = T(A'""B",B",) = AB,B, ist.

Es gibt genau die beiden 3-Simplexe AB,B.D; und AB,B.E,; in 9%, die
zu dem Dreieck AB,B, inzident ist. Eines von den beiden AB;B.D; und
AB B.E,, etwa AB,B.D,, ist nach der Annahme in der Zwischenbehaup-
tung zu dem Dreieck A'B'\B', geordnet.

Anderseits ist AB,B.D, nach der Bedingung 6 im 1. Schritte zu einem
von den beiden A"B',B', und A"'B'"\B",, etwa zu A""B";B'., geordnet.
Wir bezeichnen dann das zu A"B",_,B"(i=3, ---, ¢+1; B",,;,=B",) geord-
nete 3-Simplex mit AB;_1B:D;-;. Es ist leicht einzusehen, daf, wenn wir
auf der Vorschrift in der Zwischenbehauptung das zu A'B’.B’'; geordnete
Simplex bestimmen, so das Simplex AB.B.D. zu A'B'".B'; sich ordnen li8t.
Folglich ist die Zwischenbehauptung richtig, wenn das Rechteck R aus
den Dreiecken A'B",B',, A'B'.B’,, ---, A'B',_\B',, A'B',B'; besteht.

Wenn das Rechteck R in Dreiecke A'B'B'., A'B.B'%;, -+, A'B'_,B',
zerlegt ist, und wenn je zwei von Q(A'B'), Q(A'B'), ---, Q(A'B')) von-
einander verschieden sind, so konnen wir auf die ganz analoge Weise mit
der obigen beweisen, daf die Zwischenbehauptung richtig ist.

Wir nehmen nun an, daB eine Ecke A’ auf R nicht auf der Seite von
R liegt und alle Dreiecke auf R mit A’ inzident sind. Die Seite von R ist
in die Kanten B’sB'., B',B';, ---, B',_.1B’,, B'\B'y zerlegt. Wir behandeln
erstens den Fall, worin es nur eine einzige, die beiden Ecken A’ und B'(s
=1, 2,+-, g) verbindende, Kante auf R gibt. Wenn die Kanten Q(A'B';)
und Q(A'B'.) (i ¥~ k) miteinander iibereinstimmen, schneiden wir das Re-
chteck R lings des Kantenweges A'B';+ A'B';, so erhalten wir die bei-
den Rechtecke R, und R.. Fiir K, und R, benehmen wir uns ebenfalls.
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Der Einfachheit halber nehmen wir an, daf Q(A'B’') und Q(A'B".)
(/s=m) nicht miteinander iibereinstimmen, wenn mindestens eine von
B, und B',. weder mit B’; noch mit B’, iibereinstimmt. Die Seite von R
ist in die Kanten B'.B', B'.B'; ---, B',,B', BLA', A'B';, B'\Bli.1, ",
B'\_,B',, B',B'; zerlegt und die Seite von R. ist in die Kanten A'B’;, B,B';.,,
«», B'4_B",, B, A' zerlegt. Wir identifizieren nun die Seite A'B’; und die
Seite A'B’; von R,, so erhalten wir ein neues Rechteck R’;. Ebenfalls
identifizieren wir die Seite A’B’, und die Seite A'B'; von R, so erhalten
wir ein neues Rechteck R'.

Wie bereits gezeigt worden ist, ist die Zwischenbehauptung fiir R/,
und R’ richtig. Wir nehmen an, daB 4, = A'BB’', ist und das Simplex
ABB.D, zu 4, geordnet ist. Auf der Vorschrift in der Zwischenbehaupt-
ung fiir R', konnen wir zu jedem Dreieck ein 3-Simplex ordnen lassen.
Wir bezeichnen das zu A’B';_,B'; bezw. A'B'.B';., geordnete Simplex
mit AB;_1BD;-1 bezw. AB,B.1D\.

Auf der Vorschrift in der Zwischenbehauptung fiir R kdnnen wir aus
dem Simplex AB;_;B.D,_; das zu A’'B"B'; ., geordnete Simplex bestimmen,
das wir mit AB;B;;,D, bezeichnen. Ebenfalls, indem wir die Vorschrift
in der Zwischenbehauptung fiir K. anwenden, kénnen wir zu dem Dreieck
A'B',_B'; ein Simplex AB,-BiD:_; ordnen lassen.

Die beiden Dreiecke AB;_,B; und AB,.B;.; bestimmen genau die beiden
Schnitte P(AB,) und P.(AB). Das Dreieck AB;B;., ist in nur einem von
den beiden P3,(AB;) und PB,(AB;), etwa in P,(AB.), enthalten. Enbefalls
ist AB,-1B: in nur einem von den beiden ,(AB;) und R.(AB;) enthalten.
Indem wir die Vorschrift in der Zwischenbehauptung fiir R anwenden,
konnen wir aus dem Simplex AB,_B.D:-; zu dem Dreieck A’B’ .B'..1 ein
3-Simplex ordnen lassen, das wir mit « bezeichnen. Auch wenn AB,_1Bx
in $3,(AB,) enthalten ist, oder auch wenn AB,_,B: in Lu(AB,) enthalten
ist, konnen wir leicht einsehen, daf das Simplex a mit AB:B..1D; iiber-
einstimmt.

Wir behandeln zweitens den Fall, worin es auf R die beiden, die
Ecken A' und B’; verbindenden, Kanten / und /, gibt. Wir schneiden das
Rechteck R lings des Kantenweges [ = /;, so erhalten wir das neue Re-
chteck R,, das durch /-+/; berandet ist. Der Rand von R— R; besteht aus
B'B"+B".B'y+ - +B',_\B',+~B",B'\+ [ +!{,, Wir identifizieren die beiden
Kanten / und /; von R—R,, so erhalten wir ein neues Rechteck R.. Fiir R,
und R, benehmen wir uns ebenfalls.

Der Einfachheit halber nehmen? wir an, daf es nur eine einzige, die
Ecken A' und B'.(s5~{) verbindende, Kante gibt, und da es genau die

1) Auch wenn diese Annahme nicht der Fall ist, lduft Diskussion ganz analog.
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beiden, A' und B'; verbindenden, Kanten gibt und es eine einzige, A’
und eine von B'i(s=1, 2, -, g) verschiedene Ecke, verbindende Kante
gibt. Die Seite von R, ist in die beiden Kanten / und /, zerlegt. Wir be-
zeichnen das mit / bezw. /, inzidente Dreieck auf R, mit A’'B'.D'=3; bezw.
A'B".E'= .. Das kann nicht sich ergeben, daB die Ecken D' und E' mit-
einander iibereinstimmen und die Kanten B';.D’' und B'.E nicht aber mit-
einander iibereinstimmen, da alle Dreiecke auf R, mit der Ecke A’ inzident
sind. Wenn die beiden Ecken D' und E’ nicht miteinander {iberein-
stimmen, so miissen wir das mit der Kante B';D’ inzidente und von 4,
verschiedene Dreieck mit ¢ = B"\D'A" bezeichnen. Wir bezeichnen die,
die beiden Ecken B'; und A’ verbindende, Kante von ¢ mit /,. Die beiden
Kanten Q(/) und Q(/.) miissen dann miteinander iibereinstimmen. Dies
widerspricht aber der Annahme, daB R; nicht in die beiden Rechtecke
zerlegt werden kann. Wenn die Ecken D' und E’ miteinander iiberein-
stimmen und die Kanten A'D' und A’E’ nicht miteinander iibereinstimmen,
so schneiden wir das Rechteck R, lings des Kantenweges A'D'+ E'A'.
Daher, wenn R; nicht in die beiden Rechtecke zerlegt werden kann, so
muB das Rechteck R; aus den beiden Dreiecke A'B’.D' (A’B’;=1) und
A'B'D(A'B', = I;) bestehen.

Die Zwischenbehauptung ist richtig fiir R, und R.. Wir nehmen an,
da% J4,=A'B'B', ist und das Simplex AB,B.D, zu J, geordnet ist. Auf der
Vorschrift in der Zwischenbehauptung fiir K, konnen wir zu jedem Dreieck
ein 3-Simplex ordnen lassen. Wir bezeichnen das zu A'B'_,B', bezw.
A'B";B’;,, geordnete Simplex mit AB;_B;D;_, bezw. AB.B. D:.

Auf der Vorschrift in der Zwischenbehauptung fiir R kénnen wir aus
dem Simplex AB;_,B;D,_, das zu A'B",\D'(A'B';=1) geordnete Simplex mit
ABDF,. Es gibt die beiden mit AB;D inzidenten 3-Simplex AB;DF, und
ABDF. in 9. Wir lassen zu A'B'D'(A'B';=1/;) das Simplex AB,DF.
ordnen. Indem wir die Vorschrift in der Zwischenbehauptung fiir R an-
wenden, kdnnen wir aus dem Simplex AB;DF; das zu A'B';B’;., geordnete
Simplex bestimmen, das wir mit « bezeichnen. Es ist dann leicht einzu-
sehen, dafB das Simplex « mit AB;B;,,D, iibereinstimmt.

Die Zwischenbehauptung ist offenbar richtig, wenn das Rechteck R
aus den beiden Dreiecken besteht. Wir nehmen nun an, daf3 die Zwischen-
behauptung richtig ist, wenn die Anzahl aller auf R liegenden Dreiecke
=n —1 ist, und wir wollen beweisen, daB die Zwischenbehauptung
richtig ist, auch wenn die Anzahl aller auf R liegenden Dreiecke = # ist.

Angenommen in der Tat, dal die Anzahl aller auf R liegenden Drei-
ecke = n ist. Es gibt ein Dreieck 4 auf R, so da3> R— ¢ auch ein Rechteck
bildet. Wir setzen 4 = A'B'C’, so liegt mindestens eine Kante unter A'B’,
B'C!, C'A' auf der Seite von K.
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Wir nehmen erstens an, daf die Kante B'C' auf der Seite von R liegt
und die anderen beiden Kanten A’B’' und A'C’' aber nicht auf der Seite
von R liegt. Die Ecke A’ liegt dann nicht auf der Seite von R.

Ay, doy ++e, dp, dpii(=4,) sei eine Folge der Dreiecke auf R, und 4,
habe mit 4,.,(j =1, 2, -, ) mindestens eine Kante gemeinsam. Wir
nehmen an, daB J;=4 ist, und wir bezeichnen das zu 4, geordnete Simplex
mit a;. Auf der Vorschrift in der Zwischenbehauptung bestimmen wir
das zu J;_; geordnete Simplex, das wir mit a;-; bezeichnen.

Wenn sowohl 4;_; und 4, als auch 4; und 4;,; dieselben Kanten A'B’'
und A’C’ oder dieselbe Kante A'B’' gemeinsam haben, so miissen 4,.; und
d;-; miteinander iibereinstimmen. Wir kénnen aus a;_; das zu 4; geord-
nete Simplex bestimmen, das wir mit a; bezeichnen. Ebenfalls kénnen
wir aus a; das zu d;., geordnete Simplex bestimmen, das wir mit a;.;
bezeichnen. Die beiden Simplexe a;-; und a;,.; stimmen dann offenbar
iiberein.

Wir nehmen nun an, daB 4;; und 4; die Kante A'B' gemeinsam
haben und 4; und 4,,; die Kante A'C' gemeinsam haben. Wir nehmen
dann eine Folge der Dreiecke 4’;, 4';44, +»+, 4';.z auf R auf, so daB diese
Dreiecke mit A’ inzident sind und jedes Dreieck mit dem folgenden min-
destens eine, mit der Ecke A’ inzidente, Kante gemeinsam hat, und daB
4’y bezw. A"y, mit 4,_; bezw. 4;., eine, mit der Ecke A’ inzidente, Kante
gemeinsam hat.

Wir bestimmen aus a;—; das zu ', geordnete Simplex, das wir mit
B: bezeichnen. Ebenfalls bestimmen wir aus 3, das zu 4';,; geordnete
Simplex, das wir mit f, bezeichnen. Endlich kénnen wir das zu J';
geordnete Simplex bestimmen, das wir mit J; bezeichnen. Aus pj. be-
stimmen wir das zu J;., geordnete Simplex, das wir mit J3:.; bezeichnen.
Das Simplex .+ muB” dann mit a;-, iibereinstimmen.

Wenn die anderen Dreiecke, auBer ; unter Jy, 4, +*+, 4, nicht mit
A'B'C' iibereinstimmen, so sind alle Dreiecke 4y, s, +++, dj_g, 4, A'541
o, Any dyssy +++, dpin R—6 enthalten. Auf der Vorschrift in der Zwi-
schenbehauptung kénnen wir das zu 4, geordnete Simplex bestimmen,
das wir mit «, bezeichnen. Aus a, lassen wir zu ., ein Simplex ordnen,
das mit ay iibereinstimmen muB, da die Zwischenbehauptung nach der
Annahme fiir R—é richtig ist.

Wir nehmen zweitens an, daB die beiden Kanten A'B’ und B'C' auf
der Seite von R liegt und die Kante A'C’ nicht auf der Seite von R liegt.

dy, dyy ++ry dp, dpi{ = 4;) sei eine Folge der Dreiecke auf R, und 4,
habe mit 4,4 (j=1, 2, -+, p) mindestens eine Kante gemeinsam. Wir

1) Vgl. S. 37. Zeile 34 —S. 39 Zeile 32.
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nehmen an, da 4,=4¢ ist, und wir bezeichnen das zu J, geordnete Simplex
mit a;. Indem wir die Vorschrift in der Zwischenbehauptung fiir J;, Jo°--
4,-; anwenden, konnen wir das zu d;_, geordnete Simplex bestimmen, das
wir mit a;_; bezeichnen.

Sowohl 4, und 4;als auch J;und .;.; haben dieselbe Kante A'C'
gemeinsam. Wir konnen aus ay_; das zu J; geordnete Simplex a; be-
stimmen. Ebenfalls kénnen wir aus «; das zu J;., geordnete Simplex aj.;
bestimmen. Die beiden a;_; und aj.; miissen dann offenbar iiberein-
stimmen.

Wenn die anderen Dreiecke, aufler ., unter .J;, dy, -++, 4, nicht mit
A’B'C’ iibereinstimmen, so sind alle Dreiecke Jy, ds, «+*, dy_1(=d5.1), 40,
<o, dp, dyin R—4 enthalten. Indem wir die Vorschrift in der Zwischen-
behauptung fir 45, 4.0 +-+, Jp, anwenden, konnen wir das zu 4, geord-
nete Simplex «, bestimmen. Aus a, lassen wir zu ; ein Simplex ordnen,
das mit a; iibereinstimmen muB, da die Zwischenbehauptung fiir R—4
gilt.

Auch wenn die anderen Dreiecke, auBler J;, mit A'B'C' iiberein-
stimmen, liuft Diskussion ganz analog. W.z b.w.

Definition IV. R seiein Rechteck und @ sei eine Abbildung von R
in M, so daB R in Dreiecke zerlegt ist und, daB, wenn EF G ein Dreieck
auf R ist, so Q(EFG) ein Dreieck in W ist. 4y, s, +++, 4, sei eine Folge
der Dreiecke auf R, und .; habe mit 4;.,(f =1, 2, :--, # —1) mindestens
eine Kante gemeinsam.

Wir setzen ;= A'B'C' und Q(A’'B'C')= ABC. Es gibt genau die
beiden 3-Simplexe ABCD und ABCE in 9, die mit ABC inzident sind.
Wir lassen zu dem J4,=A'B'C' eines von den beiden ABCD und ABCE,
etwa ABCD, ordnen. Indem wir die Vorschrift in der Zwischenbehaup-
tung II fiir die Folge d,, d., -+, J, anwenden, konnen wir zu dem Dreieck
4, ein 3-Simplex ordnen lassen, das mit dem Q(.,) inzident ist. Dieses
3-Simplex bezeichnen wir mit «.

Nach der Zwischenbehauptung II ist das Simplex « abhingig nur
von ABCD und nicht von der Folge J;, s, +», 4, Wir sagen von jetzt
an, daB die beiden Simplexe ABCD und « voneinander abhingig sind.

ABC sei ein Dreieck in 9%, so daB ABC mit ®&;_," die Kante BC und
die Ecke A gemeinsam und aber nicht die Kanten AC und BA gemeinsam
hat. Da weder BA noch CA nach der Annahme nicht in &;_; enthalten
ist, gibt es eine Ecke A’ auf einer S;(j =1, 2, -»+, p), derart daB sowohl
BA als auch CA in dem zu A’ geordneten Kegel B(A) enthalten ist. Es
gibt auch auf einer unter S;, S,, :-+, S,, etwa S,, eine Kante B'C', so daB

1) Vgl S.28. Zeile 10. ®;—; ist null-homotop.
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das Dreieck ABC in dem zu B'C' geordneten Schnitt ‘3(BC) enthalten ist.
Die Ecke A’ muB dann nach den Bedingungen 7 und 3 fir &_; auf S
liegen.

Es gibt auf S; die Kanten A’'B', BB, -+, B',_,B',, sodaB B',=B'
ist und der Kantenweg. A'B';+ B",B’,+---+ B',_,B’, einen einfachen Bogen
bildet und die Ecke C’ mit keiner von B';, B',, «-, B',_; iibereinstimmt.
Wir setzen A' = B';, und wir bezeichnen den zu B';4B'(j=1, 2, -, n)
geordneten Schnitt mit (B;_;B;). Wir nehmen ein in dem (B;-,B;) ent-
haltenes Dreieck B;_;B;D; auf. Nach der Zwischenbehauptung 1 gibt es
ein Recheck R und die Abbildung & von R in M mit den folgenden Be-
dingungen.

1. R ist in Dreiecke zerlegt, und die Seite von R ist in Kanten A"'D",,
D"]B"], B”]D”Q, D"gB”g"’, B"n_jl)”m D”,,B".,,, B",,A” zerlegt.

2. EFG sei ein Dreieck auf E, so ist @Q(EFG) ein Dreieck in M.
Q(A"D'",)= AD;, Q(D",B"))=D,B,;, Q(B"\D";)=B\D;, Q(D":B";)=D,B,,
b Q(B"n—]D"n) = Bn—le Q(D”,.B”,,) = D,Bn.

3. Wir bezeichnen den zu der Ecke B'y(j=1, 2, :--, #—1) geordneten
Kegel mit B(B;) und den zu A’ bezw. B’ geordneten Kegel mit B(A) bezw.
B(B). Die Bilder aller, mit B, inzidenten, Dreiecke durch die Abbildung
Q sind in dem Kegel B(B)) enthalten und die Bilder aller, mit B" bezw.
A" inzidenten, Dreiecke durch die Abbildung @ sind in B(B) bezw. B(A)
enthalten.

Wenn D,(j =1, 2, -+, n) bereits in &_; enthalten ist, so gibt es eine
Ecke D’; auf S;, so daB sowohl D;B,_, als auch D;B; in dem zu D', geord-
neten Kegel B(D)) enthalten ist. Wenn D; in &;_; enthalten ist, so sind
die Bilder aller, mit D', inzidenten, Dreiecke durch @ in B(D;) enthalten.

Wir fiigen zu dem Rechteck R die Dreiecke A"D",B",, B'",D",B",, +-,
B"._,D".B". hinzu, so erhalten wir ein neues Rechteck R. Wir setzen
Q(A”D”l B”]) = ADlBJ, Q(B"]D"z-BHZ) = BJDEBQy " Q(B”,._] D",,B",,) =
B,_.D.B..

Wir kénnen ohne Einschrinkung der Allgemeinheit annehmen, dafl
die Kanten A'B’;, B",B's, -+, B',_1B', auf der Ebene x; =0 liegt. Die Menge
2+x+x2<<1—-(0, A'B'y+ BB, +---+B',_;B',) ist dann offenbar hom&o-
morph mit der Kugel 37+ 33+ 33<<1, wo O den Mittelpunkt von der
Kugel x}+ %3+ x3<<1 bedeutet.

Wir zerlegen die Sphére yi-+ yi+y; =1 in Dreiecke und Zellen derart,
daB es auf yi+ y; + y3=1 die beiden Zellen Z, und Z, gibt und Z; durch
die Kanten zzl."g", X"E"], 5”15”2, e g”,,_,ﬁ”n(l?’,,=§") und Z, durch

die Kanten Z”E”, Z"E"”l, 5’”,5’%, o, g’”,._jg’",,,(ﬁ”,,= E”) berandet
ist, und daB (y; + y3 + ¥3=1) — (Z:+Z.) ebenso wie S, in Dreiecke zerlegt
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ist.

Wir konnen eine topologische Abbildung T von »}+ 33 + 3}<<1 auf
xi+25+x2<1—(0, A'B'\+B"B".+ -+ B',_,B'",) derart konstruieren, daB,
wenn wir die induzierte Abbildung von 7 wiederum mit 7T bezeichnen,
T(Z,) = T(Z,) = (O, A'B',+B"B's+-++B',_B)und T(A"B")=(0, A+
(0, B',), T(B",_,B")) = B',_,B';, T(B",.,B"™,) = B',_,B', ist, und daB die
anderen Dreiecke durch T topologisch auf die Dreiecke anf S; abgebildet
werden.

T,{(0, A'B',+ B"B',+ -+ +B',_;B' )}V bezeichnen wir mit Z, so ist Z
eine Zelle, die durch die Kanten BA, AB, B;B. :--, B,_.B, berandet ist.
Es gibt auf ¥;+ 33+ y3 =1 die Kante B"E”, und zwar, daf T(B"'E") =B'C’
ist, Die Ecke c" liegt weder auf E",]}'"Z + e 1‘37’,,,_15"“ noch auf E’"”,g”’g
+ oo g”’ﬂ_l B"'.. Wir konnen ohne Einschrinkung der Allgemeinheit
annehmen, daB B"C" und B"A" auf der Ebene y3=0 liegt. De Menge
¥i-Fyi+yi<<1—(0, B"C" + B' 'E”) ist dann offenbar homdomorph mit der
Kugel 2j+z+25<<1.

Wir zerlegen die Sphire zi+23+2z; =1 in Dreiecke und Zellen derart,
daB es auf der Sphire 2z} +2;+2;=1, die wir mit S'; bezeichnen, die beiden
Dreiecke A"'B"'C'"' und A'B™ C' gibt, und dag S, — (A"'B"'C"+
A''BY™ C'"") ebenso wie yi+ ¥+ p3=1 in Dreiecke und Zellen zerlegt ist.

Wir kénnen eine topologische Abbildung 7' von zi+ 23+ 25<<1 auf
¥+ ¥+ i<l — (0, B" C" + B"A"M) derart konstruieren, da, wenn wir
die induzierte Abbildung von 7' wiederum mit 7’ bezeichnen, so
T'(A"B" CM)= TI(AHIBI\' CIII)=(O’ EH 5I+§IIATI), TI(AIUBII!)_: TI(A/HBI\')
=Z”§”, T(B'"C!'")=T(B“C'") = B"C" ist, und da8 die anderen Drei-
ecke und Zellen durch 7' topologisch auf Dreiecke und Zellen auf y; -+ y;
+y3=1 abgebildet werden.

T, TT'(A"'B"C"") ist hombomorph mit einem Dreieck, und wir setzen
T\ TT'(A"B"'C'"y= ABC. Wir setzen &,_,+ABC=0; und &_,+ Z +
ABC=%. Also haben wir % in E® eingebettet. E*—; besteht aus den
Komponenten & — (ABC + Z), &, -, ®,. Die Abbildung T,TT' bildet
die Kugel zi+ 23+ z3<<1 topologisch auf & —(4BC+Z) ab, und daher ist
& —(ABC+ Z) homdomorph mit der Kugel 2} +23 + 2i<<1. Wir setzen
T, TT'=T' und & — (ABC+2) = &'.

Wir beweisen nun, daB & den folgenden Bedingungen geniigt.

1. Wir bezeichnen die Komponenten von E*—%, mit &, &, -
und die topologischen Abbildungen von xi+x3+%3<C1 auf &,, &, -
mit T/, T, -+, T,. Die Sphidre xi+x+15=1, die wir mit S;, S,, -, S,

) Vgl S. 29. Zeile 4.



44 KeN’1T1 KOSEKI

bezeichnen, ist in Dreiecke und Zellen zerlegt. Die induzierte Abbildung
T bezw. T{j=2, :-, p) bildet jedes Dreieck und jede Zelle auf S’; bezw.
S; topologisch auf ein in der Begrenzung von §£'; bezw. &, enthaltenes
Dreieck und eine in der Begrenzung von &', bezw. &, enthaltene Zelle ab.

2. Essei A"} A’; eine Kante auf einer unter S';, S,, +++, S, etwa auf
S4. Angenommen erstens, daB A’ A's mit A"'B'" iibereinstimmt. Alle
mit AC inzidenten Dreiecke in 9t bilden einen Schnitt R(AC) in G
Diesen Schnitt R(AC) lassen wir zu A"’ C'" ordnen.

Es gibt auf S'; die Kanten A"'B'",, B!',B'"", ..., B _,B"'. A"B[,

legw, .-, .,EZ;BE,V, wo TT'(A”'B’”]) — TTI(AIHBJ“') =A'B'1, TT'(B'”]B”’Z)

=TTYBI*B¥)=B"BY, -, TT'(B", ,B")=TT' (B \BY)=B',,B, (BY
=B"; B = B'") ist. Angenommen nun, da} A’;A’, mit einer von den
AIIrBlrI]’ B"’;B"'g, .o, Ilr"_]an" A'”Blw, B}\' ;‘I, e, BIWBI,Y, etwa mit AIIIBllr]
iibereinstimmt. Zu der Kante A'B’, ist ein Schnitt P(AB,) in &,_; geordnet.
Die Endedreiecke von $3(AB,) bezeichnen wir mit AB,E und ABF. Wir
unterscheiden nun die folgenden beiden Fille.

Fall A, AB,E und AB,F stimmen nicht miteinander iiberein.

Faill B. AB,E und AB,F stimmen miteinander iiberein.

Wir behandeln erstens den Fall A.

Fall A. AB\E und AB,F stimmen nicht miteinander {iberein. Es gibt
auf S, die beiden Dreiecke A'B"\E' und A'B'\F', so daB T,(A'B\E")=AB,E
und T,(A'B"\F"Y= AB/F ist und der Schnitt $3(AB;) zu A'B’; geordnet ist. Es
gibt auf dem Rechteck R das Dreieck A"”B",D", und es gilt Q(A"B",D")
= AB,D und das Dreieck AB,D ist in P3(AB,) enthalten.

Wenn das Dreieck AB;D weder mit AB,E noch mit AB,F iiberein-
stimmt, so wird R(AB,) durch das Dreieck AB,D in die beiden Schnitte
Pi(AB;) und PAAB,) zerlegt, und einer von den beiden ¥%(AB,) und
PAB;), etwa 3(AB;), hat als Endedreiecke die Dreiecke AB;E und
AB,D und der andere P.(AB,;) hat als Endedreiecke die Dreiecke AB,D
und AB/F.

Es glbt auf S, A"'B'", E'" oder A'"BJWE"', so daB TT’(A”’B’";E’")=
A'B"E' oder TT'(A"'BIYE'"") = A'B"|E' ist. Wir lassen zu der Kante
A"'B!" oder A"'B}¥ den Schnitt ,(AB,) ordnen, jenachdem es auf
S A" B E" oder A"'BVE'"' gibt. Wenn der Schnitt B,(AB,) zu der
Kante A"'B'!, sich ordnen l48t, so lassen wir zu der Kante A''B" den
Schnitt 3.(AB;) ordnen.

Wenn das Dreieck AB,D mit einem von den beiden AB,E und AB,F,
etwa mit AB,F, iibereinstimmt, so wird P(AB,;) in die beiden Schnitte
P.(AB;) und P.(AB,) zerlegt, und P,(AB,) hat als Endedreiecke die beiden
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AB,E und AB,F und der andere $3.(AB,) besteht” aus einem einzigen
Dreieck AB,F. Wir lassen zu der Kante A'"B'"" oder A’’B'" den Schnitt
%,(AB,) ordnen, jenachdem es auf S'; A"'B'"",E'" oder A"'B;¥E'"" gibt.
Wenn der Schnitt $,(AB,) zu der Kante A’B'"', sich ordnen 1l48t, so las-
sen wir zu der Kante A"'B}" den Schnitt 93.(AB,) ordnen,

Wir behandeln zweitens den Fall B.

Fall B. AB,E und ABF stimmen miteinander iiberein. In diesem
Falle besteht R(AB,) aus allen mit AB, inzidenten Dreiecken in 9. Es
gibt auf S, die beiden Dreiecke A’'B\E’' und A'B'\F’, so daB T,(A'B"E')
=AB,E und T.(A'B",F') = AB,F ist, und der Schnitt R(AB,) ist zu A'B',
geordnet.

AB,EH und ABEG seien die beiden mit ABE inzidenten 3-Simplexe
in 9. Mindestens eine von den beiden Kanten AF und B,E, etwa AE, ist
nicht frei in &;_,. So stimmt A'E' nicht mit A'F' iiberein, und wir bezei-
chnen den zu A'E' geordneten Schnitt in &, mit *B,(AE) und den zu
A'F' geordneten Schnitt mit L.(AE).

Wenn sowohl AEH als auch AEG nicht in &;_, enthalten ist, so ist
eines von den beiden AEH und AEG, etwa AEH, in P,(AE) und das
andere AEG in .(AE) enthalten. Wenn mindestens eines von den beiden
AEH und AEG, etwa AEH, in G,., enthalten ist, so besteht einer von
den beiden P(AE) und R(AE), etwa B, (AE), aus den beiden AEH und
AEB,. Das Dreieck AEG ist dann in .(AE) und nicht in 3,(AE) ent-
halten. Wenn AEG in &, enthalten ist, und wenn B,(AE) aus den beiden
Dreiecken AEB, und AEG besteht, so ist das Dreieck AEH in 3,(AE)
und nicht in P,(AE) enthalten. Also ist jedenfalls das Dreieck AEH in
P(AE) und das andere AEG ist in .(AE) enthalten.

Wenn AB,D nicht mit AB,E iibereinstimmt, so stimmen die beiden
Dreiecke AB,D und AB,E die beiden Schnitte. Mindestens einer von
diesen beiden Schnitte enthilt das Dreieck AB, H. Wenn AB,H nicht mit
AB,D iibereinstimmt, so enthilt einer und nur einer von den beiden
Schnitten das Dreieck AB,H. Diesen das Dreieck AB,H enthaltenden
Schnitt bezeichnen wir mit P,(AB;). Wenn AB,H mit AB,D iiberein-
stimmt, so bezeichnen wir den aus AB,E und AB,D bestehenden Schnitt
mit P,(AB)).

Den anderen, durch AB,D und AB,E bestimmten, Schnitt bezeichnen
wir mit R.(AB;). Das Dreieck AB, G ist dann offenbar in $.(AB,) enthalten.

Jenachdem es auf S'; A'"'B'",E"' oder A"'B'E'" gibt, so daB TT'
(AHIBHI]E!N)=AIBI]EI‘ oder TTI(AHIBI\'EIH)=AIBIJEI iSt, lassen wir zu der
Kante A"'B"',oder A"'B}¥ den Schnitt 3,(AB;) ordnen. Wenn R,(AB,) zu

1 Vgl S. 5. Zeile 21.
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A"'B'"; sich ordnen 148t, so 148t sich offenbar Po(AB,) zu A'"BY ordnen.

Wenn AB,D mit AB,E iibereinstimmt, so wird 3(A4B;) durch AB,D
in die beiden Schnitte $3,(AB;) und WR.(AB,) zerlegt, und einer von den
beiden P,(AB;) und P.(AB;), etwa B,(AB,), besteht aus einem einzigen
Dreieck AB,E und der andere *B(AB;) besteht aus allen mit AB, inzidenten
Dreiecken in 9. In diesem Falle diirfen wir zu der Kante A''B'’; den
Schnitt $,(AB,) oder zu A'"B}* den Schnitt ,(AB,) ordnen lassen. Wenn
Ri(AB;) zu A'"B", sich ordnen 148t, so lassen wir zu A"'B}" den Schnitt
(AB;) ordnen.

Angenommen nun, daB A’ A’; mit der Kante A’'B'" iibereinstimmt.
Wir bezeichnen das mit A"B' inzidente Dreieck auf dem Rechteck R mit
A"B"D" und wir setzen Q(A"B''D'") = ABD. Wir nehmen erstens an,
daB die beiden Dreiecke ABC und ABD nicht miteinander iiberein-
stimmen. Die beiden Dreiecke ABC und ABD bestimmen genau die
beiden Schnitte R,(AB) und R.(AB), die als Endedreiecke die beiden ABC
und ABD haben. ABDE und ABDF seien die beiden, mit ABD inzidenten,
3-Simplexe in IN.

Es gxbt auf Sj die beiden Dreiecke A'B',E' und A’B’IF' so daf

T,(A’B’,E’) AB,E und T,(A'B', F’) AB,F ist und ein Schnitt EB(AB,) zu
A'B'; geordnet ist. Wenn AB,D; weder mit AB1E noch mit AB,F iiber-

einstimmt, so wird der Schnitt J3(AB;) durch das Dreieck AB,D; in die
beiden Schnitte P(AB,) und $3(AB;) zerlegt und zwar, daB die Ende-

dreiecke von P4(AB,) bezw. P(AB,) aus den beiden AB;D; und AB,E0

bezw. AB,D; und AB,ﬁ‘ bestehen. Es gibt genau die beiden 3-Simplexe
AB,D\E; und AB,D:F; in 9, die mit AB,D, inzident sind.

Nach der Zwischenbehauptung II ist AB, D, E, von einem von den
beiden ABDE und ABDF, etwa von ABDE, abhingig und das andere
AB,D\F, ist von ABDF abhiingig.

Wenn sowohl AB,E,; als auch AB,F; weder mit AB,E noch mit AB, F
iibereinstimmt, so ist AB;E; in nur einem von den beiden P,(AB,) und
Bo(ABy), etwa in B, (AB,), enthalten und AB,F; ist in L(AB,) enthalten,

Wenn ABE; mit AB,é iibereinstimmt, so besteht einer von den beiden
P(AB;) und PL(AB,), etwa P,(AB,), aus den beiden Dreiecken AB;D; und
AB\E,.

Wenn ABE nicht mit ABC iibereinstimmt, so ist ABE in nur einem
von den beiden B,(AB) und P.(AB), etwa in Y,(AB), enthalten. Wenn
ABE mit ABC iibereinstimmt, so besteht einer von den beiden PB,(AB)
und PB(AB), etwa P,(AB), aus den beiden Dreiecken ABD und ABE.

Wenn AB,D; mit AB,é iibereinstimmt, so ist eines von den beiden
AB\D:E, und AB,D\F,, etwa AB,D,F;, zu A'B'E' geordnet. Wir lassen
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dann zu dem Dreieck A"B',D'"; auf R das Simplex AB,D\E; ordnen, und
wir nehmen an, daB ABDE und AB,D,E, voneinander abhingig sind.

Es gibt auf S'; die Zelle X’; und das Dreieck A”’B"',ITI”’,, so daB TT'

(A”’B”’JEE”’I)=A'B’II§" und T'(X"))=X, ist und A""B'; auf dem Rand von
X'y liegt. Wenn die Kante A'”"B"" auf dem Rand von X/, leigt, so lassen wir
zu der Kante A"'B'" den Schnitt $3,(AB) ordnen. Wenn die Kante A''B"Y
auf dem Rand von X', liegt, so lassen wir zu der Kante A"'B'" den Schnitt
P.(AB) ordnen. Wenn ,(AB) zu A'"B'" sich ordnen 148t, so 146t sich der
Schnitt P.(AB) zu A'’B" ordnen.

Wenn ABC und ABD miteinander iibereinstimmen, so bezeichnen
wir den, aus allen mit AB inzidenten Dreiecken bestehenden, Schnitt mit
R(AB) und den aus einem einzigen Dreieck ABC bestehenden Schnitt
mit Ru(AB). Wir diirfen dann zu A"'B"" oder A"'B" den Schnitt ,(AB)
ordnen lassen. Wenn R,(AB) zu A"'B"" sich ordnen 148t, so lassen wir zu
AB™ den Schnitt P,(AB) ordnen.

Angenommen nun, da8 A’A' mit B"'C'" iibereinstimmt. Wir bezei-
chnen den zu B'C’ auf S; geordneten Schnitt mit (B C). Die Endedreiecke
von P(BC) seien BCD und BCE. Wenn BCD nicht mit BCE iiberein-
stimmt, so wird R(BC) durch das Dreieck BCA in die beiden Schnitte
B(BC) und PABC) in &, zerlegt, und einer von den beiden P,(BC) und
B(BC), etwa P,(BC), hat als Endedreiecke die beiden Dreiecke BCD und
BCA und der andere P,(BC) hat als Endedreiecke die beiden Dreiecke
BCA und BCE,

Es gibt auf S, die Dreiecke B’C'D' und B'C'E’,soda T,(B'C'D')=BCD
und Ty(B'C'E")=BCE ist. Wir unterscheiden die beiden folgenden Fiille.

Fall 1. Es gibt auf S'; das Dreieck B"'C'"'D"', so daB TT'(B'"'C"'D"")
=B'C'D! ist.

Fall 2. Es gibt auf S'; das Dreieck B" C'"'D'"", so daB TT'(B" C''D'")
=B'C'D’ ist.

Wenn der Fall 1 sich ergibt, so lassen wir zu der Kante B''C!" den
Schnitt P,(BC) und zu der Kante B C'' den Schnitt $(BC) ordnen.
Wenn der Fall 2 sich ergibt, so lassen wir zu der Kante B'Y C’'" den Schnitt
B,(BC) und zu der Kante B"'C"’ den Schnitt P,(BC) odnen,

Angenommen nun, da BCE mit BCD iibereinstimmt. Es gibt in
M genau die beiden 3-Simplexe BCD H und BCDG, die mit BCD inzi-
dent sind. BCD H ist zu einem von den beiden B'C'D’' und B'C'E’, etwa
zu B'C'D’, geordnet und BCDG ist zu dem anderen B'C'E’ geordnet.
Die beiden Dreiecke BCA und BCD bestimmen genau die beiden Schnitte
PBy(BC) und PABC), die als Endedreiecke die beiden BCA und BCD
haben. Wenn weder BCH noch BCG mit BCA iibereinstimmt, so ist
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BCH in einem von den beiden P;(BC) und Rx(BC), etwa in P(BC), und
nicht in PB,(BC) enthalten und BCG ist in P(BC) und nicht in P(BC)
enthalten. Wenn BCH mit BCA iibereinstimmt, so kénnen wir annehmen,
da P,(BC) aus den beiden Dreiecken BCD und BCA besteht. Wir
lassen dann zu B"'C"" oder B" C!" den Schnitt $3;(BC) ordnen, jenachdem
es auf S'; das Dreieck B"'C"'D'" oder B C'"'D'" gibt, so dag TT'(B''C"'D'!")
=B'C'D’ oder TT/(B" C"'D'""y = B'C'D' ist. Wenn $,(BC) zu B"'C'" sich
ordnen 14B8t, so lassen wir zu B" C'" den Schnitt $.(BC) ordnen.

Wenn A"1A's nicht mit A/ C'", AMB, AMBY, B Clt, BY C!" iiber-
einstimmt und nicht auf dem Rand von X', oder X", liegt, so lassen wir zu

"A'; den TT(A"A',) geordneten Schnitt ordnen.
3. A, sei eine Ecke in &; und A", sei eine Ecke auf S, so daB
1(AM)= A, ist.

Wir setzen T7T'(A"")= A’;, und wir bezeichnen den zu A', geordneten
Kegel mit B(A4;). Wenn A’, mit keiner von A/, B', C!, B';, B, -, B'._,
iibereinstimmt, so lassen wir zu der Ecke A'", den Kegel B(A4,) ordnen.

Wenn A" mit der Ecke A’ iibereinstimmt, so lassen wir zu der
Ecke A’ den zu A’ geordneten Kegel B(A) ordnen., Wenn A'’; mit C'"'
iibereinstimmt, so lassen wir zu der Ecke C'' den zu C' geordneten Kegel
B(C) ordnen, Wenn A’y mit B, oder mit B}'(j =1, 2, --n) iiberein-
stimmt, so lassen wir sowohl zu B'; als auch zu B} den zu B’; ge-
ordneten Kegel ordnen.

Also l4Bt einer und derselben Kegel zu B'"’; und B}' sich ordnen.
Wir bezeichnen von jetzt an die beiden Ecken B''; und BY als dquivalent
und die beiden Kanten B'/,_,B"", (B"y=A"") und B}, B}* (By'= A"") als
dquivalent.

4. A"A', sei eine Kante auf S oder S,(j =2, -, n), und P(A4,;4.)
bezw. B(A4,) sei zu der Kante A’;A', bezw. der Ecke A’, geordnet. P3(A4,A.)
ist dann in B(A4,) enthalten.

5. Es seien A4,A4. und A.A. die sowohl in &, als auch in einem Kegel
B(A,) in & enthaltenen Kanten von der Art, da B(A.) durch die Folge
der in B(A,) enthaltenen und nicht noch in & enthaltenen Dreiecke
A;A,C,, A.CC,, -+, A,C/A; in die genau beiden Kegel B,(A4.) und BiAA4,)
zerlegt ist.

Es gibt dann etwa auf S’; die Kanten A',4'; und f(l)'r._.A’;,, so daB das

Dreieck A,;A.C; bezw. A.C.A; in dem zu A";A’, bezw. I‘iIgA’;g geordneten
Schnitt enthalten ist. Nach der Bedingung 4 sind die beiden Ecken A’,
und A’, miteinander Aquivalent.

Wenn sowohl A’; als auch AD’.J mit keiner von A", C"', B'"; und
BY(j =1, 2, -+, n) tibereinstimmt, so bezeichnen wir die Menge aller auf
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S, liegenden und mit der mit A’, dquivalenter Ecke inzidenten Dreiecke
mit M. Wenn A', oder fol’g mit einer von A, C'"", B"',, BY(j=1, 2,
««, ), etwa mit A'’, iibereinstimmt, so bezeichnen wir alle auf S'; lie-
genden und mit der mit A’, dquivalenter Ecke inzidenten Dreiecke, auBer
AMB™C™ und A"BY C'™, mit M.

Wenn A,D'E' und A’gD”E" zu M gehoren und die Kanten A'. D' und
ff'gD" miteinander Aquivalent sind, so identifizieren wir die beiden Kanten
A'.D' und /i'gD”. Wenn A, mit B’ oder B"Y oder C'"' iibereinstimmt, so
identifizieren wir auch die beiden Kanten B'’C'"" und B" C"'. Also iden-
tifizieren wir alle miteinander dquivalenten Kanten von den zu M gehori-
gen Dreiecken, und wir bezeichnen die Menge aller modifizierten und zu
M gehorigen Dreiecke mit N. Die Menge N wird durch den Kantenweg
AhA's + ALAY in die beiden Teilmengen N; und N, zerlegt, so daB je
zwei Dreiecke A’,D'\E'; und A“E".D's von N, die in einer und derselben
von den beiden N; und N. enthalten sind, durch die Folge der Dreiecke
AL.DWE',, ALE"E', -+, ALE"wE", A".E'.D' verbunden werden, und daB
die Kanten A%“E", AE';,---, A"“E': weder mit A’»A"; noch mit A%A’,
iibereinstimmen, und daB dies nicht fiir je zwei Dreiecke A".D';E'; und
ALE.D'; der Fall ist, die beziehungsweise in N; und N, enthalten sind.

Die Bilder durch T'; von allen Dreiecken, die in N; enthalten sind,
sind in einem und demselben von den beiden %B,(A4.) und B,(A,), etwa in
B,(A4.), enthalten und die Bilder durch 7', von allen Dreiecken, die in N,
enthalten sind, in dem anderen B,(A.) enthalten. Wenn ein in ®,_; ent-
haltenes Dreieck A.ED in B,(A.) bezw. B.(A.) enthalten ist, so gibt es
auf S’; ein Dreieck A",E'D', so dal T, (A",E'D') = A.ED ist und die Ecke
A, mit ﬁ’g dquivalent ist und, daB, wenn wir die Ecken A", und /—i’z
identifizieren, so A">E'D' zu N; bezw. N, gehort.

6. Es sei AJA%A'; ein Dreieck etwa auf Sy und T',(A4'A4.4%)=
A;A.A;, und die beiden mit A;A.A; inzidenten 3-Simplexe in M seien
AAA A, und A;A.A;A;. Zu AL AA'; ist ein bestimmtes Simplex von
den beiden A;A.A;A, und A;A.4:A, etwa A;A.A;A, geordnet, so dag,
wenn der zu A’.A'. geordnete Schnitt $3(A;A.) nicht ausgeartet ist, 4,4.4,
in P(A;A4,) enthalten ist. Wenn der zu A, A’; bezw, A’;A'; geordnete
Schnitt P$(A.A4;) bezw. P(AzA;) nicht ausgeartet ist, so ist 4.4;A4, bezw.
Az;A 1A, in P(A.A;5) bezw., P(A:A,) enthalten.

Wenn A, A%A", in der Tat weder mit A”"'B""C'"” noch mit A"B"Y C"'
iibereinstimmt, so lassen wir zu A" A".A"; das zu TT'(A",A’,A';) geordnete
3-Simplex ordnen. Die obige Tatsache gilt dann offenbar fiir A", A%A"..

Angenommen nun, daB A3 A":A; mit einem von A"'B'"'C' und
AMBYW " etwa mit A"'B'"C'M, iibereinstimmt. Wir bezeichnen den zu
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TT'(B'"'C"") = B'C' geordneten Schnitt mit R(BC). P(BC) wird durch
das Dreieck ABC in die beiden Schnitte 33,(BC) und .(BC) zerlegt, und
einer von den beiden 3,(BC) und R(BC), etwa R(BC), ist zu B"'C'
geordnet und der andere P.(BC) ist zu B" C"' geordnet. :

Es gibt genau die beiden 3-Simplexe ABCH und ABCG in 9, die
mit ABC inzident ist. Eines von den beiden Endedreiecke von 3;(BC) ist
ABC. Wir bezeichnen das andere von den beiden Endedreiecke von
$(BC) mit BCD. Wenn sowohl BCH als auch BCG nicht mit BCD
iibereinstimmt, so ist nur eines von den beiden BCH und BCG, etwa
BCH, in %,(BC) enthalten. Wir lassen dann zu A'"B''C'" das Simplex
ABCH ordnen. Wenn mindestens eines von beiden BCH und BCG, etwa
BCH, mit BCD iibereinstimmt, so besteht P,(BC) aus den beiden Drei-
ecken BCA und BCH. Wir lassen dann zu A"'B'""C'" das Simplex ABCH
ordnen.

BCH ist offenbar in $,(BC) enthalten. Wenn wir den zu A"'C'’
geordneten Schnitt mit P(A C) bezeichnen, so ist ACH in P(AC) enthal-
ten, da P(AC) aus allen mit AC inzidenten Dreiecken besteht.

Wir bezeichnen den zu B'A'" bezw. B A'' geordneten Schnitt mit
Py(BA) bezw. P(BA) und das mit der Kante A"B" inzidente Dreieck auf
dem Rechteck R mit A”B"D", und wir setzen Q(A"B"D')= ABD.

Wir nehmen erstens an, daB die beiden Dreiecke ABC und ABD
miteinander iibereinstimmen. In diesem Falle besteht P, (BA) aus allen
mit BA inzidenten Dreiecken, wenn $3,(BA) nicht ausgeartet ist. Daher
ist BAH in B,(BA) enthalten, wenn B,(AB) nicht augeartet ist.

Wir nehmen zweitens an, daB die beiden Dreiecke ABC und ABD
nicht miteinander iibereinstimmen. Wir bezeichnen das mit der Kante
B'"C!'"' bezw. A'"B'"!, inzidente Dreieck aui S; mit B''C'"E''; bezw.
AMB'E™, und wir setzen TT’(B'”C”'E'"])=B'C'E'; und TTI(AIIIBIUIE/H?)
=A'B"\E',, T(B'C'E')) = BCE,, T,(A'BE';) = AB,\E, ist. Ein Simplex
BCE,G, in It ist zu B'C'E'; und ein Simplex ABE,G. in M ist zu
A'B"\E's geordnet,

4(=A"'B"E™.), 4y, =+, 4(=B"C"E") sei eine Folge der Dreiecke
auf S';, so daB je Dreieck mit dem folgenden mindestens eine Kante ge-
meinsam und jedes Dreieck weder mit A''B"'C!" noch mit A"B™Y C'"
iibereinstimmt. Es ist leicht einzusehen”, daB, wenn wir zu J; das Sim-
plex AB,E,G,ordnen lassen und die Vorschrift in der Zwischenbehauptung
II fiir die Folge 4;, s, --*, 4, anwenden, so das Simplex BCE,G, zu 4,

1) Wir lassen aus S’ die beidne Zellen X’ und X"; und die beiden Dreiecke
A’ B"C" und A"”BWC"” fort, so erhalten wir aus S’i ein Rechteck R. R’ ist in die
Dreiecke zerlegt, und die Folge der Dreiecke 4, 4s,---, 4y liegt auf R



POINCARESCHE VERMUTUNG IN TOPOLOGIE 51

sich ordnen l48t.

Wir bezeichnen das mit A”B'; inzidente Dreieck auf R mit A”B/ D,
und alle mit der Ecke A’ inzidenten Dreiecke auf R seien 4',(=A"B",D',),
Ay, -, 4’ (=A"B"D"). Wir fiigen zu R ein Dreieck A'B'C!" ein, so
erhalten wir ein neues Rechteck R,. Wir bezeichnen das durch den Kanten-
Weg A’”B”,] __|_ BIII]BIII2+ .ve +B"’,|_1B”’"+ BIIICIII + C!I!BIV + Bi"B}lV_] + P
+ B A" begrenzte und nicht die Zelle X', enthaltende Gebiet auf S'; mit
R.. R, ist dann in Dreiecke zerlegt. Wir identifizieren die beiden Kanten
B'",_,B";und B",_B", (J =1,2 - n+l, B'y=A" B'" . =C" B", .,
= C"), so erhalten wir ein neues Rechteck R..

Wenn wir zu J; das Simplex AB,E,G, ordnen lassen und fiir die Folge
der Dreiecke ,, A%, 4d', -, 4, 4. (=A"B"C'") die Vorschrift in der
Zwischenbehauptung II anwenden, so 148t sich ein bestimmtes Simplex
zu A”B"C" ordnen, das wir mit « bezeichnen. Wenn wir zu 4, das Simplex
BCE,G, ordnen lassen und die Vorschrift in der Zwischenbehauptung II
fiir J,, 4'5.1 anwenden, so 148t sich offenbar das Simplex ABCH zu Jd’,.,
ordnen. Nach der Zwischenbehauptung II stimmen die beiden Simplexe
a und ABCH miteinander iiberein. Folglich mu8 ABH in dem zu A"'B'"
geordneten Schnitt R,;(BA) enthalten sein.

7. T«(S)=T"'(S") (mod. 2). Daher bildet T',(S") (mod. 2) den Rand
von Ny, Wenn ABCH zu A"'B'"'C'" geordnet ist, so ist ABCH offenbar
in I, enthalten.

Es sei A;A:A;3;ein in M enthaltenes Dreieck, das nicht noch in &
enthalten ist und mit & mindestens eine Kante gemeinsam hat. Wir
unterscheiden nun die folgenden vier Fille.

1. Fall. AA:A; hat mit & nur eine einzige Kante, etwa A4,A4,,
gemeinsam.

2. Fall. A;A:A; hat mit &, die beiden Kanten, etwa A;4, und A.A;,
gemeinsam.

3. Fall. A/A.A; hat mit & drei Kanten A;A, A.A; und A,A; ge-
meinsam.

4. Fall. AA.A; hat mit & nur die Kante A.A; und die Ecke A,
gemeinsam,

Wir behandeln erstens den

1. Fall. Wir nehmen erstens an, daB die Kante A,;A. weder mit
AB noch mit AC iibereinstimmt. Wir behandeln erstens den Fall, worin
A,A. mit einer unter T'(B'",\B'""), T(B".B"), ---, T'(B",._,B'"), etwa
mit T"(B""B!",), iibereinstimmt. Wenn A,A.A4; weder in dem zu B"",B'",
geordneten Schnitt $3,(B:B.) noch in dem zu B}'BY geordneten Schnitt
B«B,B,) enthalten ist, so kénnen wir auf ganz analoge Weise wie im 1.
Schritte das Dreieck A;A.A4: zu % einfiigen.
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Wir nehmen an, daB A;A.A4; in P,(B,B,) enthalten ist. Die Menge
{#} + 22+ 23<<1}— (O, B'",B'",) ist dann offenbar homdomorph mit der
Kugel 3+ y2+ y2<<1. Wir zerlegen die Sphire 3} + 33+ yi=1, die wir
mit S’ bezeichnen, in Dreiecke und Zellen, so daB es auf S’ die beiden

o~ s o~~~ —~ s T~y o~

o~ e~~~ e d

und Zellen zerlegt ist.
Wir kénnen eine topologische Abbildung 7, von 3} + y3+ yi<<1 auf

{63 + 2% + 23<<1} — (0, B'",B'"",) derart konstruieren, daB To(A;AsA4; A,A;
=1) =T A A:As, AAe=1,)= (0, B'",B'",) und To(l,)=Tols) = B",B."" ist
und die anderen Dreiecke bezw. Zellen durch 7. topologisch auf die Drei-
ecke bezw. Zellen auf S'; abgebildet wird.

Wir setzen 7' T.(A,A:4;) = A1A Ay, O+ AjAAy = Gryy, Tt 4144,
= &y und §&— A,4,4;= &',

Auch wenn A;A4.4; in R.(B;B,) enthalten ist, so lduft Diskussion ganz
analog. Wir haben nur statt (O, B',B'",) die Menge (O, Bi‘Bi") aufzu-
nehmen.

Wenn A,;A4.A; sowohl in $,(B.B.) als auch in .(B,B.) enthalten ist,
so mogen wir statt (O, B"',B'",) die Menge (O, B}'B:i') aufnehmen.

Wir nehmen zweitens an, dag die Kante A,;A. mit AB {ibereinstimmt.
Wir bezeichnen den zu der Kante A"”'B"" bezw. A"'B'" geordneten Schnitt
mit P,(AB) bezw. P.(AB). Das Dreieck A;A.A; ist in mindestens einem
von den beiden $3,(AB) und R.(AB), etwa in B,(AB), enthalten. Die
Menge {xi+x3+xi<<1} —(0, A"'B'") ist hombomorph mit der Kugel yi-+
y3+y2<<1. Wir zerlegen die Sphire y;-+- i+ 35 =1, die wir mit S'; bezei-
chnen, in Dreiecke und Zellen, so daB es auf S"; die beiden Dreiecke

— o~~~ — o~ e~ o~

AAA(A A = 1) und AAA(A A, = 1) gibt und {yi+yi+yi=1}—

—~— -~ —~— m— o~ e —~—

Zellen zerlegt ist.

Wir kénnen eine topologische Abbildung 7, wie oben konstruieren.
Wir setzen ThTAA,AA0) = AiAsAn, Gt AAAr = Gy, Tt AidrAy =
Bier und &—A,A4.A4,=R",. Es ist leicht einzusehen, daB die Bedingungen
1—7 fiir ¥, erfiillt sind.

Wir behandeln nun den

2. Fall. Wir nehmen erstens an, dag die Kante 4,4, mit T,(B'",B"",)
und die Kante A,A; mit T'(B"",B'";) iibereinstimmt. Wir bezeichnen den
zu der Kante B'",B"!, bezw. B}*BY bezw. B'".B'; bezw. BY B} geord-
neten Schnitt mit P;(B;B.) bezw. R:(B:B:) bezw. R,(B.B;) bezw. R.(B.B.).

Wenn das Dreieck A;A.A; sowohl in %B,(B;B,) als auch in R,(B:B;)
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enthalten ist, so konnen wir", wie bisher hiufig gezeigt worden ist, zu
% das Dreieck A;A.A; einfiigen.

Wenn das Dreieck A,A.A; sowohl in 9,(B,B.) als auch in P.«(B.B;)
und weder in P.(B,B.) noch in PB,(B.B,) enthalten ist, so verhalten wir uns
folgendermassen. Die Menge {x} + 12+ x§<<1} — (O, B'"",B'"", 4 B'",B!";)
ist offenbar hom6omorph mit der Kugel i+ 33+ y3<<1. Wir zerlegen
die Sphiire 3} + y3+ y3 = 1, die wir mit S bezeichnen, in Dreiecke und
Zellen, so daB es auf S"; die beiden Dreiecke iji-._ﬁx und Z,Z’ﬁ; gibt und
Vi+tytyi=1— (Z,Zgﬁ; + A,A',A;) ebenso wie S’ in Dreiecke und
Zellen zerlegt ist.

Wir bezeichnen den zu B'", geordneten Kegel mit B(B,). Der Kegel
B(B.) wird durch das Dreieck A4,A4.A; in die beiden Kegel B,(B.) und
$B.(B.) zerlegt.

B".B",D", bezw. B".B",D'", sei das auf R liegende und mit B";B",
bezw. B'.B', inzidente Dreieck. Wenn Q(B’,B".D";) in B,(B,) enthalten
ist, so ist das Dreieck Q(B',B";D'.) in B.(B,) enthalten, da das Dreieck
A;A,A; weder in Ty(B;B,) noch in R(B-B;) enthalten ist.

Wir bezeichnen den zu B'"'; geordneten Kegel mit B(B,) (7 = 1, 3, 4,
-, #) und das auf R liegende und mit B”,_,B"; (j = 2, 4, -+, n) inzidente
Dreieck mit B",.;B"",D",_; und das auf R liegende und mit A”B" inzidente
Dreieck mit A"B"D'. Wir nehmen ein Dreieck B.B;E auf, das in dem
Kegel %B,(B,) enthalten ist.

Es gibt aber ein Rechteck R; und die Abbildung @; von R, in I
mit den folgenden Bedingungen.

1. R, ist in Dreiecke zerlegt, und die Seite von R, ist in den Kanten
AOBOJ, élﬁﬁv Bozﬁs, Y é,.—lén, éxi (B“-: j_))’) zerlegt.

2. B,B,D,.(j=1, 2, 4, -, n) sei ein auf R, liegendes und mit
B,_,B, inzidentes Dreieck, so stimmen Q,(B,_,B,D,_,) und Q(B",_,B",D",_)
miteinander iiberein, und es gilt iiberdies Q,(EQBZID)?)=BngE und Ql(fiéDo)
=Q(A"B"D!") (;1=§0)’ wo §g§3b2 bezw. ABD ein auf R, liegendes und
mit égé3 bezw. AB inzidentes Dreieck bedeutet.

c 0

3. B,F G sei ein mit éj( =0, 1, 2, 4, -, n)inzidentes Dreieck auf
R, Q;(é ;PE‘ (o}) ist dann in B(B;) enthalten. BonFC‘(c? sei ein mit ég inzidentes
Dreieck auf R;. Q](BO’J?‘(O?) ist dann in B,(B.) enthalten.

Wir heissen das Rechteck R das Grundrechteck von der Zelle Z, Wir

ersetzen das Rechteck R durch R;, und wir nehmen als Grundrechteck
von der Zelle Z das Rechteck R; auf.

1) Vgl. S, 9. Zeile 6.
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Die Menge {x}+x:+x"<<1}—(0, B",B",+B",B"") ist dann hom&o-
morph mit der Kugel y/ +yi+y <<1. Wir zerlegen die Sphire yi-+ yi+y3
=1, die wir mit S’ bezeichnen, in Dreiecke und Zellen, so daB es auf
S, die beiden Dreiecke A,4,A, und A,A"%A; gibt und {y+¥i+yi=1}—
{AjAgAa—l-AlA'ngg} ebenso wie S'; in Dreiecke und Zellen zerlegt ist.

Wir kénnen eine topologische Abbildung 7. von yi+3+3i<<1 auf
{#}+x+x <1} — (O, B",B", + B",B"") derart konstruieren, daB
TQ(AJA;E;',) = T._,(A:AZA‘;) = (0, B"\B'"", + B'"",B'",) ist und die anderen
Dreiecke bezw. Zellen durch 7, topologisch auf die Dreiecke bezw. Zellen
auf S'; abgebildet wird.

Wir setzen ThT(A;A,A4,) = AA.A,, G+ A A A= Gruy, Tt A1 A4,
=%i+] und R’]—A|A2A3=§',].

Wir nehmen zweitens an, daB die Kante A,;4. mit 7' (B"",B'",) iiber-
einstimmt und das Dreieck A,A.A4.in dem P,(B:B,) enthalten ist. Wenn
die Kante A.A; weder mit AB noch mit AC iibereinstimmt, so kénnen
wir offenbar das Dreieck A;A.A; zu & einfiigen. Auch wenn die Kante
A,A; mit einer von den beiden BA und BC iibereinstimmt, konnen wir
offenbar das Dreieck A,A,A. zu §, einfiigen.

Wir nehmen nun an, daB A;4,4, in dem zu einer Kante A" A',
bezw. A'",A''; geordneten Schnitt enthalten ist und sowohl A", A'; als
auch A" A'"'; nicht auf A''B'""\+B"B'"y+---+B" _B'", und A"BY +
BBy + -+ + BIY,BY liegt, und daB A''. mit B', und A'', mit B}"
iibereinstimmt. B(B,;) wird durch das Dreieck A,A.4; in die beiden Kegel
B,(B;) und By(B,) zerlegt. P\(B\B.) und Ry(B,B,) sind dann in einem und
demselben von den beiden B,(B,) und B.(B,), etwa in B,(B;), enthalten,
und P,(B.B;) und P.(B,B-) sind in dem anderen B.(B,) enthalten.

Wir bezeichnen den zu der Kante A", A'; geordneten Schnitt mit
R(A4:4,). P(A;14.) wird durch das Dreieck A;4.A; in die beiden Schnitte
By(A;A4,) und Po(A,A.) zerlegt. Einer von den beiden P,(A;4,) und Pu(A4;4,),
etwa P,(A4;4.), ist in By(B;) enthalten, und der andere P(A;A.) ist in
B,(B;) enthalten.

Wir nehmen ein Dreieck A;A.E, bezw. A;A.E. auf, das in 3,(4;A4,)
bezw. P.(A;4,) enthalten ist. Es gibt ein Rechteck R, und die Abbildung
@; von R, in N mit den folgenden Bedingungen.

1. R, ist in Dreiecke zerlegt, und die Seite von R; ist in die Kanten
AB,, B,A", ALB', BBy B.B, -, B...Bs, B.A, zerlegt.

2. BB,D,(j=1, 3, 4 -, n) (Bo= A,) sei ein auf R; liegendes
und mit éj_,B, inzidentes Dreieck, so stimmen Q:(B;.;B,D;_;) und
Q(B";.,B";D",_,) miteinander iiberein, und es gilt iiberdies Q.(B,A"E;)=
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AzAJEl, Q](A,]B,léﬂ)=A:A]EE, Q'J(B,]-BOZISJ)=Q(B”]B”‘JD”]) und Ql(/iléan)
—_ Q(AIIBI!DH). n

3. B,EF sei ein mit B{j =0, 2, -, n) inzidentes Dreieck auf R..

Q,(B,EF ) ist dann in B(B;) enthalten. B’ EF bezw. B EF sei ein mit

B'; bezw. B, inzidentes Dreieck auf R;, so ist @, (B EF ) bezw. Q,(B’s EF)
in B,(B)) bezw. B(B,;) enthalten.

Wir verbinden die beiden Ecken A" und B"' durch einen Kantenweg
I, der einen einfachen Bogen aut S'; bildet und sowohl mit A’"'B"' +
B!".B"y4 «eo - B! _B" 4+ A" A", als auch mit A"'BYY + BBl + -+ +
BY . BY + A", A", keine Punkte gemeinsam hat.

Ohne Einschrinkung der Allgemeinheit kénnen wir annehmen, daf§
I+ A"B'" gquf der Ebene x;=0 liegt. Die Kugel xj+ x5+ x3<<1 wird durch
(0, 1+ A"B") in die beiden Kugel zerlegt. Wir setzen 7%((0, [+ A"'B""))
=X, soist &,—Z + X homoéomorph mit der Kugel yi+y:+y5<<l.

Wir zerlegen die Sphire yi+yi+y;=1 in Dreiecke und Zellen, so
daB es auf y;+ ¥3+35 =1 die beiden Zellen X' und X" und die beiden

Dreiecke AmBmCin ynd AMBMCH gibt und {yi+yi+ =1} — (A”’B”’C”’
A’”B"' C"") ebenso wie S, in Dreiecke zerlegt ist.

cr
Abb. 1 Abb. 2.

Wir konnen eine topologische Abbildung T von i+ 3+ yi<<l auf
®'1—Z + X derart konstruieren, daB T(XN)=T(X'")=X und T(X’”E’”(?”)
=T(A"B"C")=ABC ist.

Es gibt auf yi+ ¥+ ¥ = 1 die beiden Kanten Z”’IZ”’«_, und X"’ZZ’"&
so daB der Schnitt P(A;A4.) bezw., P(A.A;) zu der Kante /T”GX”’Z bezw.

1 Vgl S. 42. Zeile 29.
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A", A, geordnet ist. Die Menge {3+ yi+33<1} —(0, A/, A+ A1, A1)
ist homdomorph mit der Kugel zi+2-+25<<1.

Wir zerlegen die Sphire zi+2;+23 = 1 in Dreiecke und Zellen, so
daB es auf z}--234-z3 = 1 die beiden Dreiecke AjYAIN ALY und A{YAYAY
gibt und 2} +224+2; =1—(A1VAY AY + AV AV AY) ebenso wie yi+yi+yi=1
in Dreiecke und Zellen zerlegt ist.

Wir konstruieren eine topologische Abbildung 7’ von der Kugel zi+
z+24<1 auf {y+ ¥+ yi<<l} — (O, An Ant, v Z”'._,Z’"g), so daB
TAY AV AY) = (0, A" A!M,+ AV,AN) =TI AP AJAY) ist.

Es gibt auf »i+33+3i=1 die Kanten A3 A", A} AV, A AS, A3BS,
B3BY, -, B',_,BI(T'(A™) = Al"), und zwar, da8 der Schnitt SB(AB)),
BlA:4;), P(A)A:), P(B1B,), B(B:Bs), *++, P(B,-:1B.) beziehungsweise zu
der Kante AVAY, AVAY, AlYA}, A;Bj, BYBY, ---, B%,_,B, geordnet ist.

Wir zerlegen die Sphire fi+£+#=1,
die wir mit S"; bezeichnen, in Dreiecke
und Zellen derart, daB es auf S, die beiden
Zellen Y’ und Y und die beiden Dreiecke
AV AN AT ynd Z&"Z’;Z}" gibt und S, —(Y’
+ Y+ A‘E‘;l-“ Eﬁ" + E}‘Z‘a ~5") ebenso wie
S, in Dreiecke zerlegt ist.

Die Kugel yi+yi+9;<<1 wird durch
(O, BYA"+ AVAY + AVAT + AT AY + AT AY

Abb. 3 + ASBY + -+« 4+ B\ |BT) in die beiden Kugeln

K, und K, zerlegt. Die Zelle X' ist in dem

Rand von einem von den beiden K;und K, etwa von K, enthalten, und

die andere X" ist in dem Rand von K, enthalten. Wir identifizieren X'

und X", so bekommen wir aus K; und K. eine Kugel K. Wir kénnen

dann eine topologische Abbildung 7" von der Kugel #{+£+4£<<1 auf K

derart konstruieren, daB TV (Z}"Zé" -§") = AlVATAY, T”(Z}"ZXZ&") =
AVAGAY, T'(Y")=T"(Y'")=(0, BYA™Y+A“AY +---+ B BY) ist.

Wir setzen TT'7T" =T"; und T"(Y)=T"(Y") =Y, & ,—Z+Y+
A;AA;= ", Wir nehmen als Grundrechteck von Y das Rechteck R,
auf. Es ist leicht einzusehen, daB die Bedingungen 1—7 fiir §:.; auch
erfiillt sind.

Wir behandeln nun den

3. Fall. Wir nehmen erstens an, da A;A4, mit AB iibereinstimmt.

a). Wenn sowohl A.A; als auch A;A, nicht mit T'(A"'B"),
T4(B"" B'"), -+, T'(B'",_,B",) iibereinstimmt, so gibt es auf S'; die
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Kanten A" AN (A" =A"") und A’”-zfol”’3 gibt, so daB das Dreieck A;A,A;
in dem zu A", A", bezw. A,'""A"; geordneten Schnitt enthalten ist.
Die Ecke A'", muB mit einer von den beiden B'! und B", etwa mit

B {ibereinstimmen. Wenn A'"; und A "; miteinander iibereinstimmen,
so wird die Menge {xi+x-+x3<<1} — (0, A" A"+ A", A"+ A"B"") in
die beiden Kugeln K; und K. zerlegt. Die Zelle Z, ist in dem Rand von
einem von den beiden K; und K, etwa von K; enthalten und die andere
Zelle Z, ist in dem Rand von K enthalten. Wir identifizieren die Zellen
Zyund Z,, so bekommen wir aus K; und K, eine Kugel K.

Wir zerlegen die Sphire yi+3:+yi=1, die wir mit S’; bezeichnen,
in Dreiecke, so daB es auf S’ die beiden Dreiecke AMBMC und ABYC!
und die beiden Dreiecke A’ B™A™, und A™ B"™ Al gibt und S" —
(Z’”E”’E’”+Z”'§“'E’”+E”’§”’ﬁ7";,+Z”’§WZ}.V) ebenso wie S, in Dreiecke
zerlegt ist.

Wir konnen eine topologische Abbildung T von »i+ y-+3<<1 auf K
derart konstruieren, daB T(K”’E’” E"’) = A B"C'", T(Z"'§“'E"') =
AMBEC™ und T(Z”'g'”z”';) = T(E”E“"‘“’;;) = (0, A"AM, + AMAM, +
A'B') ist.

Wir setzen 7, T =T",, T,(0, A" A"+ A" A"+ A"'B") =A,A.As
und §—Z -+ A1A.A;= &+ A, 4.A,=0,y, R—Z—AAA4;,=8",.

Es ist leicht einzusehen, daB die Bedingungen 1—7 fiir ®,; auch
erfiillt sind.

Wenn A"; und A . nicht miteinander iibereinstimmen, so muB A",
mit einer von B",, B'", ..., B, By, BY, ..., BY, etwa mit B"',, und
fi”’3 mit BY iibereinstimmen.

Wir konnen auch auf ganz analoge Weise” wie im 2. Falle im 2,
Schritte &, =@, +A4,4.4; in E* einbetten, derart daB die Bedingungen
1—7 fiir &, erfiillt sind.

8). Wir nehmen nun an, daB 4,4, mit AB iibereinstimmt und A,A;
mit T',(A'"B'") tibereinstimmt, und daB das Dreieck A,A.A; in dem zu
A'"B'"" geordneten Schnitt $3,(AB,) enthalten ist. Es gibt auf S'; eine
Kante A/"";A!'", so daB das Dreieck A;A.A; in dem zu A'"";A'", geordneten
Schnitt enthalten ist. Die Ecke A, muB mit B!, oder mit B} iiberein-
stimmen. Wenn A", mit BY iibereinstimmt, so wird die Kugel xj-+ x3-
%<1 durch das (O, A"B'"' -+ AVB*+ A", A'",) in die beiden Kugeln K;
und K, zerlegt. Indem wir die beiden Zellen Z, und Z. identifizieren, so
bekommen wir eine Kugel K.

1) Vgl. S. 55, Abb. 1. Abb.. 2.
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Auf dhnliche Weise wie in «) im 3. Falle kénnen wir §;—Z+ A;4.A4;
=@O,, in E® einbetten, so daB die Bedingungen 1—7 fiir ®., erfiillt sind.

Auch wenn 4,4, mit AC iibereinstimmt, so liuft Diskussion ganz
analog.

Wir nehmen nun an, daB die Kanten AA. A.A4; A;A, weder mit
AB noch mit AC iibereinstimmen. Es gibt auf S’; die Kanten A" A",
Am,AM, und A", A", so daB das Dreieck A,4;4; in dem zu A, A™,
bezw. /i”,gA,”s bezw. ;1”’315”’1 geordneten Schnitt enthalten ist.

r) Wenn A", = fi"'g, A, = Ac”'3 und A", = ;1”’1 ist, so wird die
Kugel x+ 23+ x3<<1 durch (O, A" A"+ A", A"+ AN, A") in die beiden
Kugeln K; und K. zerlegt. Wir setzen T4((O, Al A"+ AW, AN+
AMAMY) = AjAnAs, Fy + AlAAy = Fiyy.  Also konnen wir Fiag in E°
einbetten. Es ist leicht einzusehen, daB die Bedingungen 1—7 fiir &
erfiillt sind.

r2) Wir nehmen nun an, daB A", = fi”’g und A= A)”’a A”’ﬁéff’”,
ist. Wir konnen dann ohne Einschrinkung der Allgemeinheit annehmen,
daB A”’g —_ B’”);, A._III:; j— B,[cv, AHI] p— BI/IJ’ fi"’[ — B-I,V iSt.

Indem wir auf ganz dhnliche Weise im 2. Falle die Zelle Z durch eine
geeignete neue Zelle Y ersetzen und wir % —2Z + A4, A, +Y = i
setzen, konnen wir iy in E® derart einbetten, das die Bedingungen 1—7
fiir $41 erfiillt sind.

r:) Wir nehmen nun an, daB Allt,= A, A”’3=./i”’3 und A”’,%ff"',
ist. Wir konnen ohne Einschrinkung der Allgemeinheit annehmen, daB
AM=B", und A" =BY ist.

Es gibt auf S, die Kanten A’ A%, A.A', A’;A';, so daB das Dreieck
A A.A; in dem zu AL A% bezw. ALA'; bezw. A’ A', geordneten Schnitt
enthalten ist. Die Sphire S, wird durch den Kantenweg A’ A’,+ ALA';+

, A% in die beiden Halbsphiren H; und H. zerlegt. Es gibt auch auf S, eine
Kante B’C' und eine Ecke A’, so dafi das Dreieck ABC sowohl in dem zu
B'C' geordneten Schnitt als auch in dem zu A’ geordneten Kegel enthal-
ten ist. Nach der Bedingung 7 im 1. Schritte miissen B'C’ und A' in
einer und derselben von den beiden H; und H,, etwa in H,, enthalten sein.

Wir verbinden die beiden Ecken B’ und A’ durch einen Kantenweg
auf /, so daB / einen einfachen Bogen auf S; bildet und jede Kante von /
auf H; liegt. Wir setzen T,{(0, [+ A'B")} =Y und wir ersetzen die Zelle
Z durch die Zelle Y. Wir konnen dann offenbar ¥—Z +Y +A4,4,4;=
B in E? einbetten. Es ist leicht einzusehen, daB die Bedingungen 1—7
fiir $i+1 auch erfiillt sind.

r+) Wir nehmen nun an, da§ A", 5= /-i”’.z Al =& fi’”g und A"’]?éz‘i’”j
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ist. Die beiden B'C’ und A’ miissen in einer und derselben von den
beiden H; und H,, etwa in H,, enthalten sein, wo B'C', A', H; und H.
dieselben Bedeutungen wie in ;) haben. Es ist leicht einzusehen, da8 y.)
in der Tat nicht sich ergeben kann.

Wir behandeln nun den

4. Fall. Es gibt auf $', eine Kante A’.A'; und eine Ecke A’ so daf}
das Dreieck A;A.A; sowohl in dem zu A%A’; geordneten Schnitt als auch
in dem zu A’; geordneten Kegel enthalten ist. Wir verbinden die beiden
Ecken A’; und A’y durch einen Kantenweg / auf S’;, so daB / einen ein-
fachen Bogen auf S/, bildet und die Ecken A’; nicht auf / liegt und die
Kanten A'"'B"’, A'"'B™ und A''C"" nicht auf / liegen. Die Kanten von /
seien C,,C'(C'y =A%), CHC%, -, C',_,C'(C',=A"), und wir bezeichnen
den zu C';,C'(j =1, 2, -, n) geordneten Schnitt mit P(C,.,C;). Wir
nehmen ein in P(C,_,C;) enthaltenes Dreieck C;_,C;D;_; auf.

Es gibt nach der Zwischenbehauptung I ein Rechteck R, und die Ab-
bildung @ von R, in M mit den folgenden Bedingungen.

1. R, ist in Dreiecke zerlegt, und die Seite von R, ist in die Kanten
AIIgAII]’ (;‘Hn D”o(C”Q p— AII])’ D"()CI", CII] D"], DH] C”g, e, CII“_]DII‘"_],
D" _,C"(C", = A",) zerlegt.

2. B"D"G" sei ein Dreieck auf R, so ist Q(B"D!"G'") ein Dreieck
in M. Q(ALAM) = A,A;, Q(C"D")) = CoD(Cy= A,), Q(D",C")) = D,C,,
Q(CHJDHI) = G Dl, Q(DHI C"z) =D, Ca, ) Q(C"n—] D”n—]) = C, D,
Q(D",1C",) =D,_1C(C, = A»).

3. C'",F'"G" sei ein mit C'; inzidentes Dreieck auf R, so ist
Q(C",F"G'") in dem zu C'; geordneten Kegel enthalten.

Wir fiigen zu R, die Dreiecke C";_,C";D",_,(j =1, 2, -, n) ein, so
erhalten wir ein neues Rechteck R;. Wir bilden die Dreiecke C';_;C';D",_,
in M ab, so daB Q(C";_,C'";D",_,)=C;_,C;D,_; ist. Wir kénnen dann zu
% eine Zelle Z,, wo R, das Grundrechteck von Z; bildet, und das Dreieck
A A.A; derart einfiigen, daB, wenn wir &+ Z, + A A4 = iy, O+
A AA, =8, und &, ,—A,A,A,—Z, = ", setzen, K''; mit der Kugel »}+
93+ %<1 homoomorph ist und die Bedingungen 1—7 fiir §.. erfiillt
sind.

3. Schritt. &, sei ein stark-zusammenhingender 2-Komplex, so dafB
jedes Dreieck von &; in 9t enthalten ist. Wir nehmen an, daB, wenn
wir geeignete Zellen Z, Z., -, Z,aufnehmen und &;+Z;-+ -+ Z, mit
%, bezeichnen, so wir §; in E® derart einbetten kénnen, daB E*—; den
folgenden Bedingungen geniigt.

Bedingung 1. Jede Komponente von E*—$; ist homdomorph mit der

1) Die beiden Kanten auf der Seite von Z; mégen miteinander {ibereinstimmen.
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3-Kugel xi+a3+x3<<1. Wir bezeichnen die Komponenten von E*—; mit
R, &, -, &, und die topologischen Abbildungen von x;-+xi+x5<<1 auf
&, K, -, K mit Ty, T, +--, T, Dia Sphire xi+x5-+x5=1, die wir mit
S;(7=1, 2, -, p) bezeichnen, ist in Zellen und Dreiecke zerlegt. Die
induzierte Abbildung T; bildet jedes Dreieck bezw. jede Zelle auf S, topo-
logisch auf das in der Begrenzung von f; enthaltene Dreieck bezw. auf
die in der Begrenzung von §t; enthaltene Zelle ab.

Bedingung 2. R, sei das Grundrechtecke von Z,(j =1, 2, :*+, ¢) und
@, sei die Abbildung von R, in 9. Wir bezeichnen die Menge der Bilder

durch @; von allen mit den auf der Seite von R, liegenden Kanten inziden-
ten Dreiecken mit M;. Wir bezeichnen die Vereinigungsmenge j}j;M,
mit M und die Vereinigungsmenge M-+®; mit 2. _

Zu jeder Kante, etwa A'B’, auf S, ist ein bestimmter Schnitt in 2
mit der Achse T,(A'B') geordnet. Wenn A'B’ etwa auf S; liegt und nicht
auf den Rinder der Zellen auf S, liegt, und wenn A'B'C’ nnd A'B'D' die
beiden mit A'B’ inzidenten Dreiecke sind, so da Ty(A'B'C")=ABC und
T.(A'B'D"y = ABD ist, so hat P(AB) als Endedreiecke die Dreiecke ABC
und ABD.

Wenn A’B' auf dem Rand einer Zelle Z’; auf S; liegt, und wenn es
auf S, ein mit A'B’ inzidentes Dreieck A'B'C' gibt und ein Dreieck
A"B"D" ein mit der Grundkante’ A"B'' von A'B'inzidentes Dreieck auf
R, ist, so daB Ty(A'B'C")= ABC und Q,(A"B"D')= ABD ist, so hat
‘R(AB) als Endedreiecke die Dreiecke ABC und ABD.

Wenn A’B’ sowohl auf dem Rand von Z'; als auch auf dem Rand von
Z', liegt, und wenn ein Dreieck A”B"C" ein mit der Grundkante® A"B"
von A'B' inzidentes Dreieck und ein Dreieck A';B",D" ein mit der Grund-
kante A",B", von A'B’' inzidentes Dreieck ist, und wenn @,(A"B"C") =
ABC und QJ{A",B'",D') = ABD ist, so hat %(AB) als Endedreiecke die
Dreiecke ABC und ABD.

S3(AB) sei ein Schnitt in A; und ABC und ABD scien die Endedrei-
ecke von P(AB). Wenn 33(AB) nicht ausgeartet ist, so gibt es auf einer
bestimmter unter S, S., -+, S, etwa auf S;, eine Kante A'B' und die
Dreiecke A'B'C' und A'B'D', so daB *B(AB) zu A'B’ geordnet ist, oder
gibt es auf S; A'B’ und A'B'C’ und Z',, so dal A’B’ in dem Rand von Z/,
liegt und P(AB) zu A'B’' geordnet ist, oder gibt es auf S, A’B' und die
beiden Zellen Z', und Z',, so daB A'B' sowohl auf dem Rand von Z’; als
auch auf dem Rand von Z/, liegt und ‘R(AB) zu A'B' geordnet ist. Wenn

1) Wir heissen von nun an die Kante A”B”; und B”;_1B”; auf R die Grundkante
von A’B’;y und B'j—1B’; auf S) (Vgl. S. 42)
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B(AB) nicht ausgeartet ist, so ist die obige Kante einzig und bestimmt.

Wenn zu der Kante A'B' auf S; ein ausgearteter Schnitt geordnet ist,
so liegt A’B’ auf dem Rand von mindestens einer Zelle. Wenn zu A’B’ ein
ausgearteter Schnitt S3(AB) geordnet ist, so kann der Schnitt R(AB)
gelegentlich zu den verschiedenen Kanten geordnet sein.

Wenn eine Kante A’4A’. auf dem Rand von einer Zelle auf S; liegt,
so sind einige Kanten auf den Rinder von den Zellen auf derselben S; mit
AL A, dquivalent. Wenn A A’ und A'\A"; miteinander dquivalent sind
und T,(A') = T,(A",) ist, so sind definitionsgemiB die beiden Ecken A
und A", miteinander dquivalent.

Wir bezeichnen den zu der Kante A'B’ geordneten Schnitt mit R(AB).
Der Schnitt B(AB) ist in einem bestimmten Schnitt in &, enthalten, den
wir mit P,(AB) bezeichnen. Die Endedreiecke von P3,(AB) seien ABD und
ABE. Wir nehmen an, da8 A’B’ in dem Rand von ciner Zelle auf S; liegt.
Es gibt? dann auf S, die Zellen Z',, Z",, Z',, Z'">, -+, Z!., Z'",, und die beiden
Dreiecke A',B',D' und A";B\E', so daB T,(A'.B'.D')=ABD, T,(A'B"E')
=ABE ist und A'B') bezw. A’B'; auf Z'; bezw. Z', liegt und Z'; und
Z's bezw. Z's und Z'; bezw. --- bezw. Z'',,_; und Z', mindestens eine
Kante /, bezw. [/, bezw. --- bezw. /,_; gemeinsam haben und A’;B’,
A'BY, I, +- und /,_; miteinander dquivalent sind. Jede, mit A'B’ dqui-
valente, Kante stimmt mit einer unter A',B",, A"B",, {,, +--, l._ iiberein.

Bedingung 3. Zu jeder Ecke, etwa A', auf S,{(j =1, 2, -, p) ist
ein Kegel B(A) in &, mit der Spitze T;(A’) = A geordnet. Wenn A’ etwa
auf S, liegt und ein Dreieck A’B'C’ mit der Ecke A’ inzident ist, so ist
T,(A'B'C') in B(A) enthalten.

B(A) sei ein Kegel in &, so gibt es auf einer bestimmten unter S,, S,
««S,, etwa auf S,, mindestens eine Ecke A’, so daB B(A) zu A’ geordnet
ist. Wenn ein Dreieck ABC sowohl in & als auch in B(A) enthalten ist,
und wenn eine Ecke A’ auf S, liegt und B(A) zu A’ geordnet ist, so gibt
es auf S, ein Dreieck A"B'C’ von der Art, daB T,(A"B"C!")= ABC ist
und der zu A"B' bezw. A"C'" geordnete Schnitt in B(A) enthalten ist.
Es muB dann A" = A’ oder A" und A’ miissen miteinander dquivalent
sein.

Zu den Aquivalenten Ecken ist ein und derselben Kegel in &, geord-
net. Wenn A’ auf S; und B’ auf S; liegt und A’ und B’ nicht .dquivalent
sind, und wenn der Kegel B(A) zu A’ und der Kegel B(B) zu B’ geordnet
ist, so stimmen B(A) und B(B) nicht miteinander iiberein.

Bedingung 4. A’'B’ sei eine Kante auf S; und 3(AB) bezw. B(A)
sei zu der Kante A'B’' bezw. der Ecke A’ geordnet. ‘B(AB) ist dann in

1) Es mag sein, daB Z”»=2" ist.
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B(A) enthalten.

Bedingung 5. A’ sei eine Ecke auf S;. B(A) sei ein zu A’ geordneter
Kegel. Wenn A’ auf keinen Zellen auf S; liegt, so bezeichnen wir die
Menge aller auf S; liegenden und mit der Ecke A’ inzidenten Dreiecke
mit M. Wenn B(A) durch ein Dreieck ABC in die beiden Kegel B,(4)
und BA) zerlegt ist, so gibt es auf S, die beiden Kanten A’'B’ und A'C,
die mit A’ inzident sind, und zwar daB T,(A'B")=AB, T,(A'C)=AC ist.

Die Menge M wird durch den Kantenweg A'B’--A'C’ in die beiden
Teilmengen M, und M, zerlegt, so daB, je zwei Dreiecke A’D4E', und
A'E'; D', von M, die in einer und derselben von den beiden M; und M,
enthalten sind, durch die Folge der Dreiecke A'D4E', A'E“E!, -,
A'E',_E",, A'E",D', verbunden werden, und daf jede Kante unter A'E’,,
A'Ely, -+, A'E'", weder mit A’B’ noch mit A'C’ iibereinstimmt, und daB
dies fiir je zwei Drciecke A'D’;E'; und A'E', D', nicht der Fall ist, die
beziehungsweise in M, und M. enthalten sind.

Die Bilder durch 7T; von allen Dreiecken, die in M, enthalten sind,
sind in einem und demselben von den beiden %B,(4) und B.(A4), etwa in
%B,(A), enthalten und die Bilder durch T; von allen Dreiecken, die in M,
enthalten sind, sind in dem andern B,(A) enthalten. A'D’ sei eine Kante,
die in M, oder in M, enthalten ist und weder mit A’B’ noch mit A'C’
iibereinstimmt, und P(AD) sei zu A’D’' geordnet. Der Schnitt P(AD) ist
dann in B,(A4) oder in B.(A) enthalten, jenachdem A'D' in M, oder in M,
enthalten ist.

A', und A'; seien die beiden miteinander dquivalenten und nicht mit-
einander iibereinstimmenden Ecken auf S;. Ea gibt auf S; die Zellen Z,
und Z";, so daB A’y bezw. A'; auf Z'; bezw. Z", liegt und T(Z',)=T(2Z",)
ist, oder, wenn es solche Zellen nicht gibt, so gibt es auf S, die Zellen
zZh, z"y, Z', Z'", .-, Z',., Z", und die Ecken B', B’, *+, B'._;, so daB
TAZ')=TLKZ"), TAZ',)=TAZ",), «+, T{Z'n)=TLZ",) ist und Z", und
Z', bezw. Z'"; und Z'; bezw. -+ bezw. Z'',._; und Z’,, mindestens die Ecke
B', bezw. B'; bezw. -+ bezw. B’,_, gemeinsam haben und alle Ecken A/,
B, B, -, B',_;, A’ miteinander #quivalent sind und A’, mit B'; iiber-
einstimmt oder A', auf Z'; und B', auf Z"; liegt und A'; mit B’,,_,; iiber-
einstimmt oder A’; auf Z'',, und B’,._; auf Z',, liegt. Diese Folge der Zellen
zZh, 2", 2%, Z"., ., Z'., Z", nennen wir im folgenden die, die Ecken

s und A’y verbindende, Folge der Zellen.

Bedingung 6. Es sei A";A"A’; ein Dreieck auf S, und 7,(A44%A%)
=A;A-A; und die beiden mit A,A.A; inzidenten 3-Simplexe in 9t seien
A AAA, und A,A.AA;. Zu Al A’ A ist ein bestimmtes Simplex von den
beiden A,A4.A43A, und A,A.A.A;, etwa A;A.A3A,, geordnet, so daB, wenn
der zu A’ A’, geordnete Schnitt P(A;A.) nicht ausgeartet ist, A,A4.A4, in
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B(A;A,) enthalten ist.

Es sei A;4.A; ein in ®; enthaltenes Dreieck, und A;4,4;4, und
A A.A;A; seien die beiden mit A;A.4; inzidenten 3-Simplexe in M. Es
gibt dann genau die beiden Dreiecke A A".A"; auf S; und A" A", A"; auf
S;, sodaB T,(A"AAl)=A;A.A; und T (A" A", A";)=A,A,A; ist. Wenn
AiAAA, zu AL ALA; geordnet ist, soist A;A.A3A5 zu A, A, A"y geordnet.

Bedingung 7. T,(S;) ist offenbar ein 2-Komplex in 9. Es gibt ein
3-Teilkomplex My von MW, so daB T,S,) (mod. 2) einen Rand von Wi
bildet und ein zu einem auf S; liegenden Dreieck geordnetes 3-Simplex in
M, enthalten ist.

Bedingung 8. A;A.+ A A:+ -+ - A, A, + A, A; sei ein in einem
unter W, Py, -+, M, etwa in M,, enthaltener Kantenweg und geniige
der folgenden Bedingung.

Badingung. Wenn eine Ecke unter A;, A, -+, A, etwa A, in ®
enthalten ist, so gibt es auf S, eine Ecke A, derart daB T,(A',)= A, ist
und sowohl A,.;A, als auch A.A. in dem zu A’, geordneten Kegel ent-
halten ist. Wenn eine Kante unter A;A4,, A.A4; -, A._:4,, A.A; ctwa
A, A, in ®; enthalten ist, so gibt es auf S; eine Kante A’,_;A’, so daB
T(A',_ A")=A, 1A ist und A, . A, bezw. A,Aq:; in dem zu A’y bezw.
A’', geordneten Kegel enthalten ist.

Es gibt dann ein Rechteck R und die Abbildung @ von R in 9, und

zwar, daB R und @ den folgenden Bedingungen geniigen.
' 1. R ist in Dreiecke zerlegt und die Seite von R ist in Kanten A",A",,
e A" AM,, AV,A' zerlegt. Beide Dreiecke auf K haben keine Punkte
gemeinsam oder 1, 2, 3 Ecken gemeinsam oder ihre einzige Kante und
eine Ecke gemeinsam oder ihren 1, 2 Kanten gemeinsam.

2. EFG sei ein Dreieck auf R, soist Q(EFG) ein Dreieck in 9t
Q(AMA")=A A, -, QA" 1A",)=A, 1A, Q(A",A")=A,A.

3. Wenn A4, in &; enthalten ist, und wenn sowohl A4,_,4, als auch
A,Az: in dem zu A/, geordneten Kegel B(A,) enthalten ist, so ist das
Bild jedes, mit A, inzidenten, Dreiecks auf R durch die Abbildung @ in
dem Kegel B8(A4,) enthalten.

Es sei ABC ein in 9 enthaltenes Dreieck, das nicht noch in &
enthalten ist und mit &; mindestens eine Kante gemeinsam hat. Wir
unterscheiden nun die folgenden vier Fille,

1. Fall. ABC hat mit & nur eine einzige Kante, etwa BC, gemeinsam.

2. Fall. ABC hat mit &, die beiden Kanten, etwa AB und AC, ge-
meinsam.

3. Fali. ABC hat mit &, drei Kanten AB, AC und BC gemeinsam.

4, Fall. ABC hat mit &, die Kante BC und die Ecke A gemeinsam.
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Wir behandeln erstens den

1. Fall. Es gibt auf einer unter S;, S, +++, S,, etwa auf S;, eine
Kante B'C’, so dal das Dreieck ABC in dem zu B'C’ geordneten Schnitt
enthalten ist. Solche Kante B’/C’ ist nicht notwendigerweise einzig.

Die Menge {x}+x}-+x3<<1} — (0O, B'C’) ist homoomorph mit der Kugel
¥i+33+y3<<l. Wir zerlegen die Sphire yi+yi+yi=1, die wir mit S
bezeichnen, in Dreiecke und Zellen, so daB es auf S'; die beiden Dreiecke
AHBIICII(BHCH:l]) und AHBIICII(BIICII=12) glbt und Sll_ {AHBIICH(BI!CU
=)+ A"B"C'"(B"C"=1,)} ebenso wie S, in Dreiecke und Zellen zerlegt
ist.

Wir kénnen eine topologische Abbildung 7 von yi+y:+35<<1 auf
{x}+x+23<<1} — (O, B'C’) derart konstruieren, daB T(B!/C"A"; B'"'C!'=
L)=T(B"C'A"; B"C'=[,)=(0, B'C") und T({,)=T(.)=B'C' ist und die
anderen Dreiecke bezw. Zellen durch 7 topologisch auf die Dreiecke
bezw. Zellen auf S, abgebildet werden.

Wir setzen T\ T =T, TH(A"B"C'"Y=ABC, &+ABC=08,,;, &+
ABC=%,y und £ —ABC=§",.

Bedingung 1. Bedingung I ist offenbar fur %1 auch erfiillt.

Bedingung 2. Wir bezeichnen den zu B'C’ geordneten Schnitt mit
P(BC). BCD und BCE seien die Endedreiecke von (BC). Wir nehmen
erstens an, daB BCD und BCE nicht miteinander iibereinstimmen.
B(BC) wird durch das Dreieck BCA in die beiden Schnitte 3,(BC) und
PABC) zerlegt, und einer von den beiden PB(BC) und PBC), etwa
B(BC), hat als Endedreiecke die Dreiecke BCD und BCA und der andere
R.(BC) hat als Endedreiecke die Dreiecke BCE und BCA.

Wenn die Kante B/C’ nicht auf den Rinder der Zellen auf S; liegt, so
gibt es auf S; die beiden, mit der Kante B'C’ inzidenten, Dreiecke B'C'D’
und B'C'E’, so daB Ty(B'C'D")=BCD nnd T(B'C'E'Y=BCE ist. Jenach-
dem B"'C!"D'" oder B"C"E" mit /, inzident ist, wo T(B'C"D'")=B'C'D’
oder T(B"C'"E!"y=B'C'E' ist, lassen wir zu der Kante /; den Schnitt
Pi(BC) oder Pu(BC) ordnen.

Wenn B'C’ auf dem Rand einer Zelle Z/, auf S, liegt und es ein mit
B'C! inzidentes Dreieck B'C'D' gibt, so daB T,(Z')=Z, und T«(B'C'D")
=BCD ist, und wenn wir ein mit der Grundkante von B'C’ inzidentes
Dreieck auf R, mit B"C"E! bezeichnen, so ist @,(B""C'"E"Y=BCE, wo’
R, das Grundrechteck von Z, und @, die Abbildung von R, in 9N bedeutet.

Jenachdem B C"D'" mit [, oder mit /, inzident ist, wo 7(B''C"D'")=
B'D'D! ist, lassen wir zu der Kante /, oder /, den Schnitt %%,(BC) ordnen.

Wenn es auf S; die beiden, mit der Kante B'C' inzidenten, Zellen Z/,
und Z/, gibt, so daB T\(Z')=Z, und T\(Z',)= Z, ist, und wenn B''C""D'
ein mit der Grundkante B"C' von B'C' inzidentes Dreieck auf R, ist und
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B"C"E" ein mit der Grundkante B'"C" von B'C' inzidentes Dreieck auf
R. ist, soist Q(B'"C"D")=BCD und Q:(E”E”E”) = BCE, wo R, bezw.
R, das Grundrechteck von Z; bezw. Z, und @; bezw. @, die Abbildung
von Z; bezw. Z, in M bedeutet.

Jenachdem Z'; mit /, oder mit /, inzident ist, wo T(Z'")) = Z', ist,
lassen wir zu der Kante /; oder /, den Schnitt P},(BC) ordnen.

Wir nehmen zweitens an, daB BCD und BCE miteinander iiberein-
stimmen. Wenn die Kante B’C' nicht auf den Rinder der Zellen auf S,
liegt, so gibt es auf S; die beiden, mit der Kante B'C’ inzidenten, Drei-
ecke B'C'D' und B'C'E', so daB T(B'C'D")=BCD und T(B'C'E")=BCE
ist. R(BC) ist dann nicht ausgeartet. B(BC) wird durch das Dreieck
BCA in die beiden Schnitte R;(BC) und R.(BC) zerlegt, und sowohl
B,(BC) als auch P(BC) hat als Endedreiecke die beiden Dreiecke BCD
und BCA.

Es gibt genau die beiden 3-Simplexe BCDF und BCDG in I, die
mit BCD inzident sind. BCDF ist zu einem von den beiden B'C'D' und
B'C'E', etwa zu B'C'D’, geordnet. Wenn BCF nicht mit BCA iiberein-
stimmt, so ist BCF in nur einem von den beiden B,(BC) und P.(BC),
etwa in ,(BC), enthalten.

Es gibt ein Dreieck B”C"D'" auf S, so daB T(B"C"D')=B'C'D’ ist.
Jenachdem B C""D' mit /; oder mit /, inzident ist, lassen wir zu der Kante
I, oder 7, den Schnitt P,(BC) oder B.(BC) ordnen.

Wenn BCF mit BCA iibereinstimmt, so besteht einer von den beiden
B(BC) uud PABC), etwa PIBC), aus den beiden Dreiecken BCD und
BCA. Jenachdem B'C"D" mit /[, oder mit /, inzident ist, lassen wir zu
der Kante /; oder /, den Schnitt (B C) oder L.,(BC) ordnen.

Wenn B’C' auf dem Rand einer Zelle Z'; auf S; liegt und es ein mit
B'C' inzidentes Dreieck B'C'D' gibt, so daB Ty(Z")=2Z; und T(B'C'D")=
BCD ist, und wenn wir ein mit der Grundkante von B'C’' inzidentes
Dreieck auf RB; mit B""C"E" bezeichnen, soist @,(B"C"E""Y=BCD=BCE,
wo R, das Grundrechteck von Z; und &, die Abbildung von R, in 9 be-
deutet.

Der Schnitt P(B C) mub dann aus allen mit BC inzidenten Dreiecken
bestehen. Denn, wenn B(BC) ausgeartet wire, so wiirde das Dreieck -
ABC bereits in ®; enthalten sein. Wir nehmen an, da8 BCDF zu B'C'D!
geordnet ist. Wenn BCF nicht mit BCA iibereinstimmt, so ist BCF in
nur einem von den beiden $3(BC) und PABC), etwa in B,(BC), enthalten.
Wenn BCF mit BCA iibereinstimmt, so kénnen wir ohne Einschrinkung
der Allgemeinheit annehmen, daB $3,(B C) aus den beiden Dreiecken BCD
und BCA besteht. Jenachdem B''C"D’ mit [/, oder mit /, inzident ist,



66 KeN'IT1 KOSEKI

wo T(B'"C"D'"Y=PB!'C'D! ist, lassen wir zu der Kante /; oder /, den Schnitt
PB(BC) ordnen.

Wenn es auf S; die beiden, mit der Kante B/C’ inzidenten, Zellen Z'
und Z', gibt, so kénnen wir ohne Einschrinkung der Allgemeinheit an-
nehmen, daB der Schnitt (B C) ausgeartet ist. Wir lassen dann sowohl zu
I; als auch zu /, den Schnitt P(BC) ordnen.

Bedingung 3. Wir lassen zu der Ecke A’ den aus allen, mit A inzi-
denten, Dreiecken bestehenden Kegel B(A) ordnen. A’ sei eine Ecke auf
S’ und von A" verschieden, so lassen wir zu A", den zu T(A",) geord-
neten Kegel ordnen.

Bedingung 4. A’ A’, sei eine Kante auf S, oder S; und P(A4:4.)
bezw. B(A,) seizu der Kante A’ A%, bezw. der Ecke A/, geordnet. P(A;A4,)
ist dann in B(A4,) enthalten.

Bedingung 5. Bedingung 5 ist offenbar fiir ., erfiillt.

Bedingung 6. E"F"G'" sei ein Dreieck auf S';, das weder mit
A"B"C'"(B"C! =[,) noch mit A"B"C'"(B'"C' = [,) iibereinstimmt, und wir
setzen T(E"F!"G'"Yy = E'F'G'. Ein bestimmtes Simplex EFGH ist zu
E'F'G' geordnet. Wir lassen dann zu E"F' G'" auch das Simplex EFGH
ordnen.,

Wir nehmen nun an, daB alle Zellen auf $§; vorliufig ebenso wie ihre
Grundrechtecke in Dreiecke zerlegt sind. Indem wir fiir alle Dreiecke auf
S'y die in der Zwischenbehauptung II erwidhnte Vorschrift anwenden,
konnen wir sowohl zu A”B"C'(B"C!" = [,) als auch zu A"B"C"(B"C"=1,)
ein bestimmtes 3-Simplex ordnen lassen.

Es gibt genau die beiden, mit ABC inzidenten, 3-Simplexe ABCK
und ABCJ in ‘M. Wenn ABCK zu A"B"C!(B"C'"=1,) sich ordnen
14Bt, so 14Bt sich ABCJ zu A"B'"C'"(B"C!'=/,) ordnen.

Bedingung 7. Bedingung 7 ist offenbar fiir &, erfiillt.

Bedingung 8. Wir kénnen auf ganz analoge Weise wie in der Zwi-
schenbehauptung I beweisen, daB die Bedingung 8 fiir ;. auch erfiillt
ist. Wir behandeln zweitens den

2. Fall. Es gibt auf einer unter S;, S,, -+, S,, etwaauf §,, die Kanten
A'B' und A',C', so daB T,(A'B")=AB und T,(AC’)= AC ist und das
Dreieck ABC sowohl in dem zu A'B' geordneten Schnitte als auch in
dem zu A’,C' geordneten Schnitte enthalten ist.

Fall ;). Wir nehmen erstens an, da A'= A', ist. Die Menge {x}+
x+x3<1}— (0, A'B'+ A'C’) ist homdomorph mit der Kugel 3+ i+ i<
1. Wir zerlegen die Sphire yi+yi+y3=1, die wir mit -§', bezeichnen, in
Dreiecke und Zellen, so dal es auf S’; die beiden Dreiecke A""B"C'" und
Angrcr gibt und S'1—(A”B”C”-FZ”B”C”) ebenso wie S; in Dreiecke
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und Zellen zerlegt ist.

Wir konnen eine topologische Abbildung T von yi+3i+3<<1 auf
{£i+x+x3<1} — (0, A'B'+ A'C') derart konstruieren, daB T(A"B"C'")=
T(EHBHCH) — (0’ AIBI+AICI)’ T(ANBII)= T(ZIIBH)=AIB! und T(AIICII)
= T(A"C")= A'C' ist und die anderen Dreiecke bezw. Zellen durch T
topologisch auf die Dreiecke bezw. Zellen auf S, abgebildet werden.

Wir setzen 7,7 =T", TH(A"B"C"Y= ABC, &~+ABC=0,;, &+
ABC=%,; und 8 —ABC= 8. Wir wollen beweisen, daB die Bedin-
gungen 1— 8 fiir ., auch erfiillt sind.

Bedingung 1. Bedingung I ist fiir ¥, offenbar erfiillt.

Wir bezeichnen nun den zu der Ecke A’ auf S’ geordneten Kegel mit
B(A). B(A) wird dann durch ABC in die beiden Kegel B,(A) und B.(A4)
zerlegt oder nicht zerlegt. Wir behandeln erstens den Fall, worin B(A)
durch ABC nicht in die beiden Kegel zerlegt wird.

Bedingung 2. Wir kénnen auf ganz analoge Weise wie im I. Falle
im 3. Schritte zu den Kanten A"B', A"C", Z"B”, Z"C", B'C!" die
bestimmten Schnitte ordnen lassen.

Wir bezeichnen den zu der Kante A’'B’ geordneten Schnitt mit R(AB).
Der Schnitt P(AB) ist in einem bestimmten Schnitt in &; enthalten, den
wir mit R,(AB) bezeichnen. Die Endedreiecke von R,(AB) seien ABD
und ABE. Wir nehmen an, da A’'B’ in dem Rand von einer Zelle auf S;
liegt. Es gibt dann auf S, die Zellen 2", 2, Z’, Z'y, +++, Z'y, Z'", und
die beiden Dreiecke A/ .B\D’ und A'B'.E', so daf T,(A',B',D") = ABD,
T.(A"B'\E'"Y=ABE ist und A'B'y bezw. A'.B’'| auf Z', bezw. Z', liegt
und Z'"y und Z', bezw. Z', und Z'; bezw. -+- bezw. Z'",._, und Z', min-
destens eine Kante /, bezw. /. bezw. --- bezw. [/,_; gemeinsam haben
und A'B'y, A"BY, [, --- und /,,_; miteinander dquivalent sind.

Wenn A'B' mit [(1<k<m —1) iibereinstimmt und Z”k mit der
Kante A"”B" inzident ist, so bezeichnen wir alle Kanten A" B",, I'y, I',, +--,
!"«.y, A"B'" als miteinander iquivalent und alle Kanten /T”B", e, *o0
U'm—y, A'"\B" als dquivalent, wo T(Z"k)=Z”k, T(A",B'")y=AB",, T{')=
11, erey, T(l,m—]) = ln.-—] ist.

Bedingung 3. Wir bezeichnen die Menge von allen, mit der Ecke A’
inzidenten, Dreiecken und Zellen auf S, mit M. Die Menge M wird durch
den Kantenweg B'A'-+ A'C' in die beiden Teilmengen M, und M, zerlegt.
Sowohl M, als auch M. enthilt dann mindestens eine Zelle.

Angenommen in der Tat, daB eine von den beiden M, und M., etwa
M,, nicht die Zellen enthilt. T,(M;)+ ABC (mod. 2) zerlegt dann offenbar
den, aus allen mit A inzidenten 3-Simplexen in IR bestehenden, Komplex
in die beiden Teilkomplexe. Folglich wird B(A) durch das Dreieck ABC
in die beiden Kegel zerlegt; dies widerspricht aber der Annahme, daf
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B(A) durch das Dreieck ABC nicht in die beiden Kegel zerlegt wird.
Daher muB sowohl M, als auch M, mindestens eine Zelle enthalten. Folg-
lich liegt sowohl A’ als auch A" auf den Zellen auf S,

Wir bezeichnen die beiden Ecken A” und A’ als miteinander Adqui-
valent, und wir lassen sowohl zu A als auch zu A" den Kegel B(A) or-
dnen.

Bedinguug 4. Bedingung 4 ist offenbar fiir ¥, auch erfiillt.

Bedingung 5. Wir bezeichnen den zu der Kante A'B’ geordneten
Schnitt mit B(AB). P(AB) ist in einem einzigen und bestimmten Schnitt
in &, enthalten. Diesen Schnitt bezeichnen wir mit P,(4AB). Wir bezei-
chnen auch die Endedreiecke von P,(AB) mit ABD und ABE. Es gibt
auf S, die beiden Dreiecke A, B', D" und A", B",E", so daB T,(A",B";D'")
=ABD und T:(A", B E'")=ABE ist und sowohl der zu A", B!y gerodnete
Schnitt als auch der zu A’ B’ geordnete Schnitt in §3,(AB) enthalten ist.

Wir bezeichnen das mit A’;D'" inzidente Dreieck mit A';D"D’ und
das mit A", D"; inzidente Dreieck mit A”D'"; D", usw. Es gibt dann auf S
die Dreiecke A",B',D", A",D"D";, A",D"yD",, ---, A'{D",_;D", und die
Kante A'\D", liegt auf einer Zelle Z'..

Wir bezeichnen den zu A’ D', geordneten Schnitt mit R(AD,). Den
Schnitt in ®,, der den Schnitt L(AD,) enthilt, bezeichnen wir mit $,(AD,).
Wir bezeichnen auch die Endedreiecke von L,(AD,) mit AD,D,; und
AD.F, wo T,(A"\D",D"))= AD.,D, ist. Es gibt auf S, ein Dreieck
AMDW F so daB T,(A"'D'",F!")= AD,F ist und der zu der Kante
A"'D" geordnete Schnitt in P,(AD,) enthalten ist. Es gibt dann auf S,
die Dreiecke AHIDINqFH!’ AH,FI”F”,], A"”F",]F”Ig, ceey A’”F”’;-_]F”,,-, SO
daBl die Kante A"'F'", auf einer Zelle Z’; liegt.

Diese Verfahren setzen wir fort, so bekommen wir eine Folge der
Dreiecke A',B",D", A", D"D'",  A!,D!",D", -, A", D",_,D", A"D!" F!",
ANRIEm, AR R e AN R AVEY Gw,

Die Anzahl der in der obigen Folge enthaltenen und voneinander ver-
schiedenen Dreiecke ist offenbar endlich. Wir nehmen erstens an, daB
AVFFGY mit einem unter A, B", D", ..., AMF/, _ F!"_ {ibereinstimmt
und je zwei von A B D', .-, A"F'", _ F", voneinander verschieden
sind. AVFYGY muB dann mit A”; B, D" iibereinstimmen.

AYFFGY kann offenbar mit A'F'",._,F",. keineswegs iiberein-
stimmen. Wenn AVFYGY mit A" D", F'" {ibereinstimmt, so miissen
A"'D",_«D", und A"F!"' _F!, miteinander {ibereinstimmen ; dies ist
aber unmoglich. Wenn AYFYGY mit A", D",_,D", iibereinstimmt, so
miissen A"'D F'" und A''F!,_ F'" miteinander tibereinstimmen. Daher
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muB die Folge A”IDI”.,F'”, A”'F”'F”’], AIIIFIII]FHI:, oery AIHF!II'__]FIH' in
der Tat aus einem einzigen Dreieck bestehen. Die Folge A';B",D", -,
A", D", D", muB dann aus einem einzigen Dreieck A", B"",D" bestehen.
Also stimmt AVFNGY mit A", B";D" iiberein.

Jedenfalls bekommen wir eine Folge der Dreiecke A" B";D",
A" D'D", . A",B'.E". Alle, in den obigen Dreiecken enthaltenen,
Kanten A',B",, A",D", A",D'", --- ktnnen dann nicht mit den Kanten,
die mit A’C’ dquivalent sind, iibereinstimmen. Denn, andernfalls wiirde
der Kegel B(A) durch das Dreieck ABC in die beiden Kegel zerlegt
werden. .

Folglich kénnen die beiden Ecken A’ und A" durch eine Folge der
Zellen verbunden werden. Anderseits ist es leicht einzusehen, dafl jede
mit A" dquivalente Ecke A’ mit mindestens einem von den beiden A"

und A" durch eine Folge der Zellen verbunden werden kann. Daher kon-
nen je zwei, mit A’ dquivalenten, Ecken durch eine Folge der Zellen
verbunden werden.

Bedingung 6. Auf ganz analoge Weise wie im 1. Falle im 3. Schritte
konnen wir beweisen, daB die Bedingung 6 fiir $i.; auch erfiillt ist.

Bedingung 7. Bedingung 7 ist offenbar fiir ., auch erfiillt.

Bedingung 8. Wir konnen auf ganz analoge Weise wie in der Zwis-
chenbehauptung I beweisen, daB die Bedingung 8 fiir $.; auch erfiillt
ist.

Wir behandeln zweitens den Fall, worin B(A) durch das Dreieck ABC
in die beiden Kegel %B,(A) und Bi(A) zerlegt wird. Wir unterscheiden
nun die folgenden beiden Fille.

Fall 3). Wir bezeichnen die Menge von allen, mit der Ecke A’
inzidenten Dreiecken und Zellen auf S, mit M. Die Menge M wird durch
den Kantenweg B'A'-+ A’C’ in die beiden Teilmengen M, und M. zerlegt.
Alle, zu den in M, enthaltenen und weder mit A’B’ noch mit A’C’ iiber-
einstimmenden Kanten geordneten, Schnitte sind in einem und demselben
von den beiden B,(A) und B(A), etwa in B,(A), enthalten und alle, zu
den in M, enthaltenen und weder mit A’B’ noch mit A’C’ ubereinstim-
menden Kanten geordneten, Schnitte sind in dem andern B.(A) enthalten.

A’y sei eine, mit A’ dquivalente und aber nicht mit A’ iibereinstim-
mende, Ecke. Alle, zu den mit der Ecke A/, inzidenten Kanten geordneten,
Schnitte sind dann in einem und demselben von den beiden B,(A) und
B,(A) enthalten. ’

A'D'y und A'1D’, seien die beiden miteinander Adquivalenten und weder
mit A’B’ noch mit A'C' iquivalenten Kanten, so daB die Ecken A’; und
A’y mit A’ dquivalent sind und weder A’, noch A’; mit A’ iibereinstimmt,
Sowohl der zu A'D’, geordnete Schnitt als auch der zu A’;D’, geordnete
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Schnitt ist dann in einem und demselben von den beiden B,(A) und B,(A4),
etwa in B,(A), enthalten.

Wir bezeichnen den zu der Kante A'B' geordneten Schnitt mit SR(AB).
Der Schnitt Y3 AB) ist in einem einzigen und bestimmten Schnitt B,(AB)
in ®; enthalten. Die Endedreiecke von 3,(AB)seien ABD und ABE. Wir
nehmen an, da A’B’ in dem Rand von einer Zelle auf S, liegt. Es gibt
dann auf S, die Zellen Z',, Z',, Z'., Z",, -, 2Z2',., Z", und die beiden
Dreiecke A",B";D' und A',B,E', so daB T,(A" B D"Y=ABD und T,(A".B",E")
=ABE ist und Z", und Z', bezw. Z', und Z'; bezw. -+ bezw. Z',_; und
Z', mindestens eine Kante /; bezw. /, bezw. --- bezw. /.., gemeinsam
haben und A'.B';,, A,B’, [, -+ und /,._; miteinander dquivalent sind.

Wenn A'B' mit /,(1<n=<m —1) iibereinstimmt und Z", mit der
Kante A”B’" inzident ist, wo T (2’2,) = Z!", ist, so sind alle zu den mit
A(1<s<n-—1), wo T(A,B) =1, ist, inzidenten Kanten geordneten
Schnitte in B,(A) enthalten und alle zu den mit A'(n +1<s<m — 1) in-
zidenten Kanten geordneten Schnitte sind in B,(A) enthalten. Dasselbe
gilt fiir die Kante A'C’,

Fall 3.). Der Fall 3,) ergibt nicht sich.

Wir behandeln erstens den

Fall #8,). Wir haben nur die Bedingungen 3 und 5 zu beweisen.

Bedingung 3. A’ sei eine Ecke auf S';, so daB T(A",) = Ay ist und

s mit A’ dquivalent ist und aber nicht mit A’ iibereinstimmt. Jenachdem
alle, zu den mit der Ecke A/, inzidenten Kanten geordneten, Schnitte in
B,(A) oder in B,(A) enthalten sind, lassen wir zu der Ecke A", den Kegel
B,(A) oder B,(A) ordnen. _

Wenn A'B' mit /(1 <n<m — 1) iibereinstimmt und Z', mit der
Kante A”B" inzident ist, und wenn der zu einer Kante /,(s <#) geordnete
Schnitt nicht ausgeartet und in B,(A) enthalten ist, so lassen wir zu der
Ecke A" den Kegel B,(A) ordnen. Wenn 3B,(A4) zu der Ecke A" sich ordnen

148t, so ldBt sich By(A) zu der Ecke A ordnen.

', sei eine Ecke auf S';, so daB T(A")) = A’y ist und A’y mit A’
squivalent ist und aber nicht mit A’ iibereinstimmt. Wir nehmen an, daf
alle, zu den mit der Ecke A/, inzidenten Kanten geordneten, Schnitte sowohl
in B,(A) als auch in B.(A) enthalten sind. In diesem Falle ist eine mit A’y
inzidente Kante A’;D' mit einer von A’B’ oder A'C’', etwa mit A'B', dqui-
valent und daher ist A',D' mit etwa /,(1 =<s<#n—1) identisch. Wir lassen
dann zu A", den Kegel B,(A) ordnen. Also konnen wir widerspruchslos
zu allen Ecken auf $'; den Kegel ordnen lassen.

Wir bezeichnen alle Ecken, zu welchen %B,(A) geordnet sind, als
miteinander iquivalent und alle Ecken, zu welchen B,(A) geordnet sind,
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als miteinander dquivalent.

Bedingung 5. A''; und A", seien die beiden miteinander dquivalenten
Ecken auf S, so daB B,(A4) sowohl zu A", als auch zu A", geordnet ist.
Wir setzen T(A')= A’y und T(A'".)= A, so ist sowohl A’ als auch A’
mit A’ dquivalent. Da die Bedingung 5. nach der Annahme fiir & richtig
ist, so gibt es auf S, die Zellen Z',, Z,, Z',, Z",, -+, Z'n, Z'n, so daB
T(Zh) = TAZ"), TZ')=T(Z"), -, T(Z'n)=T(Z",) ist und Z", und
Z!, bezw. ---bezw. Z''n_; und Z',, mindestens eine Ecke B’, bezw. -:- bezw.
B'._, gemeinsam haben und A", B";, B, -+, B'n.;, A’, miteinander dqui-
valent sind und A’y mit B, iibereinstimmt oder A’; auf Z’; liegt und A/,
mit B',._, iibereinstimmt oder A', auf Z’', liegt.

Es gibt daher auf &, die Zellen Z%;, Z",, Z'yy Z",, +++, Z', Z'"nund die
Ecken B, Bl -, Blw.y, wo T(Z0)=Z", T(Z")=Z", T(Z:)=Z"
T(Z")=2"s, = T(Z'w)=Z'n T(Z"w)=Z"» T(B")=B" T(B")=B"
s, T(B",._;)=B',_, ist. Wenn A"; mit B’ iibereinstimmt, so ist B,(4)
zu B", geordnet. Wenn A" nicht mit B"; iibereinstimmt, so liegt A", auf
¥z y und B" liegt auf Z", und A", und B", auf den miteinander dquivalen-
ten Kanten liegen. Daher ist B,(A) zu B"; geordnet, Ebenfalls ist B,(4)
zu den Ecken B',, B, +--, B",_; geordnet. Folglich sind alle Ecken A",
By, B', ++, B, A',miteinader dquivalent.

Wir behandeln nun den

Fall 3;). Wie in der Bedingung 6 im 1. Falle im 3. Schritte gezeigt
worden ist, konnen wir zu A"B!C'" bezw. A"B'"C" ein bestimmtes 3-
Simplex ABCD bezw. ABCE ordnen lassen. Wenn ACD in %B,(A) und
ACE in B,(A) enthalten ist, so lassen wir zu der Ecke A’ bezw. A" den
Kegel B,(A) bezw. B.(A) ordnen.

Wir nehmen an, dafl eine Zelle Z’; mit der Ecke A" inzident ist. Wir
bezeichnen die beiden Kanten auf Z’], die mit A’ inzident ist, mit A'"D"
und A"E", Wir nehmen an, daB der zu A"D" geordnete Schnitt in B.(A4)
enthalten und der zu A"E" geordnete Schnitt in 2B,(A) enthalten ist.

Wir setzen T(Z”D") = A'D', T(E”E”) = A'E' und T(Z')=2". Es
gibt auf S, eine Zelle Z";, so daB Ty(Z'",)=Ty(Z'") ist. Die Ecke A’ liegt
dann auf Z''; oder nicht.

Wir nehmen erstens an, da A’ auf Z'", liegt. Wir konstruieren auf

’; eine Kante A’'K’, so daB K'; nicht auf dem Rand von Z'; liegt. Es
gibt auf Z”, eine Kante A'K",, so daB T.(A'K')=T,(A'K") ist.
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Die Menge x{+x+x5<<1—(A'K"\B'+ A'K',C")" ist hombomorph mit
der Kugel yi+y+33<<1. Die Sphire yi+yi+s:i=1, die wir mit S; be-
zeichnen, zerlegen wir in Dreiecke und Zellen, so daB es auf S'; vier Drei-
ecke Z”B”K",, A'B"K', Z”C”K"g, A"C'"K", und die beiden Zellen
‘ZIII1 und Z%V gibt qu <S']_‘(J’B”K"]+A"’B”K”l"i'.Z”C”K”Q+A”c”K"2)
ebenso wie S; in Dreiecke und Zellen zerlegt ist.

Wir kdnnen ohne Einschrinkung der Allgemeinheit annehmen, daB
(der Rand von Z'",— A"K",— K", A")+ A" B"+ B A" auf der Ebene y,—=
0 liegt. Die Kugel yi+ 35+ 33<<1 wird durch (O, (der Rand von Z"',—
Z”K”] — K" A"y + AnBY +B”Z”) in die beiden Halbkugeln 9; und .
zerlegt. Die Zelle Z'", liegt auf der Begrenzung von einer von den beiden
9; und 9, etwa von 9;, und die andere Zelle Z}" liegt auf der Begrenzung
von der andern 9..

Wir identifizieren die beiden Zellen Z''; und Z{, so bekommen wir
aus ; und 9, eine neue Kugel, die wir mit #-+£+£<<1 bezeichnen.

Wir nehmen zweitens an, daB A’ nicht auf Z", liegt. In diesem Falle
haben Z'; und Z'; keine Punkte gemeinsam. ? Es gibt dann eine Zelle Z*,
so daBl Z’, mit A’ inzident ist und daB, wenn wir die beiden auf Z’, lie-
genden und mit A’ inzidenten Kanten mit A’H'. und A’G'; bezeichnen,
der zu A'H', geordnete Schnitt in B.(A) enthalten ist und der zu A'G’,
géordnete Schnitt in B(A) enthalten ist und alle, zu den zwischen A’E’
und A’G'; liegenden Kanten geordneten, Schnitte in 28B.(A) enthalten sind.

Es gibt auf S, eine Zelle Z",, so daB T(Z.)=T(Z'",) ist. Es gibt auf
Z'", die beiden Kanten A’ I}' und fi’é’g, so daB sowohl A’ H’, und fi'I-} ’

1) A’K"\ B’ bezw. A’K’C’ bedeutet das Dreieck, das mit der Sphire x‘]~’—l—x,':;+x§—
1 die beiden Kanten A’B’ und A’K’| bezw. A’C’ und A’K’> gemeinsam hat und {ibri-
gens in x'f+x;:j-}-x§<1 enthalten ist.

2) Es seien 2’1 und Z die beiden Zellen auf S, so daf 71(Z)=T1(Z") ist. Es
ist dann leicht einzusehen, daB Z’i und Z”; nur einen einzigen Punkt oder keine
Punkte gemein haben.
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als auch A’G’; und fiGc'.z miteinander dquivalent sind. Es existiert auf S;
eine Zelle Z’,, so daB3 Z’; mit fi' inzident ist, und da8, wenn wir die beiden
auf Z'; liegenden und mit A inzidenten Kanten mit A’ H ’; und A’ G'; bezei-
chnen, der zu fi'H,;; geordneten Schnitt in B,(A) enthalten und der zu
fiG';,- geordnete Schnitt in B;(A4) enthalten ist und alle, zu den zwischen

A é’z und A’ G'; liegenden Kanten geordneten, Schnitte in 8,(A) enthalten
sind.

Diese Verfahren setzen wir fort, so bekommen wir eine Folge der
Zellen 24, Z',, Z",, Z's, Z'"y, Z',, ---. Die Anzahl der in der obigen Folge
enthaltenen und voneinander verschiedenen Zellen ist offenbar endlich.
Daher gibt es eine Zelle Z'",, so daB 2", Z%, -+, Z",_y, Z', voneinander
verschieden sind und Z", mit einer unter 2, 2%, ---, Z"",_,, Z', iiberein-
stimmt. Es ist dann leicht einzusehen, daff Z'', mit Z'; iibereinstimmt.
Also bekommen wir eine Folge der Zellen Z',, Z%,, Z"y, -+, Z'.

Der Einfachheit halber nehmen wir an, daB die obige Folge aus den
Zellen Z'y, Z'y, Z",, Z'; besteht. Andernfalls lduft die folgende Diskus-
sion ganz analog.

Wir konstruieren ein stetiges Bild S von dem Rechteck R so daB,
wenn wir diese stetige Abbildung von R auf S mit P bezeichnen, P (das
Innere von R) in der Kugel xi+xi+13<<1 liegt und der Rand von R in
drei einfachen Bogen H,H., H.H, H,H, zerlegt ist und P(H H.) =
Rand von Z',, P(H,H;)= P(H, H;)=A’C’ ist und das Innere von R durch
P topologisch auf der Menge S— (C/A’+ der Rand von Z';) abgebildet
wird.

Wir konnen auBerdem S derart konstruieren, daB die Kugel xj+x3+
x5<<1 durch S in die beiden Halbkugeln ; und 9, zerlegt wird. Wir
identifizieren die beiden Zellen Z’, und Z",, so erhalten wir aus 9; und 9,
eine neue Kugel 9.

Also kénnen wir die Zellen Z’; und Z''; durch die beiden neuen Zellen
X' und X", ersetzen. Wir identifizieren die beiden Zellen Z'; und Z";, so
erhalten wir einen, durch eine Ringfldche begrenzten Raum 3. Da wir

C'
p o A
-

Abb. 8

B
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C r:g

Abb. 9

die beiden Zellen Z'y und Z'; identifiziert haben, so haben die beiden
Kanten A'B' und A/, C'; die Ecke A' gemeinsam.

Wir konstruieren das Dreieck A'B’C, so daB das Dreieck A'B'C/,,
auBer den beiden Kanten A’B’ und A, C/,, in 3 enthalten ist.

Es gibt ein Rechteck R, und die Abbildung @; von R, in 9% mit den
folgenden Bedingungen.

1. R, ist in Dreiecke zerlegt und die Seite von R, ist in Kanten
A"A”l, A A, - A, LAY A”ﬂC”, CcrnA" zerlegt.

2, Wir nehmen an, daf der Kantenweg A’A’; + A"“A% 4+ «+ +
Al _ A (A= A") den Rand von Z', bildet. Es gilt dann, daB Q,(A"A',)=
TJ(A’A'J), Q](Allel'-:)= TJ(A'1A'2), "y QI(A”n—lA”'u)= T](Aln—]A,m)y Q](A"C”)
p— Q](A”,,C“) =AC- Q](A”C”E”) — Q](AII"CHFH) =ACB.

Wir bezeichnen den zu der Kante A'C’ geordneten Schnitt mit B.(AC).
Der Schnitt P.(AC) wird durch das Dreieck ACB in die beiden Schnitte
PB'(AC) und P",(AC) zerlegt. Einer von den beiden ¥,(AC) und P, (AC),
etwa P, (AC), ist in B,(A) enthalten und der andere P".(AC) ist in B,(A)
enthalten. Wir lassen dann zu der Kante A'C’ bezw. A'C’ den Schnitt P,
(AC)bezw. P'".(AC)ordnen. Wir bezeichnen den, aus dem einzigen Dreieck
ACB bestehenden, Schnitt mit R,(AC). Wir lassen zu den Kanten A’ C/,,
Al Cly, A'C!, A"C! den Schnitt P, (AC) ordnen. Wir lassen zu der Ecke

A' und A", den Kegel 8,(A) und zuden Ecken A", E’, A’y den Kegel B,(A)
ordnen. Wir nehmen als das Grundrechteck von X’; das Rechteck R, auf.
(Vgl. Abb. 9).

Wir nehmen nun an, da eine, mit etwa der Ecke A/, inzidente, Kante
AWK’ solche Eigenschaft hat, daB zu A',K' geordnete Schnitt nicht in
B.(A) enthalten ist. Es gibt dann eine, mit der Ecke A, inzidente, Zelle
Z';, so daB, wenn wir die beiden, auf Z’; liegenden, Kanten mit A’ G’
und A’y H' bezeichnen, der zu A',G' geordnete Schnitt in B,(A) enthalten
und der zu A’ H' geordnete Schnitt in B.(A4) enhalten ist oder der zu
Al G geordnete Schnitt in einem von den beiden B(A4) und By(A) nicht
enthalten ist.

Indem wir die Zellen X’;, X", durch die neuen Zellen Y, Y ersetzen,
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konnen wir die beiden Dreiecke A'B',C'y und A" B',C/, derart konstruieren,
daf die beiden Dreiecke A/ .B',C'; und A" B'yC'y mit Y''; inzident sind.
Wir nehmen das Dreieck ABC fort, und wir benehmen uns ganz
analog mit der obigen. Wir konnen daher annehmen, daf alle zu den, mit
der Ecke A’ bezw. A'', inzidenten Kanten, geordneten Schnitte in 8B,(4)

und alle zu den, mit der Ecke A’ bezw. A' bezw A’y inzidenten Kanten
geordneten Schnitte in B,(A) enthalten sind.

Wir nehmen eine, die Ecken A'; und A" verbindende, Folge der
Zellen X", Z',, Z"., --- auf, und wir nehmen an, dafl X", und Z'; die Ecke
Ay gemeinsam hat.

Y

Abb. 10 Abb. 11

Ao

Abb. 12 Abb. 13

AWD'" sei eine, auf dem Rand von Z’; liegende und A’ inzidente,
Kante. Es gibt auf dem Rand von Z'; eine Kante A',D'", die mit A',D"
dquivalent ist.

Wir nehmen nun an, da8 ein, zu einem mit der Ecke A", inzidenten
Kante, geordneter Schnitt nicht in B,(A) enthalten ist.

Wir nehmen das Dreieck ABC fort, und wir ersetzen die Zellen Z,
und Z''y durch die neuen Zellen X'; und X"';, Wir benehmen uns ferner
ganz analog mit der obigen.

Also kénnen wir den Fall 3.) zu dem Falle j;) zuriickfiihren.

Wir behandeln nun
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Fall a,)V. Wir nehmen nun an, daB die beiden Ecken A’ und A’
nicht miteinander iibereinstimmen. Die beiden Ecken A’ und A’; sind
dann miteinander Aquivalent. Es gibt daher eine, die beiden Ecken A’
und A’y verbindende, Folge der Zellen Z',, Z',, Z'y, <+, Z'., Z",..

Der Einfachheit halber nehmen wir an, daB m = 2 ist und die Ecke
A'! auf dem Rand von Z', und die Ecke A/, auf dem Rand von Z"; liegt.
Andernfalls lduft Diskussion ganz analog.

Die Ecke B’ liegt dann auf dem Rand von Z'; oder nicht. Wir nehmen
erstens an, daB die Ecke B’ nicht auf dem Rand von Z', liegt. Wir kon-
struieren ein stetiges Bild S von der abgeschlossenen Kreisscheibe K, so
daB, wenn wir diese stetige Abbildung von K auf S mit P bezeichnen,
P(das Innere von K) in der Kugel xi+x:i+x3<<1 liegt und der Rand von
K in drei einfachen Bogen H;H., H.H. H,H, zerlegt ist und P( H,H,)=
Rand von Z'; P(H,H,)=A'B' = P( H, H,) ist und das Innere von K durch
P topologisch auf der Menge S—(A’B’ +-der Rand von Z',) abgebildet wird.

Wir kdnnen ausserdem die Menge S derart konstruieren, daB die
Kugel x5+ x5+ 23<<1 durch S in die beiden Halbkugeln 9, und 9. zerlegt.
Wir identifizieren die beiden Zellen Z’, und Z',, so erhalten wir aus 9,
und 9. eine neue Kugel 9.

Wir nehmen nun an, dafl die Ecke B’ auf dem Rand von Z'; liegt.
Der Rand von Z’; wird durch die beiden Ecken A’ und B’ in die beiden
einfachen Bogen /, und /. zerlegt. Die Vereinigungsmenge von einer der
beiden /; und /,, etwa /,, und der Kante A'B’ zerlegt die Sphire S, in die
beiden Halbsphiren K, und K, und zwar, daB die Zelle Z’, in K; und die
Zelle Z"; in K, enthalten ist.

Die Kugel #}+x3-+x3<<1 wird durch die Menge (O, /;+ A'B') in die
beiden Halbkugeln ©; und 9. zerlegt, und die Begrenzung von 9; besteht
aus K; und (O, ;+ A'B’) und die Begrenzung von $. besteht aus K, und
(0, I; + A'B"). Wir identifizieren die beiden Zellen Z'; und Z"';, so erhalten
wir aus 9; und 9. eine neue Kugel D.

Also kénnen wir den Fall a-.) zu dem Falle a,) zuriickfiihren.

Wir behandeln nun

3. Fall. Es gibt auf einer unter S, S., -, S, etwa auf S, drei
Kanten A'B’, é'C', (OJ'A)’, so daB3 das Dreieck ABC in dem zu A'B' bezw.
B'C’ bezw. C'A geordneten Schnitt 3(AB) bezw. P(BC) bezw. P(CA)
enthalten ist. Wir behandeln erstens den Fall

«). Es gilt B'=B',C!'=C' und A'=A". Wir konnen ohne Einschrank-

1) Vgl. S. 66, Zeile 36.
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ung der Allgemeinheit annehmen, dal A'B'-+B/'C'+ C'A' auf der Ebene
x;=0 liegt. Die Kugel x}+x3+x<<1 wird durch (O, A'B'+B/'C' + C'A)
in die beiden Kugeln $, und 9. zerlegt, und die Sphire xi+x3+x5=1
wird durch A’B'+ B'C'+ C’A’ in die beiden Halbsphiren H, und H.
zerlegt. Die Begrenzung von 9; besteht aus H, und (O, A'B'+ B'C’ +
C'A’), und die Begrenzung von £, besteht aus H, und (O, A’'B'+ B'C'+
C'A"). Wir unterscheiden nun die folgenden beiden Fille.

a;). Z! sei eine beliebige Zelle auf H;, so liegt die Zelle Z', auch
auf H,, wo T\(Z")=T\(Z") ist.

as). Es gibt auf S, mindestens eine Zelle Z',, so daB Z'; auf H, liegt
und aber Z'; auf H, liegt, wo T{(Z")=T\(Z",) ist.

Wir behandeln erstens den Fall

ay). Wir zerlegen die Sphire yi-+yid-3y;=1, die wir mit S, bezei-
chnen, in Dreiecke und Zellen, so dafl es auf S’, ein Dreieck A"B/"C!"
gibt und S'; — A"B"C'" ebenso wie H;, in Dreiecke und Zellen zerlegt ist.
Ebenfalls zerlegen wir die Sphire zi + 25+ 25=1, die wir mit S’ bezei-
chnen, in Dreiecke und Zellen, so daB es auf S, ein Dreieck A''B!"'C'!"
gibt und S",— A"'B'"'C'" ebenso wie H, in Dreiecke und Zellen zerlegt ist.

Wir bilden die Kugel yi-+ »5+ y5<<1 auf 9, topologisch ab, so daB,
wenn wir diese Abbildung mit T bezeichnen, T(A"B''C'")=(0, A'B'+B'C'
4+ C'A") ist und die anderen Dreiecke bezw. Zellen auf S'; durch 7 auf
die Dreiecke bezw. Zellen auf H, topologisch abgebildet werden. Ebenfalls
kénnen wir eine topologische Abbildung T, von zi+2zi+2i<<1 auf O,
derart konstruieren, dafl T(A"'B'"'C'")= (0, A'B'+B'C'+ C'A") ist und
die anderen Dreiecke bezw. Zellen auf S”; durch 7T, auf die Dreiecke bezw.
Zellen auf H. topologisch abgebildet werden.

Wir setzen TWT =T/, ThwT,=T",, TWA"B"C'"Y=T!",(A"B"CI) =
ABC und &+ ABC=%., G+ ABC=G,,,, T(D) =8, T«(D.)=8".

Bedingung 1. Bedingung 1 ist also fiir &;., auch erfiillt.

Bedingung 2. Wenn P(AB) ausgeartet ist, so lassen wir sowohl zu
A"B" als auch zu A"'B'" den Schnitt P(AB) selbst ordnen.

Wenn P(AB) nicht ausgeartet ist, so wird P(AB) durch das Dreieck
ABC in die beiden Schnitte %%,(AB) und J3.(AB) zerlegt. Wir lassen auf
ganz analoge Weise wie im 1. Falle im 3. Schritte zu A”B" den Schnitt
R,(AB) oder P.(AB) ordnen. Wenn B,(AB) zu A”B" sich ordnen l48t, so
148t sich P.(AB) zu A’'B"! ordnen.

Wir nehmen an, daB die Kante A’B’ auf dem Rand einer Zelle auf S,
liegt und /,, /., ++-, /.. alle mit A'B’ dquivalenten Kanten sind. Wenn A'B’
=71 <#n <m) ist und die Kanten /', /', -+, [', auf S'; liegen und die
Kanten /Y, »«+, ", auf S", liegen, wo T(/') =1, T(@.)=l, -, T{") =1,
To(")=1., +++, To(I"..)=Iln ist, so bezeichnen wir alle Kanten /', 7', «+-, ',
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auf S’ als miteinander dquivalent und alle Kanten {",, -+, [!',, auf S'; als
miteinander dquivalent.

Wir nehmen zum Beispiel die beiedn Kanten /; und /% auf. Es gibt
auf S, die Zellen Z', Z', Z'., Z'", -, Z'., Z", soda T,(Z')=T(Z"),
TAZL) =T(Z",), -, TH(Z')=T,(Z",) ist und Z", und Z', bezw. Z"; und
Z', bezw. ++- bezw. Z',_, und Z’, eine gemeinsame Kante g, bezw. ¢, bezw.
.- bezw. ¢,-; haben und /'y, g1, ¢z, ***, ¢.-1, {'» miteinander dquivalent sind -
und /'y mit ¢, iibereinstimmt oder /'y auf Z', liegt und /', mit ¢,_; iiber-
einstimmt oder /', auf Z”, liegt. Daher, wenn wir T(Z’]) Z'l, T(Z”,)—
Zi, e, T(Z1)=2", T(Z”) Z'", setzen, so bildet Z’,, zm, Z' Y
E’,, Z~", die Folge der, die beiden Kanten /’; und /', verbindenden, Zellen.

Bedingung 3. Es seien A" A',, A" Al -, A,_1A, A,A', die Kanten
auf S, sodaB A" AL+ A Al+---+ A A", eine einfach-geschlossene Kurve
bildet. Die Sphire S, wird durch A4A'.+ALAY+ -+ A A+ A A" in
die beiden Halbsphiren P, und P. zerlegt. Wenn, fiir eine beliebige Zelle
Z'y auf P,, die Zelle Z", auch auf P liegt, so bildet T\(A"A%)+ T:(AA%)
+ e+ Ty(AL A A Th(AAY) (mod, 2) den Rand von dem Komplex Ty( Py
— alle Zellen auf P;) (mod. 2). Ebenfalls bildet 73(A%A4%) + Ty(ALA"Y)+
v 2 T(A A+ TH(ALA") (mod. 2) den Rand von dem Komplex T3(P.—
alle Zellen auf P,) (mod. 2).

Wenn Z'; auf P; liegt und aber Z''y auf P. liegt, und wenn dies nicht
der Fall fiir alle anderen Zellen auf S, ist, so bildet der Rand von 7(Z";)
+ Ty(ALAL)+T(ALAL) + -+ Ty(A',,AY) +T(AA%) (mod. 2) den Rand
von dem Komplex T,(P,—alle Zellen auf P;) (mod. 2). Ebenfalls bildet der
Rand von T\(Z'\) + Ti(A"AL) + TW(ALA%S) + -« + Ty(Al,_, Al) + T1(ALA"N)
(mod. 2) den Rand von dem Komplex T,(P,—alle Zellen auf P.) (mod. 2).

In dem Falle ay) bildet 74(A'B'+ B'C'+ C'A") den Rand von dem
Komplex Ti(H;—alle Zellen auf H;) (mod. 2). Daher ist der Rand von
ABC+ Ty( H,—alle Zellen auf H;) (mod. 2) gleich Null. Folglich bildet
ABC + Ty( Hy—alle Zellen auf H;) (mod. 2) den Rand von den Teilkomp-
lexen 9 und N, von M. Ebenfalls bildet ABC+ T,( H.—alle Zellen auf
H,) den Rand von den Teilkomplexen 9t und N, von M.

Da die Bedingung 7 nach der Annahme fiir §; erfiillt ist, so bildet
T.(S)) (mod. 2) den Rand von einem Teilkomplex 9 von M und ein zu
einem auf S, liegenden Dreieck geordnetes 3-Simplex ist in I, enthalten.

Es ist leicht einzusehen, daB einer von den beiden 9 und I, etwa
9, in My enthalten ist. Ebenfalls ist einer von beiden <N. und I, etwa
Ny, in My enthalten. Es gilt 94+ T, = M.

Wir bezeichnen den zu der Ecke A’ geordneten Kegel mit B(A). Da
M; durch ABC in die beiden Teilkomplexe ¢ und N, zerlegt wird, so
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wird B(A) durch ABC in die beiden Kegel B,(A4) und B,(A) zerlegt.

Es gibt genau die beiden Simplexe ABCD und ABCE, die mit ABC
inzident sind. Eines von den beiden ABCD und ABCE, etwa ABCD, ist
in 9, enthalten und das andere ABCE ist in Yt. enthalten. Es ist leicht
einzusehen, daB mindestens eines von den beiden ABD und ABE, etwa
ABD, in nur einem von den beiden %B,(4) und B,(A4) enthalten ist. Wir
konnen ohne Einschrinkung der Allgemeinheit annehmen, da ABD in
9B,(A) und nicht in B,(A) enthalten ist. Wir lassen dann zu der Ecke A"
bezw. A" den Kegel B,(A) bezw. B(A) ordnen.

Ay, A, -+, A’y seien alle mit der Ecke A’ dquivalenten Ecken auf
Si. Die Ecke A’ stimmt dann mit einer unter Ay, A’ ---, A’,, etwa mit
A, iiberein. Wir konnen ohne Einschrinkung der Allgemeinheit anneh-
men, daB die Ecken A', A%, -+, A', auf H, liegen und aber die Ecken
A, o, Al auf H, liegen. Es gibt dann auf S’y bezw. S''; die Ecken A",
Ay, s, AV (=AY bezw. A (=A'""), -+, A, s0 daB T(A")=A",, T(A",)
=A', -, T(A")=A!, T(A")=A!, -+, T(A",)= A", ist. Wir bezeichnen
alle Ecken A%, A", +--, A", als miteinander dquivalent und alle Ecken
A, -, AY, als miteinander dquivalent. Wir lassen zu allen Ecken A',
A", -, A", den Kegel B,(A) und zu allen Ecken A", -, A",, den Kegel
B,(A) ordnen. '

Bedingung 4. Bedingung 4 ist fiir %, auch erfiillt.

Bedingung 5. Bedingung 5 ist fiir §:4; auch erfiillt. Wiein 3,) im 2.
Falle konnen wir beweisen, daB es fiir je zwei Ecken unter A", A", +--,
A", die, diese beiden Ecken verbindende, Folge der Zellen gibt.

Bedingung 6. Bedingung 6 ist fiir §,., erfiillt.

Bedingung 7. Die Sphire S, wird durch A'B'+~B'C'+ C'A’ in die
beiden Halbsphiren H; und H, zerlegt. Der Schnitt R(AB) bezw. R(BC)
bezw. B(CA) ist in einem einzigen und bestimmten Schnitt in &, $,(AB)
bezw. $y(BC) bezw. PB,(CA) enthalten.

Es sei / eine Kante auf H;, so daf der zu der Kante / geordnete
Schnitt in einem von P(AB) und PR,(BC) und LW(CA) enthalten ist. Die
Menge solcher Kanten auf H; bezeichnen wir mit M. Die Halbsphire H,
wird dann durch die Menge M in einige Gebiete £,, ¥, :-- zerlegt.

Die, zu den auf einer und derselben unter g], SE, --+ liegenden Drei-
ecken geordneten 3-Simplexe sind in einem und demselben unter %, und
N, enthalten. Angenommen nun, daB die, zu den auf @, liegenden Drei-
ecken geordneten 3-Simplexe in %, enthalten und die, zu den auf &, liegen-
den Dreiecken, geordneten 3-Simplexe in 3, enthalten sind.

Es sei /; bezw. /; eine Kante auf ¥; bezw. ¥,, und sowohl /, als auch

l, gehore nicht zu M. Wir nehmen nun an, daB8 T,(/;) = T,(/,) ist. Wir
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bezeichnen den zu der Kante /; bezw. /. geordneten Schnitt mit P(7,(1,))
bezw. P(Ty(/,)). Der Schnitt P(7,(/)) ist in 9 enthalten, und aber der
Schnitt R(T(/,)) ist in N, enthalten.

Anderseits bilden die Vereinigungsmenge aller, in 90} enthaltenen
und als die Achse die Kante T,(/;) besitzenden, Schnitte in @&, einen
Schnitt. Diesen Schnitt bezeichnen wir mit B,(7',(/,)). Der Schnitt P.(T(Z,))
wird durch eines Dreieck DEF(DE = T,(/,)) in die beiden Schnitte P',( 7))
und P(Ti(4)), so daB PL(Ty(4)) in Ry enthalten und P(Ty(4)) in N,
enthalten ist.

Es gibt auf S, die beiden Dreiecke D'E'F' und D"E"F", so da8
TD'E'F'y = T(D"E"F'") = DEF ist. Eines von den beiden D'E'F' und
D'EV"F!" etwa D'E'F', liegt auf H; und das andere D"E"F" liegt auf Ha.
Der Einfachheit halber nehmen wir an, daB sowohl P,(T;(/,))als auch

"(Ty(!;)) einen Schnitt in &; ist. Andernfalls lduft die folgende Disku-
ssion ganz analog.

Wir bezeichnen die Endedreiecke von P/(7Ti(/,)) mit DEF und DEG.
Es gibt auf S, die Zellen X, X"}, X%, X"y, «-+, X',, X",, so daB X', und
D'E'F! die Kante D'E' gemeinsam haben und X", und D', E',G'(T(D",E",G')
=DEG) die Kante D\E’, gemeinsam haben und X", und X'. bezw. «--bezw.
X",_y und X', mindestens eine Kante #; bezw. *++ bezw. m,., gemeinsam

haben, und daB D'E', D' E’, my, -- und m,_; miteinander dquivalent
sind. Da D'E'F' auf H, liegt, so liegt die Zelle X', auf H,. Folglich liegen
alle Zellen X', X", -, X',, X", und das Dreieck D', E',G' auch auf H;.

Es ist leicht einzusehen, dafB, wenn P(7Ti(/.)) in N, enthalten ist, so
muB die Kante /. auf H, liegen. Folglich muB S3(7,(/,)) in R, enthalten
sein, wenn P(7(/,)) in ¥ enthalten ist.

Es sei /; eine Kante auf H, sodaB T7,(/.)=T,(l.) ist. Auf derselben
Grunde mit der obigen muB P(7(/.)) in 9% enthalten sein, wenn P(7(/;))
in 9% enthalten ist.

T.(H,) ist aber stark-zusammenhingend. Folglich sind die, zu den
auf H, liegenden Dreiecken geordneten 3-Simplexe in R, enthalten, und
die zu den auf H, liegenden Dreiecken geordneten 3-Simplexe sind in RN,
enthalten. ‘

Bedingung 8. Bedingung 8 ist fiir ., erfillt.

Wir behandeln nun den Fall

ay). In diesem Falle identifizieren wir die beiden Zellen Z’; und Z',,
so bekommen wir aus §; und 9. eine neue Kugel . Wir zerlegen die
Sphire ¥+ vi-+y;=1, die wir mit ', bezeichnen, in Dreicke und Zellen,
so dafBl es auf S’ die beiden Dreiecke AB"C" und A'"'B"'C'' gibt. Wir
bilden die Kugel yi+33i-+y;<<1 auf $ derart topologisch ab, daB, wenn
wir diese Abbildung mit T bezeichnen, T(AB"C")=T(A"'B'""'C'"")=(0,
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A'B'+B'C'+ C'A") ist und die anderen Dreiecke bezw. Zellen auf S'; durch
T auf die Dreiecke bezw. Zellen auf H; und H., topologisch abgebildet
werden.

Wir setzen T, T =T',, T, (A"B"C'"y=T"(A"'B"'C'""Y= ABC, T\(Z')
=7, $i—Z,+ABC=F, &:—Z,+ABC=0,; und & —Z,+ABC= §'..
Wir beweisen nun, daB die Bedingungen 1—8 fiir ®;,; auch erfiillt sind.
Da es offenbar ist, daB die Bedingungen 1, 4, 6, 8 fiir $:., erfiillt sind,
so haben wir nur die Bedingungen 2, 3, 5, 7 zu behandeln.

Bedingung 2. /; seieine auf Z’; liegende Kante, und /, sei die auf
Z" liegende und mit /, dquivalente Kante. Wir bezeichnen den zu /; bezw.
I, geordneten Schnitt mit P(T,(/;)) bezw. P(T(l.)).

Wir nehmen erstens an, daB sowohl /; als auch /., mit keiner unter
A'B', B'C!, C'A’' iibereinstimmt. Es gibt auf S’, eine Kante //;, so daB
T(') =1, ist. Wir lassen dann zu /; den Schnitt R(7,(/,)) + B(T(/s))
ordnen.

X, X", X' X', -, X'm, X", seien die Zellen auf S,, so daf X",
und X’ bezw. X', und X'; bezw. -+ bezw. X',_; und X', eine Kante k;
bezw. k, bezw. :--bezw. k._, gemeinsam haben und alle Kanten k&, k., -,
kn-; miteinander dquivalent sind, und daB, wenn wir eine auf X', liegende
und mit k, dquivalente Kante bezw. eine anf X', liegende und mit k;
dquivalente Kante mit &, bezw. k., bezeichnen, jede auf S; liegende und
von keiner unter k&, ki, -+, kn verschiedene Kante nicht mit 2, dquivalent
ist.

Es gibt auf S'; die Kanten k', k', -, k'n, so daB T(k')=ko, T(k')=
ky, -, T(k'w)="F, ist. Wenn jede Kante von ko, ki, *-*, b, mit keiner unter
A'B!, B'C', C'A’ iibereinstimmt, so bezeichnen wir alle Kanten £/, &',
s+, k', als miteinander Aquivalent. Es ist dabei selbstverstindlich, da8,
wenn eine Kante unter &, ki, **-, k.., etwa k;, auf Z/; liegt und X', mit Z'/,
iibereinstimmt, so die beiden Kanten %/, und k', miteinander iibereinstim-
men.

Wir nehmen nun an, daB eine Kante %, &y, -, kb, etwa 20 n<m),
mit einer von A'B’/, B'C’' und C'A’, etwa mit A'B’/, iibereinstimmt. Wenn
A'B' auf Z'; oder auf Z'',, etwa auf Z';, liegt, so liegt A'B’ nicht auf Z//,,
da Z', und Z", keine Kante" gemeinsam haben. Daher konnen die beiden
Kanten A"B'" und A"'B"" auf §'; keineswegs iibereinstimmen.

Wenn X, weder mit Z’; noch mit Z"; iibereinstimmt, so gibt es auf

S', eine Zelle 5(—”,,, so daB T(f(-",.) = X", ist. Wir bezeichnen dann alle
Kanten k', k'}, -+, k'3, k'.(=A"B") als miteinander dquivalent und alle
Kanten A’"B'", k',,y, +**, k' miteinander dquivalent.

1) Vgl. S. 72. Auslegung 2).
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Wenn X', mit einer von Z'; und Z',, etwa mit Z’;, so stimmen die
beiden Kanten k/,_; und %', iiberein. Wir bezeichnen dann alle Kanten
klo, k' -+, E'._; als miteinander dquivalent und alle Kanten A'"'B"!, k!, ..,
.-+, k', miteinander dquivalent.

Bedingung 3. Wir bezeichnen den zu der Ecke A’ bezw. B' bezw.
C' geordneten Kegel mit B(A) bezw. B(B) bezw. B(C). Der Kegel B(A)
wird durch das Dreieck ABC in die beiden Kegel B,(A4) und B,(A) zerlegt
oder nicht zerlegt.

Wir nehmen erstens an, daB B(A) durch das Dreieck ABC nicht
zerlegt wird. A%, A%, .-+, A'. seien alle, mit der Ecke A' dquivalenten
und von A' verschiedenen Ecken auf S,. Es gibt auf ', die Ecken A",
Ally, e, A", sodaB T(A")=A", T(A".)=Al, -, T(A",)=A", ist. Wir
bezeichnen alle Ecken A’ A", .-, A", und A", A'"" als miteinander
dquivalent und wir lassen zu allen Ecken A, A"y, -, A", A", A" den
Kegel B(A) ordnen. Es ist dabei selbstverstiindlich, daB, wenn eine Ecke
unter A’;, A’y -+, A'n, etwa A’, auf Z'; liegt, so eine andere unter A/,
Alg, e, A, etwa Ay, auf Z''; liegt und die beiden Ecken A’y und A’, mit-
einander iibereinstimmen.

Wir nehmen zweitens an, daf B(A) durch das Dreieck ABC in die
beiden Kegel B,(A4) und B,(A) zerlegt wird. Wir unterscheiden nun die
beiden Fille,

B1). Wir bezeichnen die Menge von allen, mit der Ecke A’ inzidenten
Dreiecken und Zellen auf S; mit M. Die Menge M wird durch den Kanten-
weg B'A’'+ A'C' in die beiden Teilmengen M; und M, zerlegt. Alle, zu
den in M, enthaltenen und weder mit A’B’ noch mit A’C' iibereinstimm-
enden Kanten geordneten, Schnitte sind in einem und demselben von den
beiden B,(A) und B(A4), etwa in B,(A), enthalten und alle, zu den in M,
enthaltenen und weder mit A’B’ noch mit A'C’ iibereinstimmenden Kan-
ten geordneten, Schnitte sind in dem andern B.(A) enthalten.

A’y sei eine, mit A’ dquivalente und aber nicht mit A’ iibereinstim-
mende, Ecke. Alle, zu den mit der Ecke A/, inzidenten Kanten geord-
neten, Schnitte sind dann in einem und demselben von den beiden 3B,(A)
und B,(A4) enthalten.

'wD's und A’ D', seien die beiden miteinander #Hquivalenten und
weder mit A’'B’ noch mit A’C’ dquivalenten Kanten, so daB die Ecken A/,
und A’; mit A’ dquivalent sind und weder A’, noch A’; mit A’ iibereinsti-
mmt. Sowohl der zu A’y D', geordnete Schnitt als auch der zu A’,D’, geord-
nete Schnitt ist dann in einem und demselben von den beiden B,(A) und
B,(A), etwa in B,(A), enthalten.

Der Schnitt P(AB) ist in einem einzigen und bestimmten Schnitt
B,(AB) in O, enthalten. Die Endedreiecke von 3,(AB) seien ABD und
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ABE. Wir nehmen an, daB A’B' auf dem Rand von einer Zelle anf S,
liegt. Es gibtdann auf S, die Zellen Z",, Z";, Z%, Z'y, «++, Z'n, Z'"m und
die beiden Dreiecke A,B',D’ und A%B.E', so das T,(A"B"\D')=ABD und
T(A.B",E"Y= ABE ist und Z", und Z’; bezw. Z'"; und Z', bezw. --- bezw.
Z". s und Z', mindestens eine Kante /; bezw. /; bezw. ---bezw. /n-1 ge-
meinsam haben und A',B", I, ***, {n-; und A.B’, miteinander dquivalent
sind. '

Wenn A'B’ mit /(1<n<wm—1) iibereinstimmt uud 27’,, mit der
Kante A'"B'" inzident ist, wo T(E”,.)=Z”,, ist, so sind alle zu den mit
.;17,(1 <s<n-—1), wo T(ﬁ", B') =1, ist, inzidenten Kanten geordneten
Schnitte in 8B,(A) enthalten und alle zu den mit Z’s(n +1Zs=m—1)
inzidenten Kanten geordneten Schnitte in B,(A) enthalten. Dasselbe gilt
fiir die Kante A'C’.

8:). Der Fall ;) ergibt nicht sich.

Wir behandeln erstens den Fall

B1). In diesen Falle konnen die beiden Ecken A" und A" keineswegs
iibereinstimmen. Angenommen in der Tat, daB die beiden Ecken A" und
A" miteinander iibereinstimmen. Sowohl Z'; als auch Z'; muB dann mit
der Ecke A’ auf S, inzident sein.

Wir bezeichnen die auf dem Rand von Z’; liegenden und mit A’ in-
zidenten Kanten A'D’y und A'E’, und wir bezeichnen das mit A'D'; in-
zidente Dreieck A'D';D’; und das mit A’D’, inzidente Dreieck A'D',D/',
usw. Wir bekommen also eine Folge der Dreiecke A'D',D', A'D'.D',
«s, A'D'_D"., so daB die Kante A'D'; auf dem Rand von einer Zelle Z’,
liegt.

Wir nehmen nun an, daB A'D’, auf der Zelle Z", liegt. Die beiden
Kanten A'D’, und A'D’, sind dann miteinander dquivalent. Daher, wenn
wir die beiden Kanten A'D!; und A'D’, identifizieren, so muB" sowohl die
Kante A'B’' als auch die Kante A'C' mit einer unter A'D',, A'D'y, ---,
A'D',_; tibereinstimmen. Dies ist aber unméglich.

Wenn auch die Kante A'D’; nicht auf der Zelle Z", liegt, liduft® Dis-
kussion ganz analog. Folglich konnen die beiden Ecken A” und A’ kei-
neswegs iibereinstimmen.

Wir behandeln zweitens den Fall

8.). Vgl.® den Fall a;) und den Fall 3) im 2. Falle.

Bedingung 5. In dem Falle 3,) konnen wir auf ganz analoge Weise
wie im Falle 3,) im 2. Falle beweisen, da die Bedingung 5 fiir $;., auch

1) Denn B(A) wird durch das Dreieck ABC in Bi(A4) und By(A4) zerlegt.
2) Vgl. S. 73. Zeile 8—14.
3) vgl. 94
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erfiillt.

Bedingung 7. Es gilt offenbar T,(S,)=7",(S") (mod. 2). Daher bildet
T'(S") (mod. 2) den Rand von 9. Die, zu den auf S; liegenden Drei-
ecken geordneten, 3-Simplexe sind in 9, enthalten. Wir bezeichnen die
beiden, mit dem Dreieck ABC inzidenten 3-Simplexe mit ABCD und
ABCE. Da ABC nicht in T,(S,) (mod. 2) enthalten ist, so ist sowohl ABCD
als auch ABCE in 2, enthalten. Folglich sind die, zu den auf S’ liegen-
den Dreiecken geordneten, 3-Simplexe in 9, enthalten.

Wir wollen nun die folgende Zwischenbehauptung.

Zwischenbehauptung II1. ©; sei ein stark-zusammenhangender 2-
Komplex, so da3 jedes in &, enthaltene Dreieck in I enthalten ist. Wir
konnen dann die geez'gneten Zellen Zy, Z,, ++, Z, aufnehmen und ®&,+
Z\+ - +Z,=%in E° derart einbetten, da8 dze Bedingungen 1—8im 3
Schritte fur &, erfiillt sind.

Wir bezeichnen die Komponenten von E*—F, mit &, &, -+, &, Jede
K(i=1, 2, -, p) ist homoomorph mit der Kugel xi+ x5+ x5<<1. Wir
bezeichnen die topologische Abbildung von der Kugel xi+xi+x3<<1 auf
& bezw. 8. bezw. -+ bezw. K, mit T, bezw. T, bezw. - bezw. T, und
die Sphare xi+x3+~x3=1 mit S, bezw. S, bezw. -+ bezw. S,.

Es seien A'y und A'y die beiden miteinander dquivalenten und nicht
ubereinstimmenden Ecken auf S, Es gibt dann auf S, die Kantenwege
wy, ., >+, und die folgenden Bedingungen sind erfillt. :

1. Einer von den Kantenwegen w; w., -+, etwa w,, verbindet die.
beiden Ecken A'y und A'y. Jeder Kantenweg besteht aus den gerichieten

Kanten. Der Kantenweg w, ist von der Gestalt Z}]_;q'g'l‘x?’g_;l';g‘{‘ e 4
A Al + AL B+ B Bly+ - By Bl Bl Alyy = Alys Ay + o0+
Arpin s Alrom -+ Al €'y + CHCly 00+ Cl_ 1+ Cly Alpymey e -+ AT, Al
Der Kantenweg A',B''\+B"Bls+++B'y 1B'yw+B'n A, bezw. A',,,.C"+
oot Cl A imey oo leigt auf dem Rand von einer Zelle Z'| bezw. Z',

. Der Kantenweg ws ist von der Gestalt ,;i-_’,.—l){’] + I?]_I){,g + e 4+
oy I I A e S
K’,,ff'ﬁﬂ, und sowohl X’,. als auch ‘217,,,,, liegt auf dem Rand von der
Zelle Z', wo TH(Z") = T(Z") ist". Sowohl die Ecken A', und A, als
auch A'..1 und A,,,,] sind miteinander aquzvalem‘ und es gzbt auf dem
Rand von Z", den Kantenweg A’ B’l +B’ B'o+ +B’,,. ,B,,. +B A,,H,

1) Wir sagen von jetzt an, daB ws mit der Zelle 2’| inzident ist.
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wo B';_;B'y und E’,-,E’, miteinander aquivalent sind. Dasselbe gilt fiir
Wy,

2. Die Kantenwege (A A",+ALA"+ -+ A", A") + (E'.,,K’,—I-K';K'g
+eer L K K ) A+ ooe setzen wiv mit w. Mindestens die beiden Kanten in
w, etwa A, A'y und A3 A"y, haben die folgenden Eigenschaften. Wir
bezeichnen die rechte Ufer von ALA,+ ABA'y mit v und die linke Ufer
mit . Mindestens eine von den beiden Ufern r und I, etwa r, hat die
folgende Eigenschaft.

Wir konnen die Dreiecke T,(A,A'.B") und T,(As A, B',) langs der
Kante T,\(A%A") innerhald £, schneiden, wo die Ecke T ,(A's) unveran-
dert bleibt, so daB die ubrigen Gebieten homioomorph mit der Kugel x;
4+ 2+ 221 sind.

Wir bekommen dann aus R, das Gebiet &', das mit der Kugel
homoomorph ist. Wir zerlegen die Sphare y,+ y;+ yi=1, die wir mit
Sy bezeichnen, in Dreiecke und Zellen, so da3 es auf S'y die Kanten
Z':,,:l\;;,, Z'QZ";,, ;4:”]12172, A’ZZ’;. gibt und S'; ebenso wie S, in Dreiecke und
Zellen zerlegt ist.

Wir bilden die Kugel yi+ y:+ yi<<1 auf &' ab, so da8, wenn wir
diese Abbildung mit T bezeichnen, das Bild durch T von einem Dreieck
bezw. einer Zelle, das mit Z’g inzident ist, mit dem Bild durch T, von
dem Dreieck bezw. der Zelle, das mit der Ecke A's inzident ist und auf
der rechte Ufer v liegt, ubereinstimmt und das Bild durch T von einem

Dreieck bezw. Zelle, das mit ~"3 inzident ist, mit dem Bild durch T,
von dem Dreieck bezw. der Zelle, das mit der Ecke A'; inzident ist und
auf der linke Ufer liegt, ubereinstimmt.

Wenn eine Zelle Z's mit A's A's inzident ist und auf der rechte Ufer
v liegt, so ist eine Zelle Z', mit der Kante A"\ A's inzident und die beiden
Kanten AA's und A A'; sind miteinander aquivalent, wo T\(Z') =
T(Z",) ist. Wir schneiden die Zelle T(Z")= T(Z")) langs der Kante
T(A',AY) innerhalb 8, wo die Ecke T\(A") unverandert bleibt.

Wir bekommen dann aus 8, das Gebiet R',, das mit der Kugel
homoomorph ist. Wir zerlegen die Sphare yi -+~ yi+ yi=1, die wir mit
S'y bezeichnen, in Dreiecke und Zellen, so daB es auf S', die Kanten
1217212173, E’g ~”3, Z’,Z’g, A?gAA’;, gibt und S') ebenso wie S, in Dreiecke und
Zellen zerlegt ist.

Wir bilden die Kugel yi+ ¥+ yi<<l auf & ab, so dad, wenn wir
diese Abbildung mit T bezeichnen, das Bild durch T von einem Dreieck
bezw. eiener Zelle, das mit 12173 tnzident ist, mit dem Bild durch T, von
dem Dreieck bezw. der Zelle, das mit der Ecke A'; inzident ist und auf
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der rechte Ufer r liegt, iibereinstimmt und das Bild durch T von einem
Dreieck bezw. einer Zelle, das mit A"y inzident ist, mit dem Bild durch
Ty von dem Dreieck bezw. der Zelle, das mit der Ecke A’y inzident ist
und auf der linke Ufer | liegl, ubereinstimmdt.

Wir nehmen die beiden Kanten AA's und ASA's aus w fort, und
wir identifizieren die beiden Ecken A's und A'y, so bekommen wir aus
w den Kantenweg w'=A"A"s+ A A's++--. Der Kantenweg w' liegt, wie
im obigen gezeigt worden ist, auf S'.. Die obige Verfahren wenden wir
an, so bekommen wir aus w' den Kantenweg w'. Wir bezeichnen im
folgenden die beiden Kanten /_17._,9’3 und Z’;ﬁ’; als zueinander konju-
giert.

Nach der Bedingung 1 in dieser Zwischenbehauptung liegt die
Ecke A', auf Z'  und die Ecke Z’,, liegt auf Z'",. Indem wir die Zelle
TAZ") durch eine neue Zelle ersetzen, konnen wir die beiden Ecken A,
und Z’,‘ identifizieren. Nach dieser Identifizierung der Ecken A', und

Ay konnen wir die obige Verfahren fur A, A’z + A K\ anwenden,

wenn A’,,_,Z)’,. und A’,‘_I:”, zueinander konjugiert sind.

Diese Verfahren nennen wir von jetzt an Identifizierung der Kan-
ten. Indem wir Identifizierung der Kanten wiederholen, konnen wir
die Ecken A'| und A', identifizieren. Wir nennen die Kantenwege w;,
s, = von jetzt an die Kantenwegegruppe, die die beiden Ecken A'y und

' verbindet, mit den Bedingungen 1 und 2 in der Zwischenbehaupt-
ung I,

Diese Zwischenbehauptung ist fiir die folgende Zwischenbehauptung
IV benutzt, und wir konnen diese Zwischenbehauptung III und die Zwis-
chenbehauptung IV gleichzeitig beweisen.

Zwischenbehauptung 1V. &, sei ein stark-zusammenhangender 2-
Komplex, so dal jedes in & enthaltene Dreieck in I enthalten ist.

Es sei wy=AA,+ Ay Ay + -+ + A, Ay ein Kantenweg, der in &, ent-
halten ist, und die folgenden Bedingungen seien fir w, erfullt.

a). Der Kantenweg w, bildet eine einfach-geschlossene Kurve. Zu
jeder Kante A;A;(f=1, 2,+, n; Auwey=A,) ist ein Dreieck A; Ay B,
geordnet, und das Dreieck A;A;.Bj; ist nicht noch in & enthalten.
Sowoh! A;A;B; als auch Aj;i1Aj.2B; ist in einem und demselben
Kegel B(A;.1) in ® enthalten.

b). Durch ®, ist Wt in die Teilkomplexe My, My, +++, M, zerlegt. Alle
Kegel B(A;), B(A,), -+, B(A.) sind in einem und demselben unter I,
Mo, oo+, My, etwa in Wy, enthalten.
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Wir nennen im folgenden den Kantenweg w; mit den obigen Be-
dingungen a) und b) einen ausgezeichneten geschlossenen Kantenweg
in ®, der zu W, gehort.

Es sei wo= A4+ AsAs+-+ A, A, einin &, enthaltener Kantenweg
mit den folgenden Bedingungen

a) Der Kantenweg w. bildet einen einfachen Bogen. Zn jeder Kante
A;A;4(7=1,2, ++, n—1) ist ein Dreieck A;A;.1B;geordnet und das Drei-
eck Aj;A;.1 By ist nicht noch in &, enthalten. Sowohl A;A;.1B; als auch
Ap1Asi0Byyy ist in einem und demselben Kegel B(A,.,) in O, enthalten.

b) Alle Kegel B(A,), B(A,), -+, B(A,) sind in einem und demselben
unter Wy, Wy, -, My, etwa in VY, enthalten,

Wir nennen im folgenden den Kantenweg w. mit den obigen Be-
dingungen a) und b) einen ausgezeichneten offenen Kantenweg in &,
der zu W, gehort.

Es sei wy= A1A.+ A A ein Kantenweg, der in &; enthalten ist, und
die folgenden Bedingungen seien fiir w; erfillt.

a) Zu der Kante A;As bezw. A.A; ist ein Dreieck A;A.D, bezw.
AA,D, gehort. AjAsDy und A.A,D. sind nicht noch in &, enthalten und
sowohl in einem Kegel B(A;) als auch in B(A:) enthalten.

b). B(A4,) und B(A.) sind in einem und demselben unter M, M.,
see, My, etwa in WMy, enthalten.

Wir nennen von jetzst an den Kantenweg ws mit den obigen Bedin-
gungen a) und b) einen ausgezeichneten Zweig in &, der zu DY, gehirt.

Es seien einige ausgezeichneten geschlossenen Kantenwege in &,
Wy, W, -, w,und einige ausgezeichneten offenen Kantenwege in ®; x,,
Xoy Xy, oo+, X, und einige ausgezeichneten Zweige in & yi, ¥s -+, ¥, ge-
geben, so daB fe zwei unter wi, Ws, ***, Wy X1, %o ***y Xty Y1y Yo ***s Yo
keine Ecke gemeinsam haben oder, wenn eine Ecke A in den beiden
unter wy, *++, ¥, etwa in w; und w. enthaiten ist, so der Ecke A in w,
geordnete Kegel und der zu der Ecke A in w. geordnete Kegel vonein-
ander verschieden sind. Wir konnen dann die geeigneten Zellen Z,,
Zoy oy Zq aufnehmen und &+ 2, +Z,+ -+ Z, =% in E® derart einbet-
ten, so da3 die Bedingungen 1—8 im 3 Schritte fiir §; erfullt sind und
aulerdem die folgende Bedingung fur § evfurllt ist.

Wir bezeichnen die Komponenten von E*—5 mit &, &, <=, §. Jede
&(j=1, 2, -, p) ist homoomorph mit der Kugel xi+xi+ x<<l. Wir
bezeichnen die topologische Abbildung von der Kugel xi+x+x<l auf
R, bezw. R, bezw. -+ bezw. &, mit T; bezw. T, bezw. ---bezw. T, und die
Spharen xi+xi+x3=1 mit S; bezw. S, bezw. --- bezw. S,.

Ohne Einschrankung der Allgemeinheit konnen wir annehmen, das
Wi, *o*y Wy Xy *cy Xy Y1, 0%y Ye 24 Wy gehOren. Es gibt auf S, fur w, die
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Kantenwege wj, wi, -, und die folgenden Bedingungen sind erfullt.
1) Der Kantenweg wi ist von der Gestalt A" A+ AWA+ - +

A'y_1A's. Der Kantenweg wi ist von der Gestalt A"z A+ +Alpro1 A%

Die beiden Ecken A'; und ;1'¢ sind miteinander aquivalent.

Dasselbe gilt fir wi, .

Wir bezeichnen den zu der Kante A4 A's geordneten Schnitt mit
PR(A1A4,) und den, den Schnitt Y(A,A.) enthaltenden, Schnitt in &, mit
PRi(A1A:). Das Dreieckd A A.B; ist dann in Py(A,A.) enthalten. Dasselbe

gilt fur alle Kanten A, Al +--, fi’aA’aH,
2). Es gibt fur die beiden Ecken A’y und f‘l)’a die,die Ecken A's und

/i',, verbindende, Kantenwege-gruppe us, u%, +-+. Es gibt auch die, die

o
beiden Ecken Alyey und A'y.overbindende, Kantenwege-gruppe ui™, ut*,

see
.

Die beiden benachbarten Kanten in w), w3, -, etwa AL A", + ALA';
sind dann keineswegs durch die beiden benachbarten Kanten in uf, us,
oo, Ut wb, e gekveuzt.

Die beiden benachbarten Kanten in uf oder uit®--(k=1, 2, «) und
die beiden benachbarten Kanten in u5 oder u% - (j=1, 2, « k57)
kreuzen dann nicht sich.

Einer unter uf, us, «-, etwa uf, verbindet die beiden Ecken A', und
'fi’,,. Wir setzen ui = A',B'1+B"B'y+ - +B’mfi’a. Die benachbarten Kanten
in uf, ul, -, ui*®, ust®, - und die benachbarten Kanten A'y_;A’, -+
A' B, kreuzen nicht sich. Dasselbe gilt fiir w3, «-.

a+b a+d

Wenn die beiden Kanten wi, w3+, uf, us, -, u?*® ud® -, etwa

uf und us den Kantenweg | gemeinsam hat, so setzen wir ui=u,-+ C'\D,
+l+D2_C)’2—I—u2, ud=m,+ C1—51+1+Dga+m3, wo [ einen einfachen Bogen
bildet und die Ecken D, und D, verbindet. Die Kanten C,D, und D.C,
liegen dann auf einer und derselben Ufer von den beiden Ufern von
CD,+1+D,C,

Wenn ul(Ful) mit der Zelle Z'y inzident? ist, so liegen mindestens
die beiden Ecken F' und G' von u? auf dem Rand von Z'. Der Rand
von Z'y wird durch die beiden Ecken F' und G' in die beiden Kanten-
wege ky und k. zerlegt. Wir bezeichnen den, die beiden Ecken F' und
G' verbindenden, Kantenweg, der in u; enthalten ist, mit ks. Die beiden
Kantenwege ky und ks bestimmen dann auf S, einige Gebiete P, Fo, -+
Jedes unter ul, ui—ky, ul'® -, wl, wi - ist in einem und demselben
unter B, Bo, - enthalten.

1) Vgl S. 86. Zeile. 32.
2) Vgl. S. 84, Auslegung.
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Wir nennen im folgenden die Kantenwege-gruppe (wi, wi, -+, uf,
ugy o, ut? uit? -) das ausgezeichnete Urbild von w,. Wir nennen
auch die Kante A"4A's bezw. (uf, u?, +++, u?™®, us®, -+) das ausgezeichnele
Urbild von A, A; bezw. das imaginare Urbild von w.

3). Wenn fiir x,= BB.+B.B;++++B,_,B, es die, die beiden Ecken
B, und B, verbindende, Kante in M gibt und die Kante BB, in ®, ent-
halten ist, und wenn B(B,) bezw. B(B,) zu B, bezw. B, geordnet ist und
P,(B\B,) ein in B(B,) und B(B,) enthaltener Schnitt in &, ist, so gibt es
auf S;die Kante B';B',, und der Schnitt 3(B,B,) ist zu B"\B', geordnet
und B(B,\B,) ist in P1(B,B.) enthalten.

Wenn fur B{(l<<p<n; p5£=2 stn—1) es die Kanten BB, und
BB, in W gibt und sowohl BB, als auch B,B, in &, enthalten ist, und
wenn Py(B1B,) bezw. Py(B,B,) ein in B(B,) und B(B,) bezw. B(B,) und
B(B,) enthaltener Schnitt in &, ist, so gibt es auf S, die Kante B",B’,
und B",B", und der Schnitt (B,B,) bezw. R(B,B,) ist zu B'B’, bezw.
B",B", geordnet und P(ByB,) bezw. P(B,B,) ist in P(ByB,) bezw.
B(B,B.) enthalten.

Wir nennen die Kanten B\B., B\B,, BB, die Hilfskante von w,, -,
W, X1, ***, X, Y1, v, V. und wir nennen die Kante B'.B', bezw. B",B',
bezw. B'",B", das ausgezeichnete Urbild von BB, bezw. BB, bezw.
B,B,. -

Wir bezeichnen das ausgezeichnete” Urbild von B,B, bezw. B, B,
bezw. B, B, bezw. B,B,. mit é’]B’g bezw. B',_ B, bezw. B'p-lé’,, bezw.
é"pB’P+]. Es gibt die, die Ecken B!, und 103’1 verbindende, Kantenwege-
gruppe, die wir mit [B’,é’,] bezeichnen.

Ebenfalls gibt es auf S, [B’.nl;”,,,], [B'pf}’,,], [B",,loi’”p], [B'.B",],
[B',B".], [B4B"], [B".B]. Wir bezeichnen [B,BY], (BB, [B"B"),
[B,B"), [B.B",), [B",B'], [B',B',) und [B",B",) auch als die imagi-
naren Urbilder.

4). Wenn C eine Ecke ist, die in einem unter wy, «-+, w,, Xy, ***, X,
¥y, 0, ¥, enthalten ist, und wenn es in &, fur einen von wy, *++, ¥., etwa
Jur xy=ByBs+ ByB;+++*+B,_1 B, die, die beiden Ecken B; und C verbin-
dende Kante gibt und LBy(B,C) ein in B(B:) und B(C) enthaltener Schnitt
in ©, ist, so gibt es auf S, die Kante B",\C’', und der Schnitt T(B,C)
ist zu B'yC' geordnet und W(B,C) ist in P\(B,C) enthalten.

Wenn es die Kanten B,C und CB, in W gibt und sowohi B,C als
auch CB, in ®; enthalten ist, und wenn $(B,C) bezw. B.(CB,) ein in

D Vgl S, 89. Zeile. 3.
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B(B,) und B(C) bezw. in B(C) und B(B,) enthaltener Schnitt in O, ist,
so gibt es auf S; die Kante B',C' und C'B', und der Schnitt P(B,C)
bezw. P(CB,) ist zu B C' bezw. C'"B, geordnet und P(B;C) bezw. P(CB,)
ist in Py(B;C) bezw. P(CB,) enthalten.

Wir nennen die Kanten B,C, CB, auch die Hilfskanten, und wir
nennen die Kante B',C' bezw. C'"B', das ausgezeichnete Urbild von B,C
bezw. CB,.

Wir bezeichnen das ausgezeichnete Urbild von B,B. bezw. B,_1B.,
mit BB, bezw. B',_,B'.. Es gibt auf S, [B,B], [B'.B] und [C'C"].
Wir bezeichnen [B’]é’]], [B',,é’,.], [C'C"] die imaginaren Urbilder.

5). BC sei eine in einem unter ws, =+, W, Xy, ***y X1, V1 o'y Yr €L
haltene Kante oder eine Hilfskante. Wir bezeichnen den zu der Kante
BC geordneten® Schnitt in &; mit P(BC). Es gibt auf S; das ausgezei-
chnete Urbild von BC, das wir mit B'C' bezeichnen.

Wenn P.(BC) ein von P(BC) verschiedener Schunit in &, ist, und
wenn PABC) und P(BC) in einem und demselben Kegel in &; mit der
Spitze B bezw. C enthalten sind, so gibt es auf Sy eine Kante B'"C", so
dad der zu Kante B"C" geordnete Schnitt in PBABC) enthalten ist. Es
gibt die, die Ecken B' und B" bezw. C' und C" verbindende, Kanten-
wegegruppe [B'B"] bezw. [C'C"].

Wir nennen diese Kante BC, mit dem Schnitt (BC), die Hilfs-
kante zweiter Art, und wir nennen die Kante B'"C" auch das ausgezeich-
nete Urbild von der Hilfskante BC zweiter Art und |B'B"] bezw.
[C'C") das imaginare Urbild.

Fur die gegebenen Kantenwege wy, ., >+, W, X1, Xo, ***, Xty Y1y Vo
so, ¥, und ihre Hilfskanten und ihre Hilfskanten zweiter Art gibf es
auf S; das ausgezeichnete Urbild von wi, ws, -+, Ws Xi, Xo, ***y Xiy Vi
Yo, oo, ¥, und ihven Hilfskanten und ihren Hilfskanten zweiter Art
und die imaginaren Urbilder, so dad fir jeder von ihren und fur je
zwei von ihren dieselbe Bedingung wie 2) gilt.?

Beweis. Wir wollen diese Zwischenbehauptung IV nach der mathe-
matischen Induktion beweisen. Wir nehmen an, daB die Zwischenbehaup-
tung fiir ®, richtig ist. ABC sei ein Dreieck, das nicht noch in &; ent-
halten ist und mit &; mindestens eine Kante gemeinsam hat. Wir unter-
scheiden nun die folgenden vier Falle.

1. Fall. ABC hat mit &, nur eine einzige Kante, etwa BC, gemeinsam.

2. Fall. ABC hat mit &; die beiden Kanten, etwa AB und AC, ge-
meinsam.

D Vgl S. 89, Zeile, 33.
2) vgl. S. 88.
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3. Fall. ABC hat mit & drei Kanten AB, AC und BC gemeinsam,

4. Fall. ABC hat mit &, die Kante BC und die Ecke A gemeinsam.

Wir behandeln erstens den

1. Fall. Wir setzen &;+ ABC =®,,,. Es seien einige ausgezeichne-
ten geschlossenen Kantenwege in &;., w4, w., --+, w; und einige ausgezeich-

neten offenen Kantenwege in ®&;,; %, ., +*+, 2, und einige ausgezeichne-
ten Zweige in &, 3, 3, ++*, ¥. gegeben, so daB je zwei unter w,, w., «,
Wy X1y X3y =%y Xy Y1s Yo v, ¥. keine Ecke gemeinsam haben oder, wenn
eine Ecke A4, etwa in w; und x, enthalten ist, so der zu der Ecke A4, in w;
geordnete Kegel und der zu der Ecke A, in x; geordnete Kegel voneinan-
der verschieden sind.

Wir nehmen an, daB die Ecke A in einem unter wy, -+, w,, %, ***, X,
¥, ¥ etwa in w,, enthalten ist. Wir setzen w; = A,4,+A.A;+-+
A,A;, und A,= A. Es gilt dann offenbar A;A. +A.A;=BA+AC oder
AA,+ A A; = CA+ AB. Wir konnen ohne Einschrinkung der Allgemein-
heit annehmen, dal A;A.+A.A.=BA + AC ist, umd wir ersetzen den
Kantenweg A;A.+ A,A; durch die Kante A,4;= BC, so bekommen wir
den Kantenweg w'; = A;A;+---+A,A;. Wir lassen zu der Kante 4;A;=
BC das Dreieck BCA ordnen. Wenn A, nicht mit A4, iibereinstimmt, so
ist w'; ein ausgezeichneter geschlossener Kantenweg in &,. Wenn A, mit
A; iibereinstimmt, so ist w'; ein ausgezeichneter Zweig in &,.

Wir nehmen an, da w'; ein ausgezeichneter geschlossener Kantenweg
in & ist. Wenn auch ', ein ausgezeichneter Zweig ist, lduft die folgende
Diskussion ganz analog.

Fiir die Kantenwege w',, w,, ==*, w, Xi, X2 =, Xt ¥y, Yo, o*=, ¥, gibt
es auf S, ihre ausgezeichneten Urbilder, und die Bedingungen 1, 2, 3, 4
und 5 sind fiir sie erfiillt. Wir bezeichnen das ausgezeichnete Urbild von
BC mit B'C'.

Die Menge {xi+x3+23<<1} —(O, B'C’) ist homdomorph mit der Kugel
¥i+9i+¥<<l. Wir zerlegen die Sphire 3+ 3 -+ yi =1, die wir mit S'; be-
zeichnen, in Dreiecke und Zellen, so dafl es auf S/, die beiden Dreiecke
AIIBIICII(BHCH — 11) und A"B"C'(B'"C' = l-z) gibt und S/, — {A“B”C”
(B"C"=1{)+A"B"C"(B"C'" = [,)} ebenso wie S; in Dreiecke und Zellen
zerlegt ist.

Wir kénnen eine topologische Abbildung T von yi-+ ¥ + 3i<<1 auf
{£2+x3+23<<1} —(O, B'C') derart konstruieren, daB T(B"C"A" ; B'C" =
1)=T(B"C'A"; B'"C"=1[,)=(0, B'C') und T{,)= T({,) = B'C' ist und
die anderen Dreiecke bezw. Zellen durch T topologisch auf die Dreiecke
bezw. Zellen auf S, abgebildet werden.

Wir setzen T:T=T", T'(A"B"C'")= ABC, G-+ABC= &, I+
ABC=%,; und & —ABC = §i',.
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Wir bezeichnen das ausgezeichnete Urbild von w'; mit (v}, 25, -+, uf,
us, o0, utt wi*...), Die Kante B'C' ist in einem unter (v}, 45, *-+), etwa in
v}, enthalten. Wir setzen v} = B'C/(= A4A")+ ALA" ++++Al4 A’ Es
gibt auf S’ die Kante A", A", -, A",_, A", (A", =C"), so daB T(A"A",)
= AL A, -, T(A",_ A") = Al,_ A, ist. Wir setzen B"A" + A"C' +
A AN A+ A AY = 7). Es gibt auf S’y den Kantenweg #; usw., so
daB T(#7) = vi usw. Die Kantenwegegruppe (2}, o7, ---, #f, %, ==, 3" «=+)
bildet dann offenbar das ausgezeichnete Urbild von w, und die Beding-
ung 2 in der Zwischenbehauptung IV ist fiir sie erfiillt.

Ebenfalls gibt es auf S/, das ausgezeichnete Urbild von ws, »-, und
die Bedingungen 1, 2, 3, 4, 5 sind fiir sie erfiillt.

Wir nehmen zweitens an, dafl die Ecke A in x; enthalten ist, Wir
setzen dann x; = A,A.+ A, A+ -+ A._1 A.. Wenn die Ecke A mit einer
unter A., A, -+, A, libereinstimmt, so lduft Diskussion ganz analog mit
der obigen. Wir behandeln daher den Fall, worin die Ecke A mit einer
von den beiden A, und A,, ctwa mit A, iibereinstimmt. Die Ecke A,
stimmt dann mit einer von den beiden B und C, etwa mit B, ubereinsti-
mmt.

Wenn die Ecke C in keinem von wj, wsy, =+, Ws, Xy, Xo, ***, Xty Y1, Yoy
.-, ¥, enthalten ist, so ersetzen wir die Kante A;A, = AB durch die
Kante CB, so bekommen wir aus x,; den Kantenweg x', = CB-+ A,A:+ -
+ A, An Flr w,, w, *++, Wy X, Xs ***, Xy Y1, Vi o0, Y. gilt die Zwischen-
behauptung IV.

Wenn die Ecke C in einem unter w;, t., =+, Ws, X1, Xoy ***5 Xty V1o Vo, **7
y., etwa in x., enthalten ist, so setzen wir x, = B,B.+ B.B;++-++Bpn_1 B..
und C=B;(1<j<<m). Wir ersetzen die Kante A;4,= AB durch die
Kante CB, so bekommen wir aus x, den Kantenweg x/,=CB + A,A; + -
+A,_1A,. Wir ersetzen x, durch die beiden Kantenwege %', = B,B,+ B.B;
+«++ B, .B;_; und x", = By, Bjyo+ -+ Bu_y B

Sowohl B;.,B; als auch B;B,,, ist die, in der Bedingung 4 erwihnte,
Hilfskante. Es gibt aut S, fiir w,, w,, -, ws, x5, x5 x5 -, 20y 31, s
.-+, v, die ausgezeichneten Urbilder. Wir bezeichnen das ausgezeich-
nete Urbild von x' mit (!, w3} -, u, us, <, ut*® ug*®, ---). Es gibt

auf §'; die Kantenwege !, @3, -+, %, #%, -+, #3*%, u%*’, +++, so daB T(w}) =wi
usw. Die Kantenwege-gruppe (@}, w3, --+, uf, u%, -+, #{* u3*® --+) bildet

dann das ausgezeichnete Urbild von x', auf $'.

Es gibt auf S; das ausgezeichnete Urbild von B;_,B; bezw. B;B;,,, das
wir mit é’,_,Bo’j(é’,= é’) bezw. I§’J+1103”j(}§”,= é”). Wir bezeichnen das
ausgezeichnete Urbild von B;_.B,_; mit B';_.B';_,. Es gibt auf S, die, die
beiden Ecken B';_; und é'j_l verbindende, Kantenwege-gruppe, die wir
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mit (uf***, ug*®*c «..) bezeichnen. Wir setzen T(u$***¢) = »$***° usw. Die

Kantenwege -gruppe (a7, #3***°, ...) bildet die, die beiden Ecken E’H
und B’ ;-1 verbindende, Kantenviege-gruppe, die wir mit [E',_,g’,_]] be-
zeichnen, wo T(B',_;) = B',_, T(B';. 1)=l§'1 1 ist.

Ebenfalls gibt es auf S’ das ausgezelchnete Urblld _von x”. Das
ausgezelchnete Urbild von x, + [B’j B 1] +B - 1B’ + [B’ B",] - B”,B’J“

+[B MB sm] + das ausgezeichnete Urbild von x', bildet nach der Be-
dingung 5 das ausgezeichnete Urbild von x. auf S',.

Wenn auch die Ecke C in x; enthalten ist, lduft Diskussion ganz
analog.

Wir behandeln nun den

2. Fall. Wir setzen &+ABC = &;.,. Es seien einige ausgezeichne-
ten geschlossenen Kantenwege in &, w;(j =1, 2, ---, s) und einige
ausgezeichneten offenen Kantenwege in &, x; (F =1, 2, -+, #) und einige
ausgezeichneten Zweige in &, y{(j =1, 2, -, ) gegeben, so da8 je zwei
unter w;, x; und y; keine Ecke gemeinsam haben oder, wenn eine Ecke
D in zwei unter w;, x; und y;, etwa in w; und x;, enthalten ist, so der zu
der Ecke D in w; geordnete Kegel und der zu der Ecke D in x; geordnete
Kegel voneinander verschieden sind.

Wir nehmen an, daB die Kante BC in einem unter w;, w., **, ws, %1,
KXoy 0ty X, Y1, Vs ott, Y, €twa in w,, enthalten ist. Wir setzen w,;=A,A,--
A A+ + A, A und A.A;= BC. Wir ersetzen die Kante A.A; durch den
Kantenweg A.A -+ AA; so bekommen wir den Kantenweg w', = A,A4,+ A.A
+AA;+ -+ A,A;. Wir lassen sowohl zu der Kante A.A als auch zu der
Kante AA; das Dreieck ABC ordnen.

Wenn keine Ecke unter A;, A, -+, A, mit A {ibereinstimmt, so ist
w', ein ausgezeichneter geschlossener Kantenweg in ;.

Wir nehmen an, daB A, mit A ibereinstimmt und der zu A,
geordnete Kegel und der zu A geordnete Kegel miteinander {ibereinstim-
men. Wir bekommen aus w’; die beiden Kantenwege w''; = A;A.+A.A+
AAs+ o+ Ap A, und ' =Ap Aot + A A, Die Kanten 4,.,4,,
A,A,., A,A, sind? dann die Hilfskanten.

Fir w,, -+, ws, ', w', x, -, %, Y1, ¥, -, ¥. gibt es auf S, ihre
ausgezeichneten Urbilder, und die Bedingungen 1, 2, 3, 4 und 5 sind fiir
sie erfiillt. Wir bezeichnen das ausgezeichnete Urbild von A,A bezw.

AA. mit B'A' bezw. fi’C’. Wir nehmen erstens an, daB die beiden Ecken

o
A’ und A’ iibereinstimmen.

1) Vgl. S. 89. Zeile. 18.
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Die Menge {7+ %3+ 23<<1}— (0, B'A'+ A'C') ist homsomorph mit
der Kugel yi—+y:-+3;<<1l. Wir zerlegen die Sphire 3+ yi+yi=1, die wir
mit S') bezeichnen, in Dreiecke und Zellen, so daB es auf S’, die beiden
Dreiecke A"”B"C!" und A"'B!"C" gibt und S, — (A"B"C'" + A'"'B"C!)
ebenso wie S; in Dreiecke und Zellen zerlegt ist.

Wir konnen eine topologische Abbildung T von yi+ yi+y3<<1 auf {x?
+x3+x<<1}— (0, B'A'+A'C") derart konstruieren, daB T(B"A"C!") =
T(B'"A"C'"y=(0, B'A'+A'C') ist und die anderen Dreiecke bezw. Zellen
durch T topologisch auf die Dreiecke bezw. Zellen auf S; abgebildet
werden.

Wir setzen T = T4, T'(A"B"C")= ABC, &, + ABC=&,.,, &+
ABC=. und & —ABC=&/,.

B1). Wir bezeichnen den zu der Ecke A’ geordneten Kegel mit B(A).
B(A) wird durch das Dreieck ABC in die beiden Kegel B/(A4) und B''(A)
zerlegt oder nicht zerlegt. Wenn B(A) durch ABC in die beiden Kegel
B'(A) und B'(A) zerlegt wird, so ergibt sich der Fall 3;) in S. 69,

A.). Der Fall 3,) ergibt nicht sich.

Wir nehmen erstens an, daB der Fall ;) sich ergibt.

B1). Es gibt auf S; das ausgezeichnete Urbild von w'!,, das wir mit
(s, #o, +=+, u$, ut, =) bezeichnen. Ebenfalls gibt es auf S, das ausgezeich-
nete Urbild von w'";, das wir mit (v,, 0., -+, 2%, ¢%, ++-) bezeichnen. Die
Kante B'A' bezw. A'C' ist etwa in #; enthalten. Wir setzen u, = A", A%+
ALA'(A=B") + A’A’g(A's =C)+-+A% A" Esgibt auf S die Kanten
A", AI! AlAN, e A", A", so daB T(A", All) = A" A, T(A",A") =

LA, e T(A, ,A”w)—A’,,,un ist. Es gibt auch auf S u., -+, u$, #%
ooy Dy, Uyoee, so daB T(u.) = u, usw. Wir setzen #, = A", A", 4+ B'"C! +
CHAII;;_l_ P +A’,¢;_]A”a.

Anderseits gibt es auf S, das ausgezeichnete Urbild von der Kante
A, 1A, bezw, A A, bezw. A,A;, das wir mit /(i’,,_,,A(",,, fi",,ﬁ’mh A’,,fi'l
bezeichnen. Wir bezeichnen das auf S; liegende ausgezeichnete Urbild
von A,..A,_; bezw, A, Apy: bezw. A, A, mit A’,,_ Aly_i bezw, A'piiAlpia

bezw. A',_;Al,. Es gibt auf S, [A’,,_,A’,, 1, A’ A”,,] [A’,,+1A pe1), A’ fi MR
[A’A’ ]. Es gibt auf S [A ,._1A 211, [A’ A",,] [A ,,L,A o]y [A ,,A L1,
[A’1A’1], so daB T[A,p—]A p-1] = [A,, (Al ), T[A’ A”,,] [A’,,A”,,]
T[Z’pnx"{’pﬂ] =[A'yAlya), TIALAL]=[ALAN], TIA,A", ]—[A,,A ] 1st

D:e Kantenwege gruppe (21, 2y ->-ut%, 42, )+ [A ,,_,A’p_l] +A p_lA',,
(A A0+ Ay Al (Al iy + Gy, By B 38 0) + [AAL] +
A ,.A. - [A’.A’l] bildet nach der Bedingung 5 das ausgezeichnete Urbild
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von w; auf S%,
Wir nehmen zweitens an, daf der Fall j3,) sich ergibt.

). Wir nehmen die Abb. 6 auf. Wir setzen i'l,—A”]A”‘_,, A”,_,=E”»_-,

BIIC"+ leAHJ_.‘_ _l_Allu 1AII [BIIBH] —_BHAII AIIBII

Dle Kantenwege-gruppe (ul) ul: '21 [B"B"] u]) u 2y ')+ [Z,p—lélp——l]
+A,, 1A’ + [A’ A", ]—A” A",,+,+[A w1 Ay By, Doy vy By B2, o)+

[A' Al ) J—A',,A’ + [A’]A’l] bildet nach der Bedingung 5 das ausgezeichnete
Urbild von w, auf S’,.

Fiir die Abb. 7, 8, 9 lduft Diskussion ganz analog. Wenn auch die

beiden Ecken A’ und fi’ nicht miteinander iibereinstimmen, lduft Diskus-
sion ganz analog.

Wenn auch die Kante BC in einem ausgezeichneten offenen Kanten-
weg enthalten ist, so lduft Diskussion ganz analog.

Wir behandeln nun den

3. Fall. Wir setzen &+ ABC=0,,,. Es seien einige ausgezeichneten
geschlossenen Kantenwege in &, wy, w., +--, w, und einige ausgezeich-
neten offenen Kantenwege in &, x;, ., -+, & und einige ausgezeich-
neten Zweige in &y y1, I -+, . gegeben, so daB je zwei unter w;, w,,
oL Wy Xy, Koyt X Y1, Yo, tt, Y. keine Ecke gemeinsam haben oder, wenn
etwa w,= A4,4.+A4.4;,++--+A,A, und x,=B,B.+---+B,._;B,. eine Ecke
D = A,= B, gemeinsam haben, der zu A, geordnete Kegel und der zu B,
geordnete Kegel voneinander verschieden sind.

Wir nehmen an, daB eine Ecke unter A4, B und C in einem unter w,,
W, ***y W, X1, Xz, *=*, X¢ Vi, ¥ ot, ¥ enthalten. ist. Der Komplex Wi
wird durch das Dreieck ABC in die beiden Teilkomplex 9, und M/,
zerlegt oder nicht zerlegt. Wir behandeln erstens den Fall.

ay). Der Komplex 9, wird durch das Dreieck ABC in die beiden
Teilkomplexe 9M; und M, zerlegt. Ohne Einschriankung der Allgemein-
heit kénnen wir annehmen, daf} alle Kantenwege w,, w., «*+, w, X, X, *,
Xy Vi, Yo vty Y. zu Wy gehoren. Wir setzen w; = A; A+ A A+ -+ A.A,.
Wir bezeichnen den Kegel in &; mit der Spitze A bezw. B bezw. C, der
das Dreieck ABC enthilt, mit B(A) bezw. B(B) bezw. B(C). Der Kegel
B(A) wird durch das Dreieck ABC in die beiden Kegel B,(A) und B{A)
zerlegt, und einer von den beiden B,(A) und B.(A4), etwa B)(4), ist in W,
enthalten und der andere B.(A) ist in M, enthalten. Der Kegel B(B) wird
durch das Dreieck ABC in die beiden Kegel B,(B) und B(B) zerlegt, und
einer von den beiden B,(B) und B,(B), etwa B(B), ist in W', enthalten
und der andere B.(B) ist in M, enthalten. Ebenfalls wird der Kegel
B(C) durch das Dreieck ABC in die beiden Kegel B,(C) und B,C) zer-
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legt, und einer von den beiden B,(C) und B(C), etwa B)(C), ist in W'y
enthalten und der andere By(C) ist in WV¢'!, enthalten.

Wir nehmen an, daB A;A.= BC ist und der, zu der Ecke A, bezw.
A, geordnete Kegel mit B,(B) bezw. B,(C) iibereinstimmt. Wenn die Ecke

A in keinem unter w;, s, ***, Wy X1, X3 ***, Xy, Y1, Yo ¢+, Y. €nthalten ist,
so nehmen wir die Kanten A4, A.A; und A,A; aus w, fort. Wir bekom-
men dann aus w, den Kantenweg w'i=A:A,+ -+ +4,-,A..

Wir setzen w',=AB-+BC+ CA, und wir lassen zu jeder Kante unter
AB, BC und CA das Dreieck ABC ordnen. Der Kantenweg w'’, ist dann
ein ausgezeichneter geschlossener Kantenweg in &;.

Da die Zwischenbehauptung IV nach der Annahme fiir &, richtig ist,
so gibt es auf S; die ausgezeichneten Urbilder von w'’y, w,, =**, w, w', %,
Xy ***, Xi, V1, Yo+t ¥.. Wir bezeichnen das ausgezeichnete Urbild von AB
bezw. BC bezw. CA mit A’'B' bezw. B'C' bezw. C'A".

Wir behandeln erstens den Fall, worin es A’ =fi’ B'=B'und C'= 5’
gilt. Die Kugel x}-+x3+15<<1 wird durch die Menge (O, A'B'+ B'C' +
C'A") in die beiden Halbkugeln ©; nnd 9. zerlegt. Die Sphire S, wird
durch A'B'+ B'C'+ C'A’ in die beiden Halbsphiren H, und H. zerlegt.
Die Begrenzung von 9, besteht aus H; und (O, A’B’'-+ B'C'+ C'A’) und
die Begrenzung von 9. besteht aus H. und (O, A'B'+B/C'+ C'A’).

Wir zerlegen die Sphire yi+ 35+ =1 in Dreiecke und Zellen, so das
es auf ¥+ 33+ yi=1, die wir mit S’; bezeichnen, das Dreieck A"B/"C"
gibt und S’;— A"B"C" ebenso wie H; in Dreiecke und Zellen zerlegt wird.
Ebenfalls zerlegen wir die Sphire z{+ 2+ 23=1 in Dreiecke und Zellen,
so daB es auf 2} + 23 + 23 =1, die wir mit S"; bezeichnen, A"'B'"C"! gibt
und S";— A"B"'C'" ebenso wie H, in Dreiecke und Zellen zerlegt wird.

Wir bilden topologisch die Kugel yi+ 3+ y3<<1 durch die Abbildung
T auf 9, ab, so daB die induzierte Abbildung von T die Sphire S'; auf
H,+ (0, A'B’' + B'C' + C'A") topologisch abbildet. Ebenfalls bilden wir
topologisch die Kugel zj--z;+23<<1 durch die Abbildung 7' auf . ab, so
daB die induzierte Abbildung von T' die Sphire S" auf H.+(0, A'B'+
B!C’+ C'A’) topologisch abbildet.

Wir setzen TWT =74 T,T'=T", TW(A"B'C")Y=T"(A"B"C!")=
ABC, &+ ABC=0,; und &+ ABC=%F,,;. Wir konnen ohne Einschrén-
kung der Allgemeinheit annehmen, daB 7/(S") (mod. 2) den Rand von
T, bildet und die zu den auf S'; liegenden Dreiecken geordneten 3-Simp-
lexe in ¥, enthalten sind, und daB T",(S";) (mod. 2) den Rand von 9N’
bildet und die zu den auf S/, liegenden Dreiecken geordneten 3-Simplexe
in M'"; enthalten sind.
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Nach der Bedingung 5 in der Zwischenbehauptung IV liegen die aus-
. gezeichneten Urbilder von w', ws, »*+, w,, w'y, Xy, Xo =*=, Xty Y1, Yo, **%5 Y
auf H,. Wir bezeichnen das ausgezeichnete Urbild von w', bezw. A.A;
bezw. A,A, mit (), o5, -+, v}, V5, +--) bezw. ALA'; bezw. A’,.A'](A'_=Cn',
A’]=103'). Wir bezeichnen auch das ausgezeichnete Urbild von A.A, bezw.
A, A, mit fi’;;A’,l bezw. A'.,‘_,fi',,.

Wir bezeichnen den zu der Kante B'C’ geordneten Schnitt mit 3(BC).
Der Schnitt R(BC) ist in einem einzigen und bestimmten Schnitt in &
enthalten, den wir mit R(BC) bezeichnen. Das, zu der Kante 4;A. in w,
geordnete, Dreieck ist in ¥3,(BC) enthalten oder nicht.

Wir nehmen erstens an, daB das, zu der Kante A;A. in w; geordnete,
Dreieck in B,(BC) enthalten ist. Der Schnitt J%(BC) wird durch ABC in
die beiden Schnitte L(BC) und R(BC) zerlegt, und der zu der Kante
B'C" geordnete Schnitt ist in einem unter $¥(BC) und P(BC), etwa in
R(BC), enthalten. Das, zu der Kante A;A. in w, geordnete, Dreieck ist
dann in (B C) enthalten. _

Die Kantenwege-gruppe (z}i, U5, o, 0%, D o) + [é'C”] + C"B" 4
[B“f?’] + Z’j Z’ﬂ + [Z’,,fl’,,] + [A';;AT;;] + Z';,Z';, bildet dann das ausgezeich-
nete Urbild von w;, wo T(?}) = v} usw.

Wir nehmen zweitens an, daB das, zu der Kante A;A. in w, geordnete,
Dreieck nicht in %3,(BC) enthalten ist. In diesem Falle gibt es auf S die
Kante B'C', so daB Ty(B',C') = BC ist und der zu der Kante B',C'; ge-
ordnete Schnitt in dem Schnitte R(BC) in &; enthalten ist und P(BC)
das, zu der Kante A,A4, in w, geordnete, Dreieck enthilt. Es gibt ferner
[C'C4], [B'B'], und die Bedingung 5 ist fiir sie erfiillt.

Die Kantenwege-gruppe (3}, 73, -, #%, 7% -+)+ [C'C"] + [C"Ch] +

C'B',+[B,B"] + [B"B'| + AL A", + [ 4!, A',] + [ AL A%] + AL, A'; bildet dann
das ausgezeichnete Urbild von wy, wo T(E’JE;I) = C4 B/, ist.
Wenn auch A A, = BC in einem unter x4, &, =**, X, ¥1, ¥, ***, ¥. €nthalten
ist, lduft Diskussion ganz analog. Wenn auch sowohl BC als auch CA in
einem unter w;, wa, ', W, Xi, Xy **7, X, Vi, ¥o ¢+, ¥. enthalten ist, lduft
Diskussion ganz analog.

Wenn es A'=A’ B'=B' und C'= (' nicht gilt, vergl. den Fall j3) im
3. Fall im 3. Schritte. (S. 102)

Wir behandeln den Fall

as). Der Komplex 9 wird durch das Dreieck ABC in die beiden
Teilkomplexe nicht zerlegt. Ohne Einschrinkung der Allgemeinheit kon-
nen wir annehmen, daB alle Kantenwege w,, w., **, w., Xi, X, ***, Xi, Y1y
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Y2, 0, ¥. 2 WMy gehoren. Wir setzen w, = A, 4.+ AA; + - + A4, Wir
nehmen an, dafl A;4.=BC. Wenn die Ecke A in keinem unter w;, ws, «--,
Wy X1, Xop **y Xy Y1y Yo v, ¥, enthalten ist, so nehmen wir die Kante
A.A., A A, A,A, aus w, fort. Wir bekommen dann aus w; den Kanten-
weg w'y= A A+ + A, 1 A..

Wir setzen w', = AB + BC+ CA, und wir lassen zu jeder Kante von
AB, BC und CA das Dreieck ABC ordnen. Der Kantenweg w', ist dann
ein ausgezeichneter geschlossener Kantenweg in &;.

Da die Zwischenbehauptung IV nach der Annahme fiir &, richtig ist,

so gibt es auf S, die ausgezeichneten Urbilder von w',, w,, **+, w,, w', %,
Xoy oty Xey Y1, Yo 0ty Yoo Wir bezeichnen das ausgezeichnete Urbild von
AB bezw. BC bezw. CA mit A'B' bezw. B'C' bezw. C'A".

Wenn die Ecke A in einem unter w,, w,, =+, W, X1, X2 ***, X, Y1, V2 **7

y. enthalten ist, so bildet die Kante AB bezw. AC eine Hilfskante. Wir
bezeichnen ebenfalls das ausgezeichnete Urbild von AB bezw. BC bezw.

CA mit A’B' bezw. B'C! bezw. Cra!
Um die Idee zu fixieren, nehmen wir an, daB die Ecke A in keinem
unter Uy, Wy vy Wsy Xy Xy 0y Xy Y1y Yo 0055 Vs enthalten ist. Wir be-

handeln erstens den Fall, daB es A’=fi’, B'=B'und C'=C(! gilt. Die
Kugel x5+xi+x5<<1 wird durch die Menge (O, A'B'+B'C'+ C'A’) in die
beiden Halbkugeln ©, und 9. zerlegt. Die Sphire S, wird durch A’'B'+
B'C'+ C'A' in die beiden Halbsphiren H; und H, zerlegt. Die Begrenzung
von 9; besteht aus H, und (O, A'B'+B'C'+ C'A’), und die Begrenzung
von . besteht aus H, und (O, A'B/--B!C'+ C'A").

Wir zerlegen die Sphire yi+ i+ i =1 in Dreiecke und Zellen, so daB
es auf yi+yi+yi=1, die wir mit S, bezeichnen, das Dreieck A"B"C"
gibt und S, — A"B""C" ebenso wie H; in Dreiecke und Zellen zerlegt wird.
Ebenfalls zerlegen wir die Sphire zj+zi+2;=1 in Dreiecke und Zellen,
so daB es auf zi+zi+zi=1, die wir mit S, bezeichnen, A""B'"'C'" gibt
und S, — A"'B""C'" ebenso wie H.in Dreiecke und Zellen zerlegt wird.

Wir bilden topologisch die Kugel yi+ y:+y3<<1 durch die Abbildung
T auf 9, ab, so daB die induzierte Abbildung von 7 die Sphire S, auf
H,+ (0, A'B' + B'C' - C'A") topologisch abbildet. Ebenfalls bilden wir
topologisch die Kugel 23+ 23--23<<1 durch die Abbildung 7’ auf 9. ab, so
daB die induzierte Abbildung von T’ die Sphire S", auf H.+(0, A'B'--
B'C'+ C'A") topologisch abbildet.

Da der Komplex 9% durch das Dreieck ABC in die beiden Teilkom-
plexe nicht zerlegt wird, so gibt es auf H; bezw. H. eine Zelle Z'; bezw.
Z" und es gilt T(Z')) = T\(Z",). Daher gibt es auf S'; bezw. S"; die Zelle

Z’] bezw. 2”,, so daB T(g’]) = 7', und T(Z”]) = 7", ist.
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Wir bezeichnen das ausgezeichnete Urbild von w'; bezw. A.A; bezw.
A, A, mit (@}, vi, -+, o}, 28, ---) bezw. AA'; bezw. A, AL(A".=C', A,=B').
Wir bezeichnen auch das ausgezeichnete Urbild von A;A, bezw. A, A,
mit A, A', bezw. A',_1A'.

Wir identifizieren die beiden Zellen Z’; und Z'";, so bekommen wir
aus yi+yi+35<<l und zi-+2i+2zi<<1 eine neue Kugel ;. Wir bezeichnen
den zu der Kante B'C’' geordneten Schnitt mit }(BC). Der Schnitt ‘R(BC)
ist in einm einzigen und bestimmten Schnitt in & enthalten, den wir mit

P,(BC) bezeichnen. Das, zu der Kante 4;A. in w, geordnete, Dreieck ist
in B,(BC) enthalten oder nicht.

Wir nehmen erstens an, daB das, zu der Kante A,A. geordnete, Drei-
eck in R,(BC) enthalten ist. Wir setzen v} =;1’;,A'.,—:—---+A'a_,A'., und o}
= le'aAMl—'.—---—i- A'vip-1A'ere. Die Kantenwege-gruppe (of, v¥, «--) ist die,

die beiden Ecken A', und A’, verbindende, Kantenwege-gruppe. Einer
unter »%, v%, «-+, etwa v}, verbindet die beiden Ecken A’, und /(i’,,.

Nach der Bedingung 5 in der Zwischenbehauptung IV kreuzen die
benachbarten Kanten von A'B'+ B'C’'+ C'A' und die benachbarten Kanten
von v nicht sich. Daher liegt der Kantenweg v{ auf cinem von den beiden
H, und H,, etwa auf H;. Der Kantenweg v} liegt" offenbar auf einem
von den beiden H; und H.. Da die Ecke A', auf H, liegt, so liegt »{ auf
H,. Ebenfalls liegt der Kantenweg v; auf H,. Dasselbe gilt fiir of, «--.

Folglich liegt sowohl A’; A’ als auch A',_;A’, auf H, Nach der Be-
dingung 5 kreuzen die beiden benachbarten Kanten von A'B'+ B'C'-+
C'A' und die beiden benachbarten Kanten von [A';A4";] nicht sich. Daher
liegt das ausgezeichnete Urbild A", A'; auf H,. Ebenfalls liegt das ausge-
zeichnete Urbild A’, A", auf H,.

Wenn der Kentenweg »% mit Z'; inzident und »§ mit Z", inzident ist,
so gibt es auf S', bezw. S, den Kantenweg 7% bezw. 2%, derart daB 7T(3%)
=% und T'(p§) = v} ist. Nach der Identifizierung der Zellen Z', und Z",
vereinigen wir die Kantenwege 7% und 25, so bekommen wir den Kanten-
weg 05 +04.

Die Kantenwege-gruppe (v}, i, =, 2, 25+2% )+ (¢'cM+c'p" +
[B”133’] + /T',;l-’,; + [Z’,./f’,.] + Z'.:Z’;, + [Z’g/i';] bildet dann das ausgezeich-
nete Urbild von w;, wo T(#!)=2v} usw.

Wenn das, zu der Kante A, A, in w, geordnete, Dreieck nicht in $3,(BC)
enthalten ist, so lduft®? Diskussion ganz analog.

1) Nach der Bedingung 5 in der Zwischenbehauptung IV.
2) Vgl. S. 97. Zeile 21.
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Wenn es A’ = ;1’, B'=B' und C'=C' nicht gilt, vgl. den Fall B3)
im 3. Falle im 3. Schritte (S. 102)

Wir behandeln nun den

4. Fall. Wir setzen &;+ABC=@,.,. Es seien einige ausgezeichneten
geschlossenen Kantenwege in &, w4, w., **+, w, und einige ausgezeichneten
offenen Kantenwege in &, x;, x,, **-, 2, und einige ausgezeichneten Zweige
in G131, ¥, -, ¥ gegeben. Je zwel unter wy, ws, *+¢, Wy X1y Xo oty Xey Vi
¥, *--, y. haben keine Ecke gemeinsam, oder, wenn etwa w;= A4;4.-+
A A+ +A A und x, = B,B,+ -+ + B,.—; B,, eine Ecke D= A, = B, gemein-
sam haben, der zu A; geordnete Kegel und der zu B, geordnete Kegel
voneinander verschieden sind.

Wir nehmen an, daB AB in einem unter wy, w., ***, W, X1, X, ***, X,
¥, ¥ +*+, ¥, enthalten ist. Wir setzen w;= A A.+ A A3+ + A, 1A, +
A,A, und A;A.,=AB. Wir nehmen die Kante A,4, aus w, fort, so bekom-
men wir aus w; den Kantenweg A.A;+-+ A, A, + A,A,. Wir bezei-
chnen den, das Dreieck ABC enthaltende, Kegel mit der Spitze C mit
B(C). Wenn die Ecke C in keinem unter w,, w., «+*, ws Xj, Xa ***, X, 31,
s+, ¥, enthalten ist, so setzen wir w',=CB + A.A;+- +A,A. Wir
lassen zu der Kante CB das Dreieck CBA ordnen. Wenn die Ecke C etwa
in xy= B,B,+ -+ B,._, B,, enthalten ist und B, =C ist, und wenn der zu
der Ecke B; geordnete Kegel nicht mit B(C) iibereinstimmt, so setzen wir
"auch w',=CB+ A.A;+ -+ A,A,. Wir lassen auch zu der Kante CB das
Dreieck CBA ordnen. Wenn der zu der Ecke B, geordnete Kegel mit B(C)
iibereinstimmt, so setzen wir w'; = A.A;+---+A,A,. Der Kantenweg w';
ist dann ein ausgezeichneter offener Kantenweg in &

Fiir die Kantenwege w., **+, ws, ', %, X, ***, X, Y10 Yo ==, Y- gibt es
auf S; die ausgezeichneten Urbilder von ihren. Wir setzen x, = B,B, + B.B;
+-++B,_;B,, und wir bezeichnen das ausgezeichnete Urbild von x mit
(@}, vi, -+, %, v%---). Der Kantenweg v} ist von der Gestalt B",B',+ B'.B';+
««+4+B',_B',, und der Kantenweg v{ ist von der Gestalt E’QB’,,H +eee
B'usv—1B's:. Einer von den Kantenwege of, o5, -+, etwa o}, verbindet die
beiden Ecken B’, und é’a. Wir nehmen nur solchen Kantenweg »{ auf.
Die Vereinigungsmenge v} i+ -+ + o7+ + ---bezeichnen wir mit 2(w.).

Wenn B,B, bezw. BB, bezw. B,B, eine in der Bedingung 3 in der
Zwischenbehauptung IV erwihnte Hilfskante ist, so gibt es auf S, das
ausgezeichnete Urbild von BB, bezw. BB, bezw. B,B,, das wir mit
}OB',é’,, bezw. é”,B", bezw. B”’,JSG’”,, bezeichnen. Es gibt auch auf S, [B’,é',],
[B',,l%”,.], {B',B",], [B",B",]. Einer von den zu [B’,,f?’,,] gehorigen
Kantenwegen verbindet die beiden Ecken B', und BD',,, den wir mit #}
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bezeichnen. Einer von den zu [B/; B! ] gehdrigen Kantenwegen verbindet
die beiden Ecken B, und B';, den wir mit «{ bezeichnen. Die Vereinig-

ungsmenge é’lloi",,—!—u',‘—kuﬁ' bezeichnen wir mit 2(B;B.,). Ebenfalls kénnen
wir A(B,B,+ B,B,) definieren.

Wenn CB,; bezw. CB, eine in der Bedingung 4 erwihnte Hilfskante
ist, so gibt es auf S; das ausgezeichnete Urbild von CB, bezw. CB., das
wir mit C'B’, bezw. C'B', bezeichnen. Einer von den zu [C/C"] gehori-
gen Kantenwegen verbindet die beiden Ecken C' und C", den wir mit z§
bezeichnen. Einer von den zu [B’,B',] gehorigen Kantenwegen verbindet
die beiden Ecken B'; und B’,, den wir mit #? bezeichnen. Einer von den
zu [B’“é’,i] gehorigen Kantenwegen verbindet die beiden Ecken B', und
é’,,, den wir mit #} bezeichnen. Die Vereinigungsmenge C'B’/+u{+x{+
u?+ C"B', bezeichnen wir mit 9(B,C+ CB,).

Fiir die Hilfskante zweiter Art benehmen wir uns ebenfalls.

Es gibt auf S, die Kante B'C’, so daB das Dreieck ABC in dem zu der
Kante B'C' geordneten Schnitt $3(BC) enthalten ist. Wenn BCA in dem
Schnitt R,(BC) in & enthalten ist, so gibt es auf S; das ausgezeichnete
Urbild von BC, zu welchem geordneter Schnitt in 3),(BC) enthalten ist.
Wir kénnen dann dieses ausgezeichnete Urbild als die Kante B'C’ wihlen.

Es gibt auf S'; die Kante A’,A',(A",= A"), die das ausgezeichnete
Urbild von A,A4, ist. Es gibt auf S; den Kantenweg B’, §',,_1+B',._1 g’,,_2+
-+ B, 5’0(5’“ = B', B'y,=A'), der einen einfachen Bogen bildet und die
Ecke C’ nicht enthilt, und zwar, dal die beiden benachbarten Kanten
von B',B',_;+B',_,B',_,+ -+ B, Bly und die beiden benachbarten Kanten
von jedem unter NA(w.), -+, W(w,), A(w'), A(xy), «--, N(x), A(yy), ++-, A(y.),
N(DE), -+, A(FG), --- keineswegs sich kreuzen, wo DE eine Hilfskante
und F G eine Hilfskante zweiter Art bedeutet.

Wir verbinden die beiden Ecken A’ und B’ durch die Kante A’B’ und
die beiden Ecken A’ und C’ durch die Kante A’C’, so daB A'B' und A'C/,
auBer den Ecken A', B’ und C' in der Kugel 7+ x; + x5<C1 enthalten
sind. Wir konstruieren die Zelle X'; und das Dreieck A'B/C’ in der Kugel
Zi+ 2 +xi<l, so daB X', als Rand den Kantenweg A'B'+ B'.B',_;+
BB, .+ +B" B, hat und die Menge xj + 23 + 2i<<1— (X", +A'B'C’)
mit der Kugel yi+3:--33i<<1 hom6omorph ist.

Wir bezeichnen die Menge aller in (w.) + -+« + Alew) 4 W(x) + -+ -
A(x,) + A(yy) + - + A(y,) + X(DE) + Y"N(FG) enthaltenen und mit B’
inzidenten Kanten mit M. Die Menge M wird durch den Kantenweg C'B’

~ o~

+B',B',.; in die beiden Teilmengen M, und M. zerlegt, so da M, und
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M, nur die Kanten B'C’ und 5’,,5’.,,_, gemein haben. Wir kdnnen ferner
den Kantenweg §’,.B',,~1 + B',_4 §’,._2+ +§’,B’0 derart widhlen, da8 eine
von den beiden M, und M., etwa M, aus nur den beiden Kanten B'C’

und E,,g’,,_1 besteht.

Wir zerlegen die Sphire yi+ 3 -+y; =1 in Dreiecke und Zellen, so daB3
es auf y;+ y+ ¥i=1, die wir mit S bezeichnen, die beiden Dreiecke
A"B"C'" und A”B"'C" und die beiden Zellen X", und X", gibt und X"
durch den Kantenweg A''B''--B',B"._,+--+B'B"(B",=B", B'y=A")
und X", durch den Kantenweg A"B!'" + B"!, B!",_, + -+ B"", B"(B"", =
B, By = A'") berandet ist, und daB S’ — (A"B"C" + A"B"C" + X' +
X'"") ebenso wie S; in Dreiecke und Zellen zerlegt wird.

Wir bilden die Kugel 3} + yi+ i<l auf die Menge {x}+ 3 + 23<<1}
— (X', + A'B'C") topologisch ab, so daB, wenn wir diese Abbildung mit
T bezeichnen, T(A"B'"C!'")=T(A"B"'C")=A'B'C' und T(X"))=T(X"")
= X', ist und die anderen Dreiecke bezw. Zellen auf S’; durch 7 auf die
Dreiecke bezw. Zellen auf S, topologisch abgebildet werden.

Es ist leicht einzusehen, daB es auf S’ das ausgezeichnete Urbild
von w; gibt.

Wir behandeln nun den Fall

B). 7 Es gilt nicht gleichzeitig, da A’ =_/°4’, B'=B'und C'=C'ist.
Wir nehmen an, daB B'=B', C'= ¢ und aber A's£ 4! ist. Es gibt dann
auf S, die, die beiden Ecken A’ und A’ verbindende, Kantenwege-gruppe,
die wir mit (»%, v%, --+) bezeichnen. Einer von o}, v%, «--, etwa v, verbindet
die beiden Ecken A’ und A’. Indem wir die Zellen in % #ndern, kénnen
wir die Kantenwege v, 2%, --+ vereinigen. Daher kénnen wir von Anfang
an annehmen, daB der Kantenweg o} die, die beiden A’ und A’ verbin-
dende, Kantenwege-gruppe bildet. Nach der Bedingung 2 in der Zwi-
schenbehauptung IV die benachbarten Kanten von dem Kantenweg A’B’
+B!'C’' + C'A! und die benachbarten Kanten von »{ kreuzen nicht sich.

Der Einfachheit halber nehmen wir an, dafl der Kantenweg vi=A'D’,
+ D’] D’g + D’gE,] “‘I“E’]A’ ist und T(AGD’]) = T(A’E’l) und T(D’]Dlg)=
T(D'.E",) ist, und daB A'D'; auf der Zelle Z', und ENLA' auf der Zelle Z'",
inzident ist.

Der Komplex 9, wird durch das Dreieck ABC in die beiden Komplexe
Wy und PV, zerlegt oder nicht zerlegt. Wir behandeln erstens den Fall,
daB M, durch das Dreieck ABC in die beiden Komplexe ¢, und '
zerlegt wird.

1) Vgl. S. 76. Zeile. 37.



POINCARESCHE VERMUTUNG IN TOPOLOGIE 103

Die Sphire S; wird durch A'B'+B'C'+ C’fi’ +of in die beiden Gebiete
P, und P, zerlegt, und jedes von P; und P, hat als Begrenzung die Menge
A'B'+BIC'+ C' A +v§. Folglich liegt D', D'. auf dem Rand von einer Zelle
Z'y und D%, E', liegt auf dem Rand von einer Zelle Z',, wo T(Z'.)=T(Z",)
ist.

Wir schneiden T,(S;) ldngs T« A'D',+ D" D'+ D', E', +E',/f’) ab, und
wir nehmen die Zellen T,(Z') und 7(Z'.) fort. Wir nehmen das Innere
von Z'y bezw. Z'; und das Innere von Z'. bezw. Z", auf S, fort, und wir
schneiden S, ldngs of ab. Wir identifizieren danach sowohl den Rand von
Z'; und den Rand von Z''; als auchden Rand von Z’. und den Rand von
Z'", miteinander. Also bekommen wir aus S, die Fliche H,.

Wir zerlegen die Sphire y] + yi+ yi=1, die wir mit §’; bezeichnen,
ebenso wie H; in Dreiecke und Zellen. Es gibt auf S, die Kanten A'B’,
B'C’ und C'A'. Durch die Menge (0, A'B'+B'C'+ C'A’) wird die Kugel
¥+ ¥:+ ¥3<<1 in die beiden Halbkugeln 3, und ., zerlegt. Durch den
Kantenweg A'B'+ B'C'+ C'’A’ wird die Sphire S'; in die beiden Halb-
sphiren K; und K. zerlegt. Die Begrenzung von 3, besteht aus einer von
den beiden K; und K., etwa K;, und (O, A’'B'+B'C'+ C'A"), und die Be-
grenzung von R, besteht aus K, und (O, A'B'+ B'C' + C'A").

Wir zerlegen die Sphére zi+2i+25=1 in Dreiecke und Zellen, so daB
es auf zi+ 23+ 23 =1 das Dreieck A”B"C" gibt und {2} + 2z +25=1} —
A"B"C" ebenso wie K; in Dreiecke und Zellen zerlegt wird. Ebenfalls
zerlegen wir die Sphire #i-+#3+ui=1 in Dreiecke und Zellen, so daB} es
auf #;+u3+ uj =1 das Dreieck A"'B'"'C'"' gibt und wi+ul+ui=1—
A'"'B"C'" ebenso wie K, in Dreiecke und Zellen zerlegt wird.

Wir bilden die Kugel zi+ 2+ 23<<1 auf % topologisch ab, derart das,
wenn wir diese Abbildung mit 7 bezeichnen, die Sphire zi + 23 +25=1
durch die induzierte Abbildung T topologisch auf K,+(0, A'B'+ B'C'+
C’A’) abgebildet wird und T(A""B"”C!")=(0, A'B'+ C'A'+ C'A’) ist. Eben-
falls bilden wir die Kugel #i-+wu5+u3<<1 auf P, topologisch ab, derart
daB, wenn wir diese Abbildung mit 7' bezeichnen, die Sphire uj+u:-
u3<<1 durch 7' topologisch auf K.+ (0, A'B'+ B'C'+ C'A’) abgebildet
wird und T'(A"'B"'C!")=(0, A'B'+B'C'+ C'A") ist.

Der Einfachheit halber nehmen wir an, da der Rand von Z/; aus
dem Kantenweg A'D', +-D',G', + G F', + F'; A' und der Rand von Z'; aus
dem Kantenweg A E',+E' F'.+F',G', + G, A’, und der Rand von Z’, aus
dem Kantenweg D', D’.+ D", I''+ I'; K'y+ K'y D', und der Rand von Z", aus
dem Kantenweg E'\D'.-+D'. I'.+ I's K'.+ K', E', besteht.

Es gibt auf der Sphire zi+25+2; =1 oder auf der Sphire ui+ui+uj
=1, etwa auf der Sphire zi+2z:+2z:=1, das Dreieck A"B"(C' und den
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Kantenweg A"F'",+F" G",+ G",D" bezw. D"\ K", + K", I''+ I',D"., so
dag T(A"G") = A'G" = A'G'", auf H, und T(F",G")) =F',G', = F,G",,
T(G"]D”]) = G’]DII = G"ZEII; T(D"} K"J) =DhYK'y=FE K, T(K”1 I”])=
Knr\=K1I', T(I'yD",)=I'D' = I'sD', ist.

Wir nehmen an, daB T,(A'D’)) mit der Kante AB oder AC, etwa mit
AB, iibereinstimmt. Wir konstruieren dann eine Zelle X', in der Kugel
Zi+23+23<1, so daB der Rand von X’; aus dem Kantenweg B"A" + A"F",
+F"G"y+ G",B" besteht. Wir identifizieren danach die beiden Kanten
G";D'", und G";B'" innerhalb der Kugel 2zi+z2+2zi<<1.

Auch wenn 7,(A'D"Y) nicht mit AB iibereinstimmt, benehmen wir
uns ebenfalls.

Fiir die Kante I'"; D", benehmen wir uns ebenfalls. Fiir die Kugel u}
+u} +u3<<1 benehmen wir uns ebenfalls.

Wenn auch der Komplex 91, durch das Dreieck ABC in die beiden
Komplexe nicht zerlegt wird, lduft Diskussion ganz analog.

Wir behandeln nun den

4, Fall. Wir haben bereits diesen Fall in der Zwischenbehauptung
IV behandelt. Daher lassen wir die ferner Diskussion weg.

4. Schritt. Wie im 3. Schritt gezeigt worden ist, kbnnen wir, wenn
wir geeignete Zellen Z,, Z,, --+, Z, aufnehmen und & +Z,++Z, =9
setzen’, & in E® einbetten, so daB die Bedingungen 1—8 fiir ® erfiillt
sind. § muB aber in der Tat mit ® iibereinstimmen. Folglich kénnen wir
® in E? derart einbetten, daB die Bedingungen 1—8 fiir ® erfiillt sind.

Wir bezeichnen die Komponenten von E*—@® mit §3;, Ry, ---, Py Jede
Komponente P,(j =1, 2, -+, p) ist dann homsomorph mit der Kugel i+
x;+x3<<1. Wir bezeichnen die topologischen Abbildungen von der Kugel
2+ 23+ x3<1 auf den Py, B, -, Pp mit Ty, T, -+, T» und die Sphiren
H+x+a=1mit S, S, -, S,

ABC seiein in & enthaltenes Dreieck, so gibt es nach der Beding-
ung 6 die beiden Dreiecke A'B'C' auf S; und A"B"C" auf S;, so daf
T(A'B'CNY=T.(A"B"C!""y=ABC ist. Es gibt genau die beiden 3-Simplexe
in M, die mit ABC inzident sind. Diese Simplexe bezeichnen wir mit
ABCD und ABCE. Eines von den beiden ABCD und ABCE, etwa
ABCD, ist zu A'B'C’ geordnet und das andere ABCE ist zu A""B"C"
geordnet.

Wir bezeichnen den zu A'B' geordneten Schnitt mit 3(AB). Nach der
Bedingung 6 ist ABD in 3(AB) enthalten. Da R(AB) ein Schnitt in &
ist, so besteht P(AB) aus den beiden ABC und ABD. Folglich gibt es
auf S; nach der Bedingung 2 ein, mit der Kante A’B’ inzidentes, Dreieck

) @ ist der 2-Komplex, der aus allen 0-, 1- und 2-Simplexen voﬂ I besteht.
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A'B'D', und zwar, daB T,(A’B’'D")=ABD ist. Da (AB) zu A'B' geordnet
ist und Y¥(AB) aus den beiden ABD und ABC besteht, so ist das Simplex
ABDC nach der Bedingung 6 zu A’B'D’ geordnet.

Wir bezeichnen den zu A’D’ geordneten Schnitt mit J3(AD). ADC ist
in P(AD) enthalten. Der Schnitt 3(AD) besteht aus den beiden ABD
und ADC. Folglich gibt es auf S; nach der Bedingung 2 ein, mit der
Kante A'D' inzidentes, Dreieck A'D'C’, so daB T, A'D'C',)= ADC ist.
Das Simplex ADCB ist nach der Bedingung 6 zu A’C’;D' geordnet.

Wir bezeichnen den zu A’C’, geordneten Schnitt mit ,(AC). $,(AC)
besteht dann aus den beiden Dreiecken ACD und ACB. Es ist leicht
einzusehen, daB der zu A'C’ geordnete Schnitt auch aus den beiden
Dreiecken ACD und ACB. Da P(AC) nicht ausgeartet ist, so miissen
die beiden Kanten A’C’; und A’C’ nach der Bedingung 2 iibereinstimmen.
Daher muf3 das Dreieck A'D'C/’, mit dem Dreieck A’D’C’ iibereinstimmen.

Wir bezeichnen den zu der Kante B'C’ geordnete Schnitt mit 3(BC).
B(BC) besteht dann aus den beiden Dreiecken BCA und BCD. Es gibt
daher auf S, ein, mit der Kante B'C’' inzidentes, Dreieck B'C'D’,. Auf
ganz analoge Wcise mit der obigen kénnen wir leicht einsehen, daf die
Kante B'D’'y mit B'D’' und die Kante C'D’, mit C'D’ iibereinstimmt. Folg-
lich ist die Sphire S; in vier Dreiecke A'B'C', B'C'D', B'D'A', C'D'A'
zerlegt, und zu allen Dreiecken A’B'C’', B'C'D', B'D'A’, C'D'A’ ist das
Simplex ABCD geordnet.

Die Begrenzung von ‘R, besteht aus den Dreiecken T,(A'B'C")=ABC,
T{B'C'D'")=BCD, T{(B'D'A"Y=BDA, T{C'D'A")= CDA. Die abgesch-
lossene Hiille &, ist daher homdomorph mit dem Simplex ABCD. Wir
lassen zu B; das Simplex ABCD ordnen.

Alle 3-Simplexe, die in 9 enthalten sind, bezeichnen wir mit ., 4.,
weo, Ay Zu jeder von By, I, +o, B, ist eines von o, s, -+, J, geordnet,
und zu beiden verschiedenen Komponenten J3; und 3, sind die beiden von-
einander verschiedenen Simplexe unter .;, s ---, 4, geordnet. Folglich
kénnen wir ohne Einschrinkung der Allgemeinheit annehmen, da8 ., .,
-, J, beziehungsweise zu P;, P, >+, R, geordnet sind.

Wir bilden das Simplex 4, topologisch auf die abgeschlossene Hiille
%, ab, so daB, wenn wir diese Abbildung mit U, bezeichnen und die Seite
von ; aus den Dreiecken A;A.A; A.A;A, A;AA,, AA;A, besteht, es
U](AJA‘_‘AB)=A]A:A::a UI(A2A3A4)=A2A3A4; gilt.

Es ist nun leicht einzusehen, daB, wenn ., und J, nur eine Ecke A4,
gemeinsam haben, ‘B, und P. nur eine Ecke A, gemeinsam haben, und
daB, wenn J, und .. das Dreieck A;4.4; gemeinsam haben, B, und §, das
Dreieck A;A.A; gemeinsam haben, und daB, wenn J, und J, nur eine
Kante A,A. gemeinsam haben, B, und . nur eine Kante A;A, gemeinsam
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haben.

Wir bilden zweitens das Simplex 4, topologisch auf die abgeschlos-
sene Hiille B, ab, so daB, wenn wir diese Abbildung mit U, bezeichnen
und die Seite von 4. aus den Dreiecken A;AA;, AsA.As, AsA;As, AsAcA;
besteht, es UxA;4:A;) = AsAsA;, U(AsArAs) = AgA; Ag, -+ gilt und auf
jedem sowohl in 4; als auch in 4. enthaltenen Punkte ¢ es Uy(a)= Uxa)
gilt.

Diese Verfahren setzen wir fort, so erhalten wir eine topologische
Abbidung U von 9t auf den Raum E? (oo einschlagend). W. z. b. w.

Satz ILY Jede 3-dimensionale geschlossene Mannigfaltigkeit, in
der jede echte abgeschlossene Menge zusammenziehrbar ist, ist mit der
3-Sphare homoomorph.

Satz. IIL? Es sei M ein 3-dimensionale geschlossene Mannigfaltig-
keit, Wenn 3-Sphare S; auf W stetig mit dem Grad 1 sich abbilden
1i3¢, so ist M mit der S; hombomorph.
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