NOTES SUR LES DEMIGROUPES TOPOLOGIQUES
DES FONCTIONS CONTINUES II

KaicHIRO FUJIWARA

0. Pour un espace complétement régulier E, désignons par G(E) le
demigroupe multiplicatif topologique (muni de la topologie de Pontryagin)
des fonctions numériques continues (4 valeurs complexes, a valeurs réelles
ou bien 2 valeurs non-négatives) définies sur E. Dans la note précé-
dente? nous avons montré que le demigroupe topologique €(E) détermine
I'espace topologique FE. _

Supposons qu’il existe un isomorphisme & entre G(E,) et C(E.,).
Alors ¢ induit un homéomorphisme - entre E, et E., Nous considérons
dans la note présente la relation entre + et =.

1. Soit € un sous-demigroupe topologique de G(E) vérifiant les
condition :

1) & contient toutes les fonctions constantes,

2) quels que soient le point x,= E et 'ensemble fermé FCE qui

ne contient pas x; il existe une fonction f& & telle que f(x) =1

et f(x)=0 si x=F,

3) quels que soient le point xy,= E, l'ensemble compact KC E qui

ne contient pas x, et le nombre & >0, il existe une fonction f£@€

telle que f(x)=0, | f(x)—1|<e si x=K et | f(x)| £1 pour
tout x € E, et

4) si une fonction f=C¢ prend la valeur 1 &3 x,E E, quels que

soient I'ensemble compact KCE etle nombre ¢ >0 il existe une

fonction g =€ telle que g(x) =1 sur un voisinage du point x, et

| flr)—glx) | <e sixe K.

Sous ces condition, les ensembles de la forme J(x)={f | f(x) =0,
FEQ} peuvent étre caractérisés comme les idéaux d'une certaine espéce
dans 6?. Nous allons caractériser maintenant les ensemble de la forme
Wx)=1{f| f(x)=1, f=E} dans la structure de demigroupe topologique.

Lemme 1. Pour qu'une fonction fE & soit egale @ 1 sur un voisi-
nage de x., il faut et il suffit qu'il existe g <= G\J(x,) telle que fg=g.

1} Ce Journal, Vol. 6, 71—76.
2) Théoréme 1 dans la note précédente.
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En effet, si f(x)=1 sur un voisinage V(x,) de x, on peut trouver
g telle que g(x,)=1et g(x)=0 en dehors de V(x,) en vertu de la condi-
tion 2). Alors, fg=g et g&J(x). Réciproquement, fg =g et g(x)
7= 0 entrainent x, € {x | glx) # 0} C {x | f(x)=1}.

Lemme 2. Pour qu'une fonction f < § soit egale a 1 au point
Xo, il faut et il suffit quelle soit adherente a 'ensemble {g | g est égale
4 1 sur un voisinage du point x, g =G},

La suffisance est claire. La nécessité est une conséquence de la con-
dition 4).

D’aprés ces Lemmes, en se rappelant la caractérisation des J(x) déja
obtenue?, on peut définir la relation ¢ f(x)=1), ainsi que ¢ f(x)=
0), intrinséquement 4 la structure de demigroupe topologique.

2. Maintenant, pour chaque i, soit &; un sous-demigroupe topo-
logique de G(E;) vérifiant les quatre conditions ci-dessus (i=1, 2), et
supposons qu’il y a un isomorphisme (algébrique ainsi que topologique) o
de €, sur €.

Alors, pour chaque x € E,, s3(x) étant aussi un idéal de la forme
3(y) pour y=E., on peut définir une application y=rx bien déter-
minée par la relation o3(x) = J(zx). = devient un homéomorphisme de
E, sur E,, parce que la correspondance x <> J(x) entre E; et I'espace
{S(x) | x= E} muni de la topologie de Jacobson est topologique®.

D’aprés la définition de z, évidemment on a

f{x) =0 sietseulementsi af(zx)=0

et
f(x) =1 sietseulementsi af(zx)=1.

Et puis on a aussi
f(x) =a entraine of(cx) = ca(zx).
En effet, f(x) = @550 entraine a 'f(x)=1. Donc s(a”’f)(zx)=1. En
considérant ¢ comme une fonction constante, on a (ra(zx)) 'f(zx)=1
d’'ott of (zx) = sa(zx).
De plus,
o(—1) = —1 pourvu que —1&€(E))

parce que la fonction constante —1 peut étre caractérisée par la relation

3) Théoréme 2 dans la note précédente.
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f2=1=f. De méme
o(yV=1)=1"—1 ou —1}/—1 pourvu que V' —1€ &(E)).

3. Un point x € E soit fixé et considérons la valeur de la fonction
sa au point tx comme une fonction de a: ¢.(@) = sa(zx).

Considérons, d’abord, le cas ot G(E;) est le demigroupe des fonc-
tions a valeurs complexes”. Alors, on peut voir sans peine que la fonc-
tion ¢. est un automorphisme du demigroupe topologique des nombres
complexes. Donc nous pouvons ’exprimer

eda)=1a| ™ exp («(x) V' —1 arg a)

ou p(x) >0 et e¢(x)= 1. Lorsq'on fixe &, ¢. est continue par rapport
a2 x et puis p(x) l'est aussi. En outre e(x) est —1 ou —1 suivant
¢(1/—1)=1"—1 ou —1/—1 et indépendante de =x.

De la méme maniére, dans le cas ot €(E;) ne contient les fonctions
qwa valeurs réelles (a valeurs non-négatives resp.) on a

¢la)=|a|* sgna
(@) = a™ resp.).

Mais cette formule peut étre considérée comme le cas spécial ol arg ¢ =
7 ou O (arg ¢ = 0 resp.) dans la formule susdite.

Ainsion a le

Theoreme. Pour chaque i, soit € un demigroupe wmultiplicatif
topologique muni de la topologie de Pontryagin de fonctions numeriques
continues (soit & valeurs complexes, soit a valeurs réelles ou bien soit a
valeurs non-négatives) définies sur un espace completement regurier E;
verifiant les quatre conditions dans §$1 (i=1,2). S’il existe un isomor-
phisme o de €, sur €, il est dela forme;

af (zx) = | f(x) | " exp (v —1 arg f(x)) xEE, fEE
ou  of(zx)=| f(x) | " exp (—V —1arg f(x)) zx€E, fEE,
ou p est uue fonction continue et strictement positive définie sur E, et

= est un homeomorphisme de E, sur Eo.

Il va sans dire que, réciproquement, étant donnés p et r, I'applica-
tion ¢ définie par cette formule donne un isomorphisme entre €(E,) et
C(E,).

4) Dans ce cas, G(E:2) l'est aussi.
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4. Nous examinons ici les conditions auxquelles nous avons assujetti
€ dans §1.
Si € forme un anneau, la condition 3') suivante entraine la condition
4).
3’) quels que soient I'’ensemble fermé F C E, l’ensemble compact
KCE disjoint de F et le nombre ¢>0, il existe une fonction
FEC telleque f(x)=0sixEF, | fx)—1| <esi xe€ K et| f(x)|
<1 pour tout xEE,.
En effet, supposons f(x,) = 1. Etant donnés ¢ >0 et K compact, posons

F={x]|f(x)—1 =<}, K'=Kn{x|1f(x)—1 |25} ot M= Max

rE XK’
| £(x)—1 | et choisissons une fonction e= € telle que e(x)=0 sixE F,

[e(x)—1 | '<%l si xEK’ et |e(x)! £1 pour tout x = E. Soit g =

(f—1)e+1. Alors, évidemment g(x) =1 si x=F, et donc g est égale

4 1 sur le voisinage {xllf(x)—l | < —;’—} de x,. Comme f(x)—g(x)=
(f@-DA—e@) [f&)—gl) | <M- 4 =csizrEK et |f(z)
—g(x) | <—§—'2=a si x€ K\ K'. Ainsi g remplit la demande de la
condition 4).

En particulier, €(F) lui-méme satisfait aux conditions 1), 2) et 3).
Le sous-demigroupe des fonctions bornées et celui des fonctions différen-
tiables (naturellement pourvu que E soit une variété différentiable) en
sont les autres exemples.

5. En général, la détermination des homomorphismes de €(E,) dans
G(E,) est plus difficile. Nous considérons ici un cas extrémement spécial.

Soient E compact et €(E) le demigroupe des fonctions continues
non-négatives. Soit ¢ un homomorphisme continu de E(E) sur le demi-
groupe R, des nombres non-négatives.

Si on définit 5f = log o{exp f), on obtient une fonctionnelle linéaire
o sur les fonctions continues 4 valeurs réelles (non-négatives ou non).
Alors, d’aprés un théoréme bien connu de Riesz et Markov, on peut con-

struire une mésure 1 sur E telle que &f = S f(x)d ou o(exp f)=exp
5
(S f(x)dy). Donc quels que soient le nombre naturel n et la fonction
E

F=G(E), ona e(Max (f, %)) =exp ’(L log Max (f(x), %l—)d 1). Ainsi nous
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avons la formule :
of = lim exp (Sﬁlog Max (f(x), le)d'u)'
On peut 'exprimer aussi comme suit :

[af= exo (| _log £() dp) si (Z(f)=0
af =0 si p(Z(f)) %0,
Z(f) étant 'ensemble {x | f(x) = 0}.
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