UNE NOTE SUR L’ESPACE PRODUIT D’UN ESPACE
TOPOLOGIQUE PAR LUI-MEME

KAICHIRO FUJIWARA

0. Soit E un espace topologique. Désignons par E X E I'espace
produit topologique comme usuel. Dans cette note, nous allons consi-
dérer la propriété de E suivante:

(I) Si A et B sont deux ensembles fermes dans E et si W est
un ensemble ouvert dans E X E tel que A X B C W, alors il existe
deux ensembles ouverts U et V dans E telsque A X BCUXVCW.
Par exemples, les espaces compacts ainsi que les espaces discrets possé-
dent cette propriété. De plus, de cette propriété sont tirées quelques
propriétés importantes de ces espaces”. Le but de cette note est de
chercher des conditions pour qu'un espace posséde cette propriété. En
vertu du Théoréme 1, c’est réduit a considérer la propriété (II) suivante
(pour les espaces séparés):

(I) Si acE et si W est un ensemble ouvert dans E X E tel
que {a} XE C W, alors il existe un voisinage U de a tel que
UXECW.

1. Lemme 1. Soit E un espace topologique possedant la pro-
priéte (I1). Si A est un ensemble quelconque et B est un ensemble
ferme dans E et si W est un ensemble ouvert dans E X E tel que
A X BCW, alors il existe un ensemble ouvert U dans E lel que
AXBcUXBCW.

Démonstration. Posons W' =W \U(E X (E — B)). Alors W' est
ouvert dans E XE c¢t A XEcC W'. Donc, d’aprés (II), il existe un
voisinage ouvert Ula) de a tel que Ula) X E C W’ pour chaque point
a de A. Définissons U=U{U(@@):ae A}. Comme (U X B)N
(EX(E-B)=@, UxBCW, caq.fd

Corollaire. Tout sous-espace fermé d'un espace topologique pos-
sedant la propriéte (11) la possede aussi.

Théoréme 1. Pour qu'un espace séparé topologique possede la
propriete (1), il faul et il suffil qu’il soit normal et posséde la pro-

1) Voir par exemple J. L. Kelley, General Topology, New York (1955).

121



122 KAICHIRO FUJIWARA

priéte (11).

Démonstration. Soit E un espace séparé topologique. D’abord,
supposons que E posséde la propriété (I). 1l est clair que (I) entraine
(II). Nous allons montrer la normalité de E. Pour cela, soient A et B
deux ensembles fermés non vides sans point commun. Désignons par W
le complémentaire du diagonale dans E X E. Alors, parce que A X B
est contenu dans I’ensemble ouvert W, il existe deux ensembles ouverts
Uet Vitelsque AX BC UXVCW, cequiexprime Ac U, BCV
et UNV=@. Donc E estnormal.

Réciproquement, supposons que E est un espace normal et posséde
la propriété (II). Soient A et B deux ensembles fermés dans E et soit W
un ensemble ouvert dans E X E tel que A X BC W. Alors, d'aprés le
Lemme 1, il existe un ensemble ouvert U, tel que A X Bc U, X BCW
Prenons un ensemble ouvert U tel que AC U cU c U,. En appliquant
le Lemme 1 3 la relation B X UC{(x,y):(y,x) € W4, on peut trouver
un ensemble ouvert V tel que A X BC U XVCW, comme désiré,
c.q. f.d.

2, Maintenant, nous posons quelques définitions. Soit B une base
d’un filtre §¥ sur un espace topologique E. Supposons qu’a chaque en-
semble U de B corréspond un ensemble ouvert G, dans E vérifiant la
condition que UC V entraine Gy D Gy, ou U, VB, Si, de plus, la
famille {Gy: U € B} est un recouvrement de E, elle s'appelle un re-
couvrement ouvert suivant B,

Soit N =[Gy : U & B} un recouvrement ouvert suivant B. Pour
que N contiendrait un sous-recouvrement fini, il faut et il suffit qu'il y a
U, € B tel que Gy, =E. De plus, on peut vérifier sans peinc que, pour
que tout recouvrement ouvert suivant ¥ contiendrait un sous-recouvre-
ment fini, il faut et il suffit que tout recouvrement ouvert suivant B con-
tiendrait un sous-recouvrement fini. E est dit §-compact si tout recou-
vrement ouvert suivant § contient un sous-recouvrement fini. En parti-
culier, E s’appelle & caractere compact” s'il est B(x)-compact quel que
soit xE E, ou B(x) désigne le filtre des voisinages de x. Ainsi, tout
espace discret est a4 caractére compact. Pour qu'un espace topologique
vérifiant le premier axiome de dénombrabilité soit A caractére compact, il
faut et il suffit qu'il soit dénombrablement compact ou bien soit discret.
La théorie des espaces §-compacts sera considérée dans autres articles,

1) Cf. T. Inagaki, Contribution o la Topologie II, Math, J, Okayama Univ., Vol.
2 (1953). .
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Pour abréger des langages, nous dirons qu'une famille d’ensembles
est totalement ordonneée lorsqu’elle est totalement ordonnée en considé-
rant la relation d’inclusion C comme la relation d’ordre.

Pour nécessité dans la suite, nous montrerons le

Lemme 2. Soit B une base lotalement ordonnée d’'un filtre sur
un espace topologique E ef soil R = {Gy: U< B} un recouvrement
ouvert suivant B. Pour que R contiendrait un sous-recouvrement fini,
il faut et il suffit que: :

(*) 7l existe un ensemble U, de B lel que \JiGy:x=cU=B}=E
pour tout x = U,.

Démonstration. Evidemment c’est nécessaire. Nous montrerons la
suffisance. Sitout U & B contient U, il est clair que Gy, =E. Sil
existe U, €8 tel que U, C U, U, doit proprement contenu dans U,.
Alors, soit x un point de U, —U,. D’aprés (*), \U{Gy:x€ U} =E.
En outre, x € U entrainant U, C U, Gy, O Gy, d'oit Gy, =E. En tout
cas, EER, c.q.f. d.

3. Les mémes notations que celles dans §2 soient employées. Pour
un point @ de E, B(a) désigne une base fixée du filtre L(a) des voisi-
nages de a. Alors,

Lemme 3. Les deux propositions suivantes sont équivalentes :

(1) Pour tout ensemble ouvert W dans E X E tel que {a} XE
CW, il existe un voisinage U de a tel que UX ECW.

(2) Pour tout recouvrement ouvert suivant B(a), la proposition
(*) est vraie en remplacant B par Bla).

Démonstration. (1) entraine (2). En effet, soit R = {Gy: U =B(a)}
un recouvrement ouvert suivant B(a). Désignons par W lintérieur de
I'ensemble \J{U X Gy: U € B(a)}. Alors, évidemment {a} X EcC W.
Par suite, il existe U, € B(a) tel que U, Xx EC W d’aprés (1). Cette
derniére relation exprime que, quel que soit x € U, et quel que soit
YyEE, il existe U B(a) tel que x = U et y € Gy. Clest-a-dire,
\U{Gr:x € U< B(a)} = E pour tout x € U,

(2) entraine (1). Soit W un ensemble ouvert contenant {a} X E.
Pour chaque ensemble U = B(aq), désignons par G, lintérieur de l’en-
semble {x: U X {x} CW}. Alors, comme aisément vu, |Gy : U & B(a)}
est un recouvrement ouvert suivant B(a). Donc, d'aprés (2), il existe
U, € B(a) tel que \U{Gr: x € U= Bla)} = E pour tout x € U,, Par
conséquent, on a U, X EC W. En effet, si (x,y)= U, XE, ily a
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UeBa) tel que x= U, ety e Gy,. Donc (x,y) € Ui X Gy, CW,
c.q.f.d.
Immédiatement de ce Lemme et du Lemme 2,

Lemme 4. Si a admet une base tolalement ordonnée du filtre
des voisinages, les deux propositions suivantes sont equivalentes:

(1) (1) du Lemme 3.

(2) E est B(a)-compact.

Enfin, on a le

Théoréme 2. Tout espace a caractere compact possede la pro-
priété (11). Ewn particulier, pour qu'un espace topologique dont chaque
point admet une base tolalement ordonnée du filtre des voisinages
possede la propriété (1), il faut et il suffit qu'il soit a caractere
compact.

En particulier,

Corollaire 1. Pour qu’un espace topologique verifiant le premier
axiome de denombrabilité posséde la propriéte (1), il faut et il
suffit qu'il soil ou bien discret ou bien dénombrablement compact.

Corollaire 2. Pour qu’'un espace melrisable posséde la propriétée

(I1) (et donc (1)), il faut et il suffit qu’il soit ou bien discret ou bien
compact.

4. En dernicer lieu, nous donnerons une condition suffisante pour
qu’un espace uniforme posséde la propriété (II).

Théoréme 3. Soit E un espace uniforme. Si tout recouvrement
ouvert binaire de lespace produit uniforme E X E possede la pro-
priété de LebesgueV, alors E possede la propriété (1).

Deémonstration. En effet, soient A et B deux ensembles fermés
dans E et soit W un ensemble ouvert contenant A4 X B. D’aprés la
propriété de Lebesgue, il existe un entourage U de la structure uniforme
sur E X E, tel que U(A X B)ycC W. Par la définition de la structure
uniforme produit, il existe un entourage V de la structure uniforme sur
E tel que V(A) X V(B) cU(A X B). Ce montre que E posséde la pro-
priété (1) comme I’espace topologique, c.q.f.d.

1) Voir K. Iséki, On the Property of Lebesgue in Uuiform Spaces I—V, Proc.
Japan Acad., Vol. 31 (1955).
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