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Einleitung.

AnschlieBend an eine vor kurzem erschienene Arbeit von mir? will
ich hier die Strukturtheorie der 2-Kohomologiegruppen entwickeln, wel-
che die Hauptordnung cines diskret bewerteten perfekten Korpers als
Definitionsbereich besitzen.

Es sei % ein diskret bewerteter perfekter (kommutativer) Kérper mit
0 als Hauptordnung und K eine cndlich-separable Erweiterung iiber %,
deren Hauptordnung mit £ bezeichnet wird. Ferner betrachten wir
iiber K eine beliebige cndlich-separable Erweiterung K mit O als Haupt-
ordnung. Bekanntlich besitzt dann O nur ein einziges nicht-triviales
Primideal T (d. h. § ist das von (0) und & verschiedene Primideal aus
©). Zu cinem Restklassenring N, von © nach T (m == 0) kann man
2-Kozyklen und 2-Korznder von /0 iiber ), definieren. (Zur Definition
siehe §1.1) Die Gesamtheit Z.’ aller 2-Kozyklen von /v iiber R,. bildet
einen Modul mit < als Multiplikatorenbereich und die Gesamtheit B¢
aller 2-Korinder von /v iiber )W,, einen O-Untermodul. Der Faktormodul
H®(O/o; M) = Z2/B ist die 2-Kohomologiegruppe von /o iiber N,
genannt; jedes Element aus H®(O/o0; N.) hei’t eine 2-Kohomologie-
klasse von /v iiber R,

Jede 2-Kohomologiegruppe H®(£2/0; W,) besitzt stets endliche Kom-
positionsreihe, welche aus lauter T-Untermoduln besteht; die Linge
dieser Kompositionsreihe nenne ich die £-Linge von H®(®/o; R,.). Da-
bei ist die £-Linge von H®(9D/o; R.) gleich dem Exponenten J(K/k)
der Differente von K/k in bezug auf J, wenn m hinreichend gro? ist.
Ferner besitzt H¥(C/o; NM..) endliche T-Basis, wenn es kein Nullmodul
ist: d.h. es gibt endlich viele, von der Nullkohomologicklasse 0 ver-

1) Die Hauptergebnisse der vorliegenden Arbeit habe ich schon mitgeteilt. Vgl
M. Moriya, Theorie der 2-Cohomologiegruppen in diskret bewerteten perfekten Kérpern,
Proc. Japan Acad., Vol. 30 (1954), S. 787—790.

2) M. Moriya, Zur Fortsetzung der 2-Cozyklen in einem kommutativen Ring,
Math, Journ.,, Okayama Univ., Vol. 4 (1954), S. 1—19. Ich zitiere diese Arbeit mit M
1I.
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schiedene 2-Kohomologicklassen C,, C., -++,C, derart, daB sich jede 2-
Kohomologicklasse aus H®(O/v; R,.) als Lincarform in C,, C,, r++ C. mit
Koeffizienten aus © darstellen 1d8t, und daB aus der Gleichung AC, +
AC.+ 4+ AC.=0(A, €D, i=1,2, 7 stets A,C,=AL.=+=
A,C, = 0 folgen.

In §1 gebe ich cinige Definitionen und einfache Resultate, welche
unmittelbar aus diesen Definitionen folgen. In §2 betrachte ich eine
Zwischenhauptordnung O'" zwischen o und ©. Ein 2-Kozyklus von £/o
itber NM,,, dessen Einschrinkung auf O™/o 2-Korand von £"/0 iiber ..
wird, heibt ,, zerfillt in O Die Gesamtheit H®(O/v, OW; ¥,,) aller
derjenigen 2-Kohomologicklassen aus H*(2/v;WN,.), dic irgendeinen in
O zerfallenden 2-Kozyklus enthilt, bildet einen ©-Untermodul von
H®(®O/v; R.). Es zeigt sich dabei, daB fiir ein hinreichend grobes m
H®(Ofo, O R,,) stets zu H*'(O/T: R..) O-isomorph ist. Es handelt
sich in §3 um die Erweiterung des Multiplikatorenbereiches O von
H®(O/v;R..) zu einer Oberhauptordnung von . In §4 bestimme ich die
Struktur von H®(O/0; R, im Falle, wo © aus 0 durch Ringadjunktion
cines einzigen Elementes centsteht. Dabei heiBe £ einfach normal iiber
0. In diesem Fall ist H®(O/o; N,.) stets zyklischer ©-Modul, und die
O-Linge von H®(O/o; N,.) ist gleich Min(d(K/%), m). Eine Hauptord-
nung £, welche als cin Turm der cinfach normalen Hauptordnungen de-
finiert ist, heiBt iiber 0 normal. In §5 wird die Struktur von H®(2/v;: R..)
bestimmt, wenn O iiber 0 normal ist. Im letzten Paragraphen behandle
ich den Fall, wo © iiber 0 nicht normal ist. Dazu betrachte ich eine K
enthaltende, iiber 2 galoissche Erweiterung K*. Dann ist die Haupt-
ordnung 0% von K* normal iiber o und ©. Bezeichnet man nun mit
P* das nicht-triviale Primideal aus ©%* und mit RN¥ den Restklassenring
von O% nach ¥, so gilt folgende 2*-Isomorphierelation :

HOO% 0 R HOO* /o, O; RE) =2 HHO/o; R¥).

Aus der obigen Relation folgen zunichst, da% die ©*Linge von
H®©O/o; R¥) endlich ist, und dad HP(O/o; N¥) stets endliche O*-
Basis besitzt, wenn es kein Nullmodul ist. Ist dabei 7 durch s teilbar,
so ist H®(O/o; R¥) gleich der Multiplikatorenbereicherweiterung von
H®(O/0; N.) zu O*. Nach der in §3 entwickelten Theorie besitzt dann
H®(O/0; N,.) endliche O-Linge und sogar endliche O-Basis, wenn es
kein Nullmodul ist. Ferner sind fiir hinreichend grofe natiirliche Zahlen
m die 2-Kohomologiegruppen H®L/o0;H,) alle einander D-isomorph,
und sie haben die gleiche O-Linge d(K/ k).
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Kapitel I. Fundamentaleigenschaften der
2-Kohomologiegruppen.

In diesem Kapitel bezeichnet 0 durchweg dic Hauptordnung cines
diskret bewerteten perfekten Korpers 2 und © die Hauptordnung einer
endlich-separablen Erweiterung K iiber %2 Ferner bezeichnet D die
Hauptordnung ciner beliebigen endlich-separablen Erweiterung K iiber
K (K kann cventuell mit K iibereinstimmen) und R das nicht-triviale
Primideal aus .

§1. Vorbereitungen

1. 2-Kozyklen und 2-Koriander. Fiir eine nicht-negative ganze
rationale Zahl m betrachten wir den Restklassenring ,. von £ nach 3,
Hierbei lassen wir auch m = co zu, indem wir unter 33* das Nullideal
aus © und infolgedessen unter Yi.. die Hauptordnung O sclbst versteht.

Nun sei f eine eindeutige Abbildung des Produktraumes © X O in
O mit folgenden Eigenschaften :

1) Fiir beliebige Elemente X, Y aus O gilt

f(X Y)=f(Y,X) mod T~
2) Fiir beliebige Elemente X;, Yi(i = 1, 2) aus O gilt
X+ XY +Y)=>04 X, Y) mod R~

3) Fiir belicbige Elemente X, Y, Z aus O gilt
XY, O+ (X YO =fXY,Z)+Zf (X, Y) mod ",
4) Fiir beliebige Eelemente x, ¥ aus o gilt
fix, »)=0 mod ™,
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Dabei soll man fiir mod ®~ dic Kongruenz durch die Gleichheit ersetzen.
Dann heiBt f ein 2-Kozyklus von Ofo iiber R,.. Zwei 2-Kozyklen f, und
Sz von £/o iiber R.. heiben einander gleich, wenn f, =f. mod R gilt".

Bemerkung. Ist f ein 2-Kozyklus von /v iiber R,, so kann man
fiir beliebige Elemente X, Y aus O dem f(X, Y) eindeutig die f(X, Y)
enthaltende Restklasse f(X, Y) aus dem Restklassenring R,. zuordnen.
Wegen der Eigenschaften 1)—4) wird dann f ein 2-Kozyklus von ©/o
iiber .. im eigentlichen Sinne, es ist aber in unserer Theorie vorteil-
hafter, daB man nicht f sondern f heranzieht.

Eine eindeutige Abbildung g von O in © heilt eine 1-Kokette von
/v iiber N.., wenn fiir jedes Element x aus o stets g(x) = 0 mod P und
fiir beliebige Elemente X, Y aus © stets g(X + ¥V) = g(X) <+ £(Y) mod
B~ gilt?.  Aus einer 1-Kokette g von Ofo iiber 3i,. kann man stets einen
2-Kozyklus 4 g von /o iiber ),, bilden, indem man fiir beliebige Elemente
X Yaus ©

08X, Y)=Yg(X)+ Xg(Y) — g(XY)
setzt. Dabei nennt man g den 2-Korand von g.

" Sind nun f, f. 2-Kozyklen von ©/o iiber %,., so definiert man die
Summe f,+ f. von f, und f. durch die Gleichung

L+ AX YY) =X Y)+ /(X Y),

wo X, Y unabhiingig alle Elemente aus O durchlaufen. Offenbar ist
fi +f. auch cin 2-Kozyklus von £/v iiber W,. Man verifiziert ohne
Schwierigkeit, da3 die Gesamtheit Z3 aller 2-Kozyklen von /v iiber ..
bei der oben definierten Summenbildung einen D-Modul bildet. Ein 2-
Kozyklus f’ von O/v iiber W, heilt zu f kohomolog, wenn cs cine
1-Kokette g von L/v iiber R,, gibt, so dad

f'=r+ag mod P
ist, in Zeichen: f~/f’ (T3"). Ist insbesondere
ff=aig mod P,

so hei®e f’ zur Null kohomolog : O~/ (¥*). Nach Definition gilt offen-
bar folgende Aquivalenzrelation :

1) Dies bedeutet, daB fiir beliebige Elemente X, Y aus O stets
fUX, Y)=f3(X,Y) mod $*
gilt. B
2) g heiBe eine lineare Abbildung mod $£* von D in D.
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) f~f @
ii) Aus f~f" () folgt fi~f (B
iii) Sind f~f", f'~f" (F"), so ist
f~f” (%m).
Wegen der obigen Aquivalenzrelation kann man von einander kohomo-

logen 2-Kozyklen sprechen.
Nun bildet die Gesamtheit B aller zur Null kohomologen 2- Kozyklen

von O/o iiber R,. offenbar einen O-Untermodul von Z;7" ; der Faktormodul
H2(Q/)o; R,.) von Z2 nach B besitzt O als Linksmultiplikatorenbereich,
er heiBe die 2-Kohomologiegruppe von /o iiber R.. Jedes Element
aus HZ(O/o;N.) ist eine 2-Kohomologieklasse von Ofv iiber R.. ge-
nannt.

2. Normale 2-Kozyklen und normale 2-Kohomologieklassen. Ein
2-Kozyklus f von /o iiber R, heidt normal, wenn fiir ein beliebiges
Element ¥ bzw. X aus o bzw. O stets

flx, X)=0 mod [~

gilt. Einc 1-Kokette g von O/o iiber R, heilt normal, wenn stets die
Kongruenz

gxX)=xg(X) mod "

erfiillt ist, wo x bzw. X alle Elemente aus 0 bzw. O durchliuft.

Es seiW, =1, W, -+, W, eine Minimalbasis von © iiber 0 und X =
S %W, ein beliebiges Element aus O, wo die x(i=1,2,-, 1) Ele-
mente aus © bezeichnen. Dann setze man fiir einen 2-Kozyklus f von
/o iiber R :

gxW) = f(x, W) (i=1,2, -, 1) uad g{X) =>4, gix W ).

Nach Dzfinition ist g sicher eine linzare Abbildung mod " von /o in
9, und au’erdem gilt fiir ein beliebiges Element x aus o:

8x)=guW)=f(x,W))=flx, ) =0  mod B";

d. h. g ist eine 1-Kokette von /v iiber .. Ferner bestcht wegen der
Relation %/ (x;, W) + f(x, x W) = flxx, W;) 4 W.f(x, %) mod " fol-

gende Kongruenz :

J(x 2 W)= —xflx, Wi) + flxx, W)
—xg(xW,)—x; W, g(x) + glxx,W,)

—og(x, x W) mod EE,_.,,.

I
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Setzt man also f, = f + 4g, so gilt offenbar:

Solx, X) = f(x, X) + 5 g(x, X)
=20l f(x, x W) +ogx, xW)i=0 mod 1—*7";

d. h. der zu f kohomologe 2-Kozyklus f, ist ein normaler 2-Kozyklus von
Ofo uber R.. Mithin ist gezeigt, dad jede 2-Kohomologieklasse von
/o uwber N,. mindestens einen normalen 2-Kozyklus von Ofv #ber R,
enthalt.

Nun sei der 2-Korand einer 1-Kokette g von /o0 iiber Ni,. normal.
Dann ist

0gx, X)=0 mod P ;
wegen g(x) = 0 mod ™ folgt sofort:

i8(x, X) = xg (X) + Xg(x) — g(xX)
= xg(X) - g(xX) = 0 mod %rn’

also mu% g notwendig eine normale 1-Kokette von /0 iiber R}, sein.
Somit ist bewiesen :

Ist ein normaler 2-Kozyklus f, von Ofo wuber R, der 2-Korand
einer 1-Kokette g von /o ither .., so ist g normal.

Offenbar bildet die Gesamtheit Z;), aller normalen 2-Kozyklen von
/o iiber N,. einen O-Untermodul von Z:?, und ferner stimmt dic Ge-
samtheit B, der 2-Korinder aller normalen 1-Koketten von 2/v iiber
R.. mit Z&,NBY iiberein. Der Faktormodul H®(O/o;R.) von Z&,
nach B3, hei:t die normale 2-Kohomologiegruppe von Ofv iiber R..
und ein Element aus H{'(Ofo; R..) eine normale 2-Kohomologieklasse
von O/ iiber N,

Da ‘jede 2-Kohomologieklasse C von O/o iiber NM,. einen normalen
2-Kozyklus f, von O/o iiber R“ enthilt, so ordnen wir C die f, enthal-
tende, normale 2-Kohomologieklasse C.(f,) von O/o iiber R, zu. Nach
dem oben Bewiesenen ist diese Zuordnung von der Wahl der normalen
2-Kozyklen aus C unabhingig, also ist C,( f,) durch C eindeutig bestimmt.
Hicrnach beweist man ohne Schwierigkeit folgenden

Hilfssatz 1. Jede 2-Kohomologicklasse C aus H®(O[v:N..) ent-
halt mindestens einen normalen 2-Kozyklus f, von /v itber WN... Ordnet
man dabei C die f, enthaltende, normale 2-Kohomologieklasse C, zu,
so stellt diese Zuordnung einen O-Isomorphismus von H®(O/o; R.)
auf HP(O[o;RN.) her.

3. O-Lingen und {-Basen. Eine endliche absteigende Folge von
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den O-Untermoduln aus H®(/0: R,.)
U,= H*O/o: R 2 U, 22U, = BY

heiBt eine O-Kompositionsreihe von H®(O/v; R..), wenn die Faktormo-
duln Ui_,/U(i =1, 2,-++, s) einfacher O-Modul sind. Wenn H®(©Q/o: R,
iiberhaupt eine ©-Kompositionsreihe besitzt, so sind die Lingen aller
O-Kompositionsreihen von H®(O/e:R..) nach dem Satz von Jordan-
Holder einander gleich; d. h. die Linge irgendeiner -Kompositionsreihe
von H”(O/v;M,.) ist eine Invariante von H®(O/o;R,), sie heike im
folgenden die ©-Ldnge von HY(O/0; R,). Ebenso kann man die -
Linge der normalen 2-Kohomologiegruppe H{*(/0; N,.) definieren.

Es seien C,, C., -+, C, 2-Kohomologieklassen von O/ iiber R.,, welche
alle von der Nullklasse aus H®(/0; ™) verschieden sind. Dann heiBen
C,,Cs, -, C, O-unabhingig, wenn aus einer beliebigen Gleichnug

AC, +AC, 4+ +ALC, =0 (Nullklasse aus H*(O/o; R,.)

stets A,C, = A.C, = - = A,C, =0 folgen, wo die A(i=1, 2, -, 7)
Elemente aus O bezeichnen. Ein System der ©-unabhingigen 2-Koho-

mologieklassen C;, C., +++, C, von O/ iiber R,, heidt eine O-Basis, wenn
jede 2-Kohomologieklasse C aus H?(9/0; ),.} von der Form
C == ELU‘LCt

ist, wo die A(i=1, 2, ---, 7) Elemente aus © bezeichnen. Ebenso kann
man von einer O-Basis von H(O/o:N..) sprechen.

Nun sei {C} der durch cine 2-Kohomologieklasse C von O/o iiber R,.
erzeugte O-Untermodul von H®(D/o;R,). Besitzt dann {C} eine O-
Kompositionsreihe, so heiBe die Linge dieser O-Kompositionsreihe die
©-Lange von C. Ordnet man nun einem beliebigen Element X aus O
XC zu, so ist dadurch O als Modul auf {C} ©-homomorph abgebildet.
Dabei bildet der Kern dieses O-Homomorphismus ein Ideal G aus L),
welches das annullierende Ideal von C genannt ist; also ist {C| O-
isomorph zum Restklassenring O/€. Da § eine Potenz ' von ! ist, so
ist die O-Linge von C offenbar gleich dem ¥-Exponenten ! von G.

Es besitze H®(O/v; N,.) eine endliche O-Basis C,, C., -+, C, und jedes
Ci1 < i <) sci von der O-Linge [;. Dann bestitigt man leicht, daB die
Summe 3)i./; die O-Linge von H“NO/o;W,) ist.

§2. Zerfillung der 2-Kohomologieklassen.

In diesem Paragraphen bezeichnet H{?(2/o0; R,.) die normale 2-Koho-
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mologiegruppe, welche schon in §1. 2 definiert ist.

Nun sei K'” ein Zwischenkérper zwischen K und %; ferner sei O
die Hauptordnung von K. Ein normaler 2-Kozyklus f von ©/v iiber
R., heibt dann ,, zerfdllt in O, wenn es eine 1-Kokette g von O%/o
iiber R,, gibt, so dad die Einschrinkung von f auf O /0 mod P gleich
og ist. Fiir beliebige Elemente x'", " aus O gilt also

f(x(])’ y(])) = ag(l)(x(n, y(l)) mod s_gm_

Nun legen wir eine Minimalbasis W, =1, W, -, W, von O iiber OV
fest, und fiir ein Element X = D> x°W,(x,"€O0", i =1, 2, -+, 1) aus O
definieren wir eine 1-Kokette g von £/o iiber N,. durch die Gleichung

g(X) = g(x").

Ersichtlich ist g eine Fortsetzung von g auf ©O/o., Nach Definition ist
2(X) offenbar durch die Angabe der Minimalbasis W,, W., -+, W, und
durch X eindeutig bestimmt. Bildet man nun den 2-Kozyklus

f'=r-og,
so gilt fiir beliecbige Elemente x, " aus O :

fl(x(l)’ y(l)) ____f(x(l), y(])) _ ()\g(xil), y(l))
:__f(x(l), y(l)) _ [!)\g(l)(xll)' y(l)) =0 mod ;Bm.

Ferner definieren wir eine 1-Kokette g’ von /0 iiber R,. durch folgende
Vorschrift ;

g'(x"W) = f(x2", W), g'(X) =3\, g'(x"W),

wo wieder X =30 x{"W, (x"€O", {=1,2, -, #) gesetzt ist. Wie in
§1.2 kann man leicht verifizieren, da3} fiir ein beliebiges Element x?
aus OV stets

(f'+o0gHx", X)=0 mod T

gilt; d.h f'44ig =f— 3(g — g') ist ein normaler 2-Kozyklus von
OO iiber N,.. Es ist klar, da% alle 2-Kozyklen aus einer normalen
2-Kohomologieklasse von /o iiber %}, in O zerfallen, wenn. diese 2-
Kohomologicklasse irgendeinen in O zerfallenden, normalen 2-Kozyklus
enthilt. Wir kénnen also von einer in OY zerfallenden, normalen 2-
Kohomologicklasse von ©O/v iiber R, sprechen. Aus dem oben Bewiese-
nen schlic?t man also folgenden

Hilfssatz 2. Jede in O zerfallende, normale 2-Kohomologie-
klasse von Ofo uber R.. enthdlt sicher einen normalen 2-Kozyklus von
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QO jber R..

Nun sei f ein normaler 2-Kozyklus von O/ iiber R,, und g eine
1.Kokette von O/o iiber M., mit f=47g mod R”. Dann gilt fiir beliebige
Elemente x, ¥ aus O

y(l)g(xm) + xmg(y(n) _ g(x(nyt_l)) — i;g(x<1)’ yu})
Ef(x(l), y(l)) = 0 mod gm;

d. h. gxV ") = ¥V g(x) + 2V 2(¥") mod P, Dies bedeutet aber, dab
g eine Derivation D von /o iiber R,, istV. Wenn dabei der Ex-
ponent # hinreichend groB ist, so existiert eine Derivation D von O/fp
iiber R.., welche eine Fortsetzung von D™ auf /o ist? ; es gilt also fiir
beliebige Elemente X, Y aus O:

dDIX,Y)=YD(X)+ XD(Y) — DIXY)=0 mod T

Also ist f= 3(g—D) mod . Da aber fiir beliebige Element x'” aus
O stets

g(x) = DV(x®) = D(x")

gilt, so ist g—D eine 1-Kokette von O/ iiber R”. Nach dem in §1.2
Gezeigten ist g2—D eine normale 1-Kokette von O/9O" iiber R,. Somit
ist gezeigt:

Hilfssatz 3. Fitr jedes hinreickerd grofe m wird ein normaler
2-Kozyklus f von Q)T #ber R, dann und nur dann der 2-Korand
einer normalen 1-Kokeite von TV itber N.., wenn f der 2-Korand
einer 1-Kokette von /v uber R, ist.

Bemerkung 1. Hilfssatz 3 gilt auch fiir 22 == oo, Ist ndmlich fiir
eine 1-Kokette g von D/o iiber O/ =N. f=435g ein normaler
2-Kozyklus von ©/9O7" iiber R., so gelten fiir ein beliebiges Element
" aus O

g(x(l':v) — '/'x“”_]g(x(])) (y J— 1’ 2’ ...).
Ist also ¢(=) das Minimalpolynom von x in 0, so gilt:

gle(xP)) = ¢"(xP) g(x") =0,

wo ¢'(Z) die Ableitung von ¢(Z) nach = bezeichnet. Da K¢ iiber &

1) M II, S. 18. _

2) Man soll etwa m so grofl nehmen, daf s groBer ist als der -Exponent der
Quasidi fferente von K/k. Vgl. M. Moriya, Theorie der Derivationen und Koérperdiffe-
renten, Math. Journ., Okayama Univ., Vol. 2 (1953), S. 135, Satz 6. Diese Arbeit ist
mit M I zitiert,
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separabel ist, so ist ¢’(x") sicher von Null verschieden; es mub also g(x™)
== 0 sein. Hieraus schlieBt man sofort, dap g eine normale 1-Kokette von
O/OM {iber M. ist.

Wir bezeichnen nun mit H(O/o, 00 R,.) die Gesamtheit aller in
OO0 zerfallenden, normalen 2-Kohomologieklassen von £/v iiber R,.
Offenbar bildet H®(O/o, O R,.) einen O-Untermodul von HP(O/0; R..),
welche ich im folgenden die in ©OY zerfallende Untergruppe von
H®(L/o; R,.) nennen will. Nach Hilfssatz 2 enthilt jede 2-Kohomologie-
klasse C aus HP(O/v, O ; R,.) mindestens einen normalen 2-Kozyklus
von O/O" iiber R,.. Wenn auBerdem m hinreichend groB ist, so gehoren
nach Hilfssatz 3 alle normalen 2-Kozyklen von O/O" iiber R®,. aus C zu
ein und derselben normalen 2-Kohomologieklasse von ©/<® iiber R,.
Wenn man also aus einer beliebigen 2-Kohomologieklasse C aus
H®(O/o, O Q) einen normalen 2Kozyklus f von O/O uber Rn
herausgreift und dann C die f enthaltende 2-Kohomologieklasse aus
HP(O/O™ s R,.) zuordnet, so entsteht dadurch ein T-Isomorphismus von
H2(O/o, OV R, auf HI (O[O ; R,), falls m hinreichend groB ist.
Daher ist folgender Satz bewiesen:

Satz 1. Es existiert eine natiirliche Zahl N von der Art, dad fitr
jedes m (einschliepflich m = o) mit m 2= N die in O zerfallende Un-
tergruppe H(Ofv, OV ; W) von HP(S[o; R.) stets auf HP(O]O"; W)
O-isomorph abgebildet wird.

Bemerkung 2. Durch geringe Modifikationen kann man Satz 1
auch fiir die 2-Kohomologiegruppe H*(O/0; }{..) beweisen.

§ 3. Erweiterung des Multiplikatorenbereiches
einer 2-Kohomelogiegruppe.

Wir betrachten iiber K eine endlich-separable Erweiterung K* mit
% als Hauptordnung und bezeichnen mit ¥ das nicht-triviale Primideal
aus O, Ferner sei W,* =1, W,*, -«-, W.,* eine Minimalbasis von ©%
iiber © und e die Verzweigungsordnung von K* iiber K. Fiir ein Viel-
faches m von e betrachten wir dann einen 2-Kozyklus f* von /o iiber
NE wo ME den Restklassenring von ©OF nach ‘P*™ bezeichnet. Dabei
versteht man unter # = co auch ein Vielfaches von e. Da fiir beliebige
Elemente X, Y aus O der Wert f*(X, Y) stets zu ©* gehort, so kann
man
(3.1) FYXY) =L AdX, Y)W
setzen, wo dic A(X,Y) (i=1,2, -, n) die durch X, Y eindeutig be-
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stimmten Elemente aus © sind. Fiir belicbige Elemente X, Y, Z aus ©
gilt dann :

XfHY,2Z)+ fHX, YZ) — fHXY,Z) — ZfF*(X, Y)
= Zz=1§XA,(Y, Z) 4+ AUX,YZ) — A(XY,Z) — ZA(X, Y)} W*
=0 mod ¥,

Beriicksichtigt man hierbei, daB W*, W.*, ..., W.* eine Minimalbasis
von OF iiber O ist, so schlieft man ohne weiteres ;

XAY,Z)+ A X, YZ)=AXY,Z) + ZA(X, Y) mod L5,

wo m, = m/e gesetzt ist. Bezeichnet man nun den Restklassenring von
© nach P mit ﬂ,,.o, so verifiziert man ohne Schwierigkeit, daB die
Koeffizienten A, X, Y) (i =1, 2, -+, n) 2-Kozyklen von </0v iiber R, de-
finieren, wenn X, Y unabhiingig alle Elemente aus O durchlaufen.
Wenn man also die durch A(X, Y¥) (i =1, 2, -+, ») definierten 2-Kozyklen
bzw. mit den A, ( = 1, 2, -*+, 12) bezeichnet, so erhilt man:

(3- 2) f* = 1;'=1 L*A{o

Dies besagt aber, daB der O*-Modul Z%™ aller 2-Kozyklen O/o iiber R¥
aus dem $-Modul Z£) aller 2-Kozyklen von O/v iiker R, durch Erwecite-
rung des Multiplikatorenbereiches £ zu T* entsteht. Man nennt also
Z%® die Multiplikatorenbereicherweiterung von Z, zu <.

Ist insbesondere f * normaler 2-Kozyklus von £2/o iiber R, so sind
die 2-Kozyklen A, (i =1, 2, *-, #) auch normal. Also ist der O*.Modul
Z*2 . aller normalen 2Kozyklen von L/v iiber R¥ die Multiplikatoren-
bereicherweiterung von Z5, zu £¥, wo Z, %) den ©-Modul aller normalen

2-Kozyklen von O/ iiber .){.,.D bezeichnet.

Nun sei in (3. 2) f¥* der 2-Korand einer 1-Kokette g* von ©O/o iiber
R¥. Dann gilt fiir ein beliebiges Element X aus O :

(3.3) g¥(X) = Sy B X)W * B(X)el(i=1,2, -, n),

wo die Koeffizienten B,(X) (i =1, 2, -»-, #) durch X eindeutig bestimmt
sind. Wenn X alle Elemente aus O durchliuft, so definieren die B,(X)
(i =1,2, -, n) bzw. die 1-Koketten B, (i=1, 2, ---, n) von O/o iiber N, .
Da nach Voraussetzung

f*=ag* mod P*

ist, so erhilt man aus (3.1):
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FHXY)=LAUX, Y)Y W™
=3 YB/(X) + XB(Y) — BA{XY)} W* mod P*
hieraus folgen sofort die Kongruenzen ;
A(X, Y)=0B(X,Y) mod N (i=1,2, ., n).
Also gilt nach (3.1):
(3.4) ¥ =10, Wi*B; mod P*~,
Ferner ist g* = >3, W.*B..

Der O%-Modul B%® der 2-Korinder aller 1-Kokette von ©O/o iiber
NR* ist also gleich der Multiplikatorenbereicherweiterung des O-Moduls EE,?;
zu O*, wo ES,'f; die Gesamtheit der 2-Korinder aller 1-Koketten von O/o
iiber 2)—1,,0 bezeichnet. Ebenso sieht man sofort ein, daB der ©*-Modul
B*,% der 2-Korinder aller normalen 1-Koketten von O/o iiber R} die
Multiplikatorenbereicherweiterung von B2, m, ZU O* ist, wo BY, die Ge-
samtheit der 2-Kordnder aller normalen 1- Koketten von Ofo uber R,
bezeichnet.

Nun seien C;, C, +++, C, beliebig endlich viele 2-Kohomologieklassen
aus H(O/o; R, ) = ,‘,,”/B"’ Dann greifen wir aus jedem C, (1 <i<7)
irgendeinen 2.Kozyklus f; heraus. Fiir ein beliebiges Elementsystem
AF, A¥, -, AF aus OF gehort DY, AFf, irgendeiner 2-Kohomologie-
klasse C* aus H?(O/o; R¥) an. Dabei ist C* durch die C; und A¥
(i =1, 2, -+, 7) eindeutig bestimmt, aber unabhiingig von der Wahl der
2-Kozyklen f; aus den C, (i =1, 2, ---, 7). Wir wollen daher einfach

C* = 1ir=1 A'z*cg

setzen und C* die durch die A¥ und C,; (i =1, 2, *-, #) crzeugte 2-Koho-
mologieklasse von O/ov iiber N¥ nennen. Offenbar bildet die Gesamtheit
aller durch die Elemente aus £* und durch die 2-Kohomologieklassen aus
H®(O/v; R..,) erzeugten 2-Kohomologieklassen von /v iiber R¥ einen
C*.Untermodul von H®(O/o; R¥); dieser O¥*.Untermodul heiBe die
Multiplikatorenbereicherweiterung von H®(Ofo; &, ) zu OF. Mit
Riicksicht von (3. 2) und (3. 4) iiberzeugt man sich leicht, daB H®*(O/o; R¥)
mit der Multiplikatorenbereicherweiterung von H®(O/o; R,,) zu O*
iibereinstimmt. Ebenso kann man auch bestitigen, daB die normale 2-
Kohomologiegruppe H{(O/v; R¥) mit der Multiplikatorenbereicherweite-
rung der normalen 2-Kohomologiegruppe H&(O/0; R, ) zu O* iiberein-
stimmt.

Hilfssatz 4. Die 2-Kohomologiegruppe H(O[o;RE) bzw. die
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normale 2-Kohomologiegruppe H(O/v; RX) ist die Multiplikatoren-
bereicherweiterung der 2-Kohomolologiegruppe HP(O[o;R.,) bzw.
der normalen 2-Kohomologiegruppe H:>(Ofo;N,,) von Ofo iber R, .
Dabei ist m = m,e gesetzt.

Nun setzen wir voraus, daB die 2-Kohomologiegruppe H™(D/o; R%)
eine endliche L% Basis C¥, C.*, .-, C.¥ besitzt, wo wieder m.e = m ge-
setzt ist, und wir greifen aus ]edem C*(1=i<7) einen 2-Kozyklus f;*
heraus. Nach (3. 2) existieren dann endlich viele 2-Kozyklen £, fi.s

fi.. von /v iiber R,,, fiir welche die Gleichung

fF =54 WX,

gilt. Ist nun f ein 2-Kozyklus von O/o iiber R,‘n, so ist die f enthaltende
2-Kohomologieklasse C*(f) von O/ iiber R% sicher von der Form :

(3.5) C*(f) = 1ir=]Ai*Ci*,

.
’

wo die 4;*% (=1, 2, -++, ) Elemente aus O% bezeichnen. Setzt man dabei

A =3By WX (B, €D, i=1,2,,7),
so folgt aus (3. 5):

7= LB WX % ~0 (B -
d. h. es gilt:

T = (B R ¢ F ) ~ 0 (B,
Setzt man dabei W W,* = 312.C... Wi*, so crhilt man ohne weiteres :

7 = S5 S%amBoCon fon~ 0 T,

weil f ein 2-Kozyklus von O/o tiber R, und W* —1ist. Wenn man
also mit C(f,,) die f., enthaltende 2-Kohombologieklasse von O/o iiber
M., bezeichnet, so ist die f enthaltende 2-Kohomologieklasse C( f) von
O/v iiber R, von der Form :

C(f) il_r/—-Ichfi; w—g)

d.h. die 2-Kohomologieklassen C(f;,)(i=1,2 -, #; v =1,2 =, 5)
sind ein Erzeugendsystem von H""”(D/D;;T{v,,‘“). Da H™(O/o; *Rj;) keln
Nullmodul und die Multiplikatorenbereicherweiterung von H“(Q/o; R, )
zu ©F% ist, so ist H"‘”(D/o;:}{,,,,o) auch kein Nullmodul. Also besitzt
H®(O[o;N..) eine endliche ©-Basis C,, C., -+, C,, weil D euklidischer
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Ring istV. Es ist klar, das die C, (i =1,2, -+-,s) ein Erzeugendsystem
von H®(O/o; R¥) bilden.

Nun bestehe fiir Elemente A,*, A%, ..., A,* aus ©¥ die Gleichung
(3.6) A*Ci + A*Co+ - + AFC, =0

in H®(O/o; N)). Greift man dann aus jedem C, (1 <i<s) cinen be-
liebigen 2-Kozyklus f; heraus, so gilt nach (3. 6)

S W (e Anf) ~ 0 (P#Em),
wo AX =30 A, W,*(i=12, -, 5:A,E0) gesetzt sind. Hicraus
schlieBt man ohne weiteres, daB fiir jedes vy mit 1 < v <
Siadnfi~0 (o) 5
d. h. es gilt in H*(O/o; {.,) die Gleichung :
S AnCi=

Da aber C, C,, ++, C, eine O-Basis von H*(O/0;R,,) bilden, so miissen
A =0(=12 +,5: »y=1,2, +,n) sein; d.h. aus der Gleichung
(3. 6) ergeben sich .

A*C, = A¥Cy =+ =A*C,= 0.

Daher bilden C,, C,, -+, C, auch eine O%-Basis von H®(Q/o; %), Den
bisher durchgefiithrten Beweis kann man auch auf die normalen 2-Koho-
mologiegruppen H,*(O/o;M¥) und H,(Ofv;N.) anwenden. Somit ist
bewiesen : .

Satz 2. Wenn die (normale) 2-Kohomologiegruppe HP(O/o; RX)
(H(Ofo; RE) endliche O¥-Basis besitzt, so besitzt H(Ofo; W,,)
(HP(Ofo; N.)) auch endliche O-Basis. Ferner bildel cine endliche
O-Basis von H ADfo; N,,) (H(Oe; R, ) stets eine O*-Basis von
H®(Ofo: M%) (H2(Ofo: RE)).

Bemerkung. Es sei C eine 2-Kohomologieklasse aus FI(?’(»D/ 0; Ra)
mit ] als O-Linge. Gilt dann fiir ein Element A* aus O* die Gleichung
A*C =0
in H®(O/o; M%), so besteht fiir einen beliebigen 2-Kozyklus f von Ofo

tiber ,, aus C:

A*F~0 (J*),

1) Vgl. etwa Van der Waerden, Moderne Algebra, [l. Teil, Berlin (1940), § 109,
S. 112—117.
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Setzt man dabei A* = >3, A,W.*, so erhdlt man aus der obigen Koho-
mologierelation :

Af~Af~w~A,f~0 (o).
Bezeichnet also © das annullierende Ideal von C aus £, so sind
A€ (F==12,,n);

hieraus folgt sofort: A* & €O*, Dies besagt aber, dab das annullierende
Ideal von C aus O% eine Teilmenge von §O¥ ist. Da das Ideal §O* offen-
bar C annulliert, so ist GO* mit dem annullierenden Ideal von C iden-
tisch, wenn man C als 2-Kohomologicklasse aus H®(O/o; R¥) auf-
faBt. Also ist die ©*Linge von C gleich Je.

Kapitel 1I. Struktur der 2-Kohomologiegruppen
in diskret bewerteten perfekten Kérpern.

Es sei & wieder ein diskret bewerteter perfekter Korper mit o als
Hauptordnung ; ferner sei 2 = K,C K, C -+ C K, = K eine Korperfolge,
in der jedes K; (1 £ i < 5) iiber % endlich-separabel ist. Wir bezeichnen
dann mit O, die Hauptordnung von K,; insbesondere sind £, = 0 und
£, = O gesetzt. Dabei heiBt die Folge der Hauptordnungen

‘DO - Q] C e Da

normal, wenn fiir jedes 7 (1 <7< s) L, aus O;_; durch Ringadjunktion
cines Elementes ¢; entsteht—O, =0, ,[#]—. Ist nun ¢ (3) das
Minimalpolynom von ¢; in K;_, so gehoren die Koeffizienten von ¢;-(Z)
alle zu ©,_;, weil 6; in bezug auf ©,; ganz ist; der Grad », von ¢; (=)
in bezug auf £ ist offenbar der Rang von O, tiber ©,_;, und das Element-
system 1, @, 677 bildet eine Minimalbasis von O, iiber O,_;. Weil
K; iiber k separabel ist, so ist ¢;;(Z) ein separables Polynom aus
;-1 [Z]. Wenn man also die Ableitung von ¢;—;(Z) nach & mit ¢',_4(Z)
bezeichnet, so ist das Hauptideal (¢';(#;)) aus ©O; gleich der Differente
von K, iiber K;_,V.

Die Hauptordnung © einer endlich-separablen Erweiterung K iiber
k heiBe normal izber 0, wenn es eine normale Folge der Hauptordnungen
mit 0 bzw. © als dem Anfangs- bzw. Endglied gibt. Wenn insbesondere
O =[] ist, so heiBe O einfach normal itber o.

Wie im Kap. I bezeichnen wir in diesem Kapitel mit P durchweg das

1) Vgl etwa E. Artin, Algebraic numbers and algebraic functions (1950), S. 92.
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nicht-triviale Primideal aus dem Oberring OV von O, welcher die
Hauptordnung einer endlich-separablen Erweiterung K iiber K bildet.
In diesem Kapitel wollen wir die Struktur der 2-Kohomologiegruppen
H®©O/fo; O/F) und HP (Ofv; O/P™) bestimmen.

§ 4. Struktur der 2-Kohomeologiegruppen mit einfach
normaler Hauptordnung als Definitionsbereich.

O sei eine einfach normale Hauptordnung iiber 0 und ¢ ein primi-
tives Element von © iiber v : © =o0[3]. Ferner sei ¢(Z) das Minimal-
polynom von ¢ in o und » der Rang von O iiber 0. Dann betrachten wir
die 2-Kohomologiegruppen H(O/o; R.) und HP(O/o: R.), wo R.. den
Restklassenring von © nach " bezeichnet. Wie ich schon anderswo
bewiesen habe, enthilt jede 2-Kohomologieklasse von ©/o iiber R,, sicher
einen #-normierten 2-Kozyklus f iiber o; d.h, f besitzt folgende Eigen-
schaft? : '

Fiir ein beliebiges Element x aus 0 gelten

i) f(x,6)=0mod R, (1 =0,1,+,n—1)
und
i) f(%2,60=0 mod " (==0,1,-,2—2).
Man verifiziert nach i) leicht, daB f iiber v normal ist. Ferner ist f
durch den Wert f(8, 6"') mod " eindeutig bestimmt®,

Nun sei auBerdem vorausgestzt, daB der obige #-normierte 2-Kozy-
klus f zur Null kohomolog ist. Dann existiert nach dem in §1.2 Ge-
zeigten eine normale 1-Kokette g von O/o iiber R.. mit f = /g mod T™;
es folgen also aus ii) ohne weiteres :

gixo) =ix0""'g(9) mod P (x =0, 1 =1, 2, -+, 52 —1),
Setzt man dabei f(8, 6"7') = p, so gilt offenbar folgende Kongruenz :
e (0)g0) =0g(s, 0" )= f(9, 9 ") = p mod P,

wo ¢'(Z) die Ableitung von ¢(Z) nach = bezeichnet.
Umgekehrt sei fiir ein Element # aus O die Kongrucnz

e'(0)E = p mod P

in O losbar. Ist dann i eine Losung der obigen Kongruenz aus O, so
setze man fiir cin beliebiges Element >}=ix:7' (x; € 0,1 =0, 1, +--, 2—1):

g(X5x:0*) = Sitlixg'™'a.

1) D kann eventuell mit D iibereinstimmen.
2), 3) Vgl. M II, Satz 3.
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Dann definiert g offenbar eine normale 1-Kokette von ©/v iiber R, mit
g(#) = . Wegen der Gleichung ¢(#) = 0 beweist man ohne Schwierig-
keit, dab 4g ein #-normierter 2-Kozyklus von ©/v iiber R, . mit
g% 6" )= mod R ist. Somit ist bewicsen :

Hilfssatz 5. Ein ¢-normierter 2-Kozyklus f von O]v ither R, zst
dann und nuy dann mod 3" zur Null kohomolog, wenn die Kongruenz

¢'(9)= = f(0,6°") mod P

in T losbar isi. Ist ferner ) eine Lisung der obigen Kongruenz aus
O, so existiert eine normale 1-Kokette g von O/o ither W,. mil g(6)=
sodap

Il

f=idg mod T

ist.

Es ist bereits bewiesen worden, daB es einen f-normierten 2-Kozy-
klus f, von /v iiber M. mit f.(#, 6"') =1 gibt”. Dann laBt sich ein
beliebiger f-normierter 2-Kozyklus von /o iiber %, mod T als das
Produkt aus f,, und einem geeigneten Element aus O darstellen. Da jede
2-Kohomologieklasse aus H*'(2/0;M,) mindestens einen £-normierten
2-Kozyklus von /o iiber 9, enthilt, so ist H*(C/o; N,) sicher ein
zyklischer O-Modul, welcher die f;, enthaltende 2-Kohomologieklasse C,
als eine erzecugende Klasse besitzt, Dabei bestitigt man leicht, daB das
annullicrende Ideal von C, nach Hilfssatz 5 gleich (J”, (¢'(6))) ist. Es
gilt also folgende T-Isomorphierelation :

O (R, (¢'(9))) = HP(O /v ; 9.

Bezeichnet nun # den F-Exponenten von (, (¢’(9))), so ist die ©O-Linge
von D/(R", (¢'(#))), also auch von H(L/o;NR.) gleich #. Somit ist
bewiesen :

Satz 3. © sei die Hauptordnung einer endlich-separablen Er-
weiteruing K uber k. Ferner sei O einfach normal uber o. Dann ist
die 2-Kohomologiegruppe H®(LQ[o; M) bzw. die normale 2-Kohomolo-
giegruppe H(Ofv;: N.) von Ofo itber W, ein zyklischer O-Modul.
Ferner ist die O-Lange von HP(O/o; R.) bzw. HP(O/v; R..) gleich
dem - Exponenten von (B", (¢'(9). Ist insbesondere B durch (¢'(9))
teilbar, so ist H™(Ofo; R,) bzw. HP(O/o: N.) ein zyklischer O-
Modul mit dem - Ex ponenten der Differente von K/k als O-Lange.

Wir betrachten nun einen Spezialfall, da3 © mit © iibereinstimmt:

1) Vgl. M II, Satz 3
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Bezeichnet man dann mit i‘ das nicht-triviale Primideal aus ©, so gilt
folgender

Zusatz zu Satz 3. H®(O/o: O/P™) bzw. H® (Ofo; O/P") ist
zyklischer O-Modul. Ist dabei %" durch (¢'(0)) teilbar, so ist die O-
Lange von H®(O]o; O/ V) bzw. HP(O[o; O/ V") stets gleich dem -
Exponenten der Differente von K/EV.

§ 5. Struktur der 2-Kohomologiegruppen mit nomaler
Hauptordnung als Definitionsbereich.

In diesem Paragraphen sei die Hauptordnung © einer endlich-sepa-
rablen Erweiterung iiber % durchweg normal iiber o, und 0o =9,CO,C
O, =90 sei eine normale Folge der Hauptordnungen, wo ©O,==
O,.4[0,](i=1, 2, -+, s) gesetzt sind. Ferner bezeichne :,, den Restklassen-
ring von O nach ™. Zu einem beliebigen 2-Kozyklus f ¢ von O, /o0
({=1) iiber R., existiert dann ein iiber O;-, #;-normierter 2-Kozyklus von
,/o0 iiber R,, welcher eine Fortsetzung von f“™ auf ©;/o ist?. Mit
Hilfe der vollstindigen Induktion beweist man ohne Schwierigkeit die
Existenz einer Fortsetzung f von f“ auf ©/o mit folgender Eigen-
schaft :

Fiir jedes j mit i £ j < s gelten

i) f(x "6 =0 mod " (v =0, 1, -+, 12,—1)

und :

ii) f(xYg;,07) =0 mod P (v == 0, 1, +=n;—2)%,
wo x7" ein beliebiges Element aus ©;_; und %, den Rang von 9, iiber
©O,_, bezeichnet. Wie in §4 bemerkt ist, gibt es einen iiber ©O,_; ;-
normierten 2-Kozyklus A —, von O,/O,; iiber M, mit A0y, 67 )=L.
Daher existiert eine Fortsetzung 4, von A, auf O/, , mit folgender
Eigenschaft: ‘
Fiir jedes j mit { < j < s gelten
i) (x99, 8)=0 " mod P (v=0,1, -, 1,—1),

i) h_(xY7V8,, 05 =0 mod P (v =0, 1, +=-, 32,—2)
und

i) A0, 6 ) =1, Ba(95 67 ) =0 (> i
Dabei bezeichnet x“~" cin beliebiges Element aus ©;_, und »; den Rang
von O; tiber O,

1) Y. Kawada, On the derivations in number fields, Ann. Math., Vol. 54 (1952),
S. 310—314,

2) M II, Satz 3.
3 3) Fiir jedes j mit s=j={ kann man dem f(ﬁ_y,ﬁ";-’_]) einen beliebigen Wert aus
D angeben.
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Ein 2-Kozyklus f von ©/9Q;_, iiber M., welcher dic folgende Eigen-
schaft (5. 1) besitzt, heiBe ausgezeichnet itber ,_;:
S =0 mod " (b==0,1, =, 52, — 1),
(5. 1) ;
f(x9 g0 =0 mod P (v=0,1, =, 512; — 2),
wo i< j<s, xY =90, und #; der Rang von T, iiber ©;_; ist.

Nach dem oben Gezeigten ist bewiesen :

Hilfssatz 6. Es existiert zu jedem Index i mit 1< i< s ein ither
Qi1 ausgezeichneter 2-Kozyklus h._, von O/O,_, uber W. mit
M0, 677 =1 und h_(0;, 67 ") =0((<<j=<s). Dabei bezeichnet
1, den Rang von O, itber Ty (I < ¢ =< s).

Ferner gilt folgender

Hilfssatz 7. Ist ein 2-Kozyklus f von OO, (1< i <5s) iber N
ausgezeichnet uber L., so ist f normal uber O, d.h. fur ein
beliebiges Element x'" bzw. X aus O,_, bzw. T gilt stets:

[l X)y=0 mod P,
Beweis. Es ist klar, daB die Elemente
079 0y (by=0,1, 0, m;—1; j=4,i+ 1, 5)
cine Minimalbasis von © iiber ©;_; bilden, wo fiir jedes j #; den Rang

von L; iiber O;_, bezeichnet. Dann ist cin Element X aus < von der
Form

X = Zc(vly Vi41,*%" !'s)j’lltjr?]-]."(}:s

mit den Koeffizienten ¢(vi, vy, , ;) aus ;. Um also die Kongruenz
S(x% 7 X)=0 mod " zu beweisen, geniigt zu zeigen, daB fiir jedes
Zahlensystem (vy, viqa, *°*, ve) Stets

S, el v gy oo 200 07) = 0 mod

erfiillt ist.

Weil die Einschrinkung von f auf <,/9;,; iiber Oi_; f-normiert
ist, so ist die Einschrinkung von f auf /2, ein normaler 2-Kozyklus
von ;/9O,_, iiber N,.. Wir nehmen also an, dab die Einschrinkung von
[ auf O,.,/O,_, ein normaler 2-Kozyklus von O,_,/9,_, iiber N,. ist; also
gilt fiir ein beliebiges Element % bzw. x*™ aus O,_, bzw. O,_, stets :

f(x“_]), xls—l)) = 0 mOd sl_gm.

Da das Element (s, vi4, 0 vs) 0786755 246355 ersichtlich zu O,_, gehort,
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so bezeichnen wir der Einfachheit halber dieses Element mit x“™. Dann
gilt offenbar ;

XSO0, 03 SEI, 0wy vi, oy v )OO 0 0k)
= f(x(l—nx(s--l)’ f);’,q) + 6}‘f(x““’, x!s—l)) mod 1{”)'

Da f {iiber ©,., 0;-normiert ist, so sind
S0 =0 und f(x"x¢, ) =0 mod P";
ferner gilt nach Annahme
f(x(t—n, x(s—n) = 0 mod S—Bm.
Daher muB  f(x"™, ¢(s4y 1ia1, o0y 1 )67675 20 £3) =0 mod P” sein, w.z.
b. w.
Wir betrachten fortdauernd die Minimalbasis

A (v;=0,1, v, my—1; j=id,i+1,+,5)

von © iiber ©,_,. Dann bezeichnen wir unter den Basiselementen dieser
Minimalbasis dic 67 (v, =0, 1, +»-, 22, — 1) bzw. mit 22, und die iibrigen
Elemente, irgenwic numeriert, mit %, -, ©%, wo N, ==, + 71,

gesetzt ist, Ein beliebiges Element X aus O ist also von der Form:
= iydxy T 0 "ED L, (v=12, +, N)

Nun definiere man fiir einen beliebigen normalen 2-Kozyklus f von /o
iiber N,. eine eindeutige Abbildung g von © in T auf folgende Weise :

g(X) — Z;’\glg(x{’i—))!‘.:n) und g( (1— 1)()(”) ___f(x(l-—-l) an).

Dann sicht man sofort ein, da3 g eine lineare Abbildung mod " von ©
in O ist. Da f ein normaler 2-Kozyklus von O/v iiber N, ist, so folgt
fiir ein beliebiges Element x aus o aus der Relation

Sfaf (x40, 00) + flx, 28000 = TG xS, 4)
+ 0 f(x, x7")} mod P
xg(X E;‘V:c‘ f(x(i l) )(t))——- Z ]f xx(i«l) Q‘{‘i))
= g(xX) mod P,

d. h. g ist eine normale 1-Kokette von /o tiber N,.. Ferner ist g wegen
g(xt ) = g(x" 0P = f(x*", 1)=0 mod T" (x* " e O,_,) eine 1-
Kokette von ©/9Q,_, iiber N,.; daher induziert der 2-Korand dg von g in
,_, offenbar einen ausgezeichneten 2-Kozyklus von O,_,/0 iiber R..

Wir setzen nun

ff=f+og.
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Dann gelten fiir ein beliebiges Element ™ aus Oy, :

j‘/(x(i-—l)’ "Q’(‘i)) =f(x(i—1)' Qéﬂ) + 3g(x(i—1)’ _Q,(,i))
= f (x4, QM) + 2P g(xt") + x4V (V) — g'(x“—“s.%“)
Ef(x(i—-l), oDy f(x(i—l), 28y =0 mod sljm
(P = 1, 2, tey NE),
weil g(x® ) =0 und g(2") =71(1, ) =0 mod P" sind. Hier soll be-
merkt werden, daB die Einschrankung von f’ auf ©O,_/o iiber 0 aus-
gezeichnet ist, soweit die Einschrinkung von f von ©;_,/0 auch so ist.

Nun sei vorausgesetzt, daB fiir ein ¢ mit 1= g { n, — 1 die Kon-
gruenzen

f(x% e, 0H)=0 mod " (j=0,1,:,g — 1)

erfiillt sind, wo x“~" alle Elemente aus ©,_; durchlduft. Dann definiere
man cine 1-Kokette g’ von ©/o iiber R, durch folgende Festsetzungen :

i) gr(x(i—])_(zfi)) j— gl(x'.t—-ll) = 0 mOd $m-
ii) Fur jedes v mit 2= <, ist
g;(x(i—])!zil)) J— g'(x(i—l)ﬁzml) _____fr(x(l——llﬂi’ 0{—‘_’).
iii) Fiir jedes v mit #; + 1= v = N, ist
gl(x(i—l)!h)si)) :=fl(xﬁ—-])’ .!-)‘{,i))‘
Nach Definition gelten offenbar fiir alle » mit v > 2, stets:
gl(x(l—l)!!y'u) = 0 mod S‘Em;
fiir jedes v mit 2= v < #, erhilt man aus der Relation
x(t—l)f/( 71’ 0‘1'_2) _,‘_f/(x(l—-l)’ 0:—‘1) Ef/(x‘.t—l)”h 0‘{—2) + awlz—:’.f:(x(i—l), 01)

mod P
2 Vg ()= g(x"" ) mod P

Ferner verifiziert man wie bei g, da® g’ auch cine normale 1-Kokette
von O/o iiber N,. und sogar cine 1-Kokette von O/O,_, iiber N, ist.
Setzt man nun

Sr=1 g,

so verifiziert man fiir jedes » mit 1 =< » < N, ohne Schwierigkeit folgende
Kongruenz;
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f/:(xu-l), _Q,(’i)) ;__f/(x‘t——l)’ Q-SD) + (;gr(x({-l)’ !")\SD)
Ef/(x(i—])’ _Qé’l)) + x(i——])gl(‘g{’i)) . gl(x(i--l)-@’sﬂ)
=0 mod T,

Aus der Relation f"(x""¢,, 6)) =f"(x"""0, 0]) + dg'(x* V0o, 0]) =
L0, 0 + 0l f1(xP0,, 1) + x40, f(05, 617) — f1(x4V0,, 0)) =
x40, (0, 617" mod " schlieBt man sofort, dab fiir alle j zwischen 0
und ¢q stets

S (x*p, 0) =0 mod P

gelten. Ferner ist klar, daB die Einschrinkung von f# auf ©O,_,/o0 iiber
0 ausgezeichnet ist, soweit f’ auch so ist. Man kann daher durch voll-
stdndige Induktion cinen zu f kohomologen, normalen 2-Kozyklus f* so
konstruicren, da® die Einschrinkung von f* auf ©,/o iiber O, ;-
normiert ist und infolgedessen diese Einschrankung von f* auf O,/o iiber
0 ausgezeichnet ist, soweit die Einschrinkung von f auf ©,.,/v iiber o
ausgezeichnet ist.

Nach dem cben Bewiesenen existiert zunichst ein normaler 2-Kozy-
klus fi von ©/v iiber M, mit fi~f (T") von der Art, dak dic Ein-
schriankung von f, auf ©;/o iiber v #,-normiert ist. Nun existiert nach
dem oben Bewiesenenen ein normaler 2-Kozyklus f. von O/o iiber R.
mit fo~ f, (") von der Art, dab die Einschrinkung von f, auf ©./o
iiber o ausgezeichnet ist. Mit Hilfe der vollstindigen Induktion kann
man also folgenden Hilfssatz beweisen :

Hilfssatz 8. Jede normale 2-Kohomologieklasse von O/v itber N..
enthalt mindestens einen itber 0 ausgezeichneten 2-Kozyklus.

Hilfssatz 9. Es seien hi_ (i=1, 2, :-+, s) ausgezeichnete 2-Kozyklen
von Ofv ither W., welche in Hilfssatz 6 angegeben sind. Ferner sei f
ein beliebiger, itber v ausgezeichneter 2-Kozyklus von Ofo iber R..
mit f(0;, 07") = p; (i =1,2, -, 5). Dann gilt:

f= EL],Mthi—l mod ",

Die¢ normale 2-Kohomologiegruppe H(Ofo; W.) besitzt also endlich
viele Evzeugende.
Beweis. Wenn s==1, also O iiber 0 einfach normal ist, so ist

sicher:
fE ’lljho mod %’" D,

1) Vgl. M II, Satz 3.
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Ist nun £ ein iiber O, ausgezeichneter 2-Kozyklus von O/9,; iiber N,
mit den fUa;, 077") == py (i =2, 3, -+, s) so nehmen wir an, daB

f“) = Z;“:ﬁj‘ui}?t.—] mod DTk

ist. Nun ist f — k. cin iiber v ausgezeichneter 2-Kozyklus von O/o
iiber M., dessen Einschrinkung auf ©,/0 mod " zu 0 kongruent ist;
d. h. f— puh, ist ein tiber £, ausgezeichneter 2-Kozyklus von O/, iiber
R. mit (f — mho)0, 037) = ({=2,3,---,5). Nach Annahme gilt
also:

= who= DIHIRYITY mod %,
woraus
f =37, ]I-iht—l mod %m

folgt.

Es sei € eine 2-Kohomologieklasse aus H*(O/o;M..). Dann besitzt
C einen iiber o ausgezeichneten 2-Kozyklus f. Da nach dem oben Be-
wiesenen

fE Eizlluihi_] mOd %m (‘M{, = 5, i == 1, 2, teey S)
gilt, so erhdlt man:
C = DiamC(hy),

wo C(h_y) (i ==1, 2, -, s) die A;_, enthaltenden 2-Kohomologicklassen aus
H>(©/o; R,.) bezeichnen. Daher bilden C(h,), C(hy), -+, C(hs_y) ein Er-
zeugendsystem von H{(O/o; R

Wir bezeichnen nun mit K (1 £ j =< s) den Quotientenkorper von ;.
Da das Hauptideal (¢’;-4(7,)) aus © gleich ist der Differente von K,/ K-,
so ist das Ideal ®,_; = (j /_/i ¢ 5(05) (1=<{i=<s) nach dem Schachtelungs-

satz iiber Differenten gleich der Differente von K/K,,”. Dann gilt
felgender
Hilfssatz 10. fi_, Sei ein iber .., ausgezeichneler 2-Kozyklus

- s
von O[O0y ither Np und D, = (j/_li ¢'5-1095)) die Differente von K/K,_,.

Dann gilt :

1) Vgl. etwa H, Hasse, Zahlentheorie, Berlin (1Y50), S.316.
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[Jét (P’j—l (0})] fi—] ~ 0 (;B-m) ;

Jolglich annulliert die Differente von K/K,_, jede normale 2-Kohomo-
logicklasse aus H{(O/O,.;; Na)
Beweis., Ist O =9,, so gilt nach Hilfssatz 5:

sD'l—l(gi,)f[—] ~0 (ﬁm)-

Wir wollen also annehmen, daB fiir jeden iiber O, ausgeczeichneten 2-
Kozyklus fi von 9/9, iiber R, stets

[ ¢ )]~ @
F=5+1
gilt. Offenbar besitzt die Kongruenz

¢"1-(8)E = ¢"1(2) fra(y, 67577) mod R

== fi_1(04, 63+7") als eine Losung. Also existiert nach Hilfssatz 5 eine
normale 1.Kokette g, von O,/O,_, iiber . von der Art, daB fiir die
Einschrinkung f;-, von fi- auf $,/O,; ¢ i-(0) fri-1 = 0 g1, 1-» mod P
gilt. Nun sei g, (j =1) eine solche Fortsetzung von g, auf O,/O;_,,
daB d4g,.,-; liber 0 ausgezeichnet ist. Ist dann ¢(Z5) ="y +
TN ZY das Minimalpolynom von 6;,, in O, so setzec man:

- -1,
‘r’"jj" J)(ﬂjﬂ) = 3.5} 0;+1g1,1~.(6§3’ )

Da = ==0 eine Losung der Kongruenz
¢ (0= + (;"31"_”(‘9)“) = 953']'1_”(0”1) mod "

ist, so existiert eine normale 1-Kokette g;.5,;; von ©;,,/v iiber . derart,
daB g;,1,1—1 eine Fortsetzung von gj; auf $;,;/0 mit gy (25.:) =0
und dg;., tiber O ¢, -normiert ist’. Durch vollstindige Induktion
beweist man die Existenz einer solchen Fortsetzung g, von g, auf
O/O,, daB gi4(0,)=0 mod " ( < j<s) sind und 4g., iiber Oy,
ausgezeichnet ist. Offenbar ist f;==¢";_(8:) fi_s — 6gi-1 cin normaler
2-Kozyklus von ©/9Q, iiber M, und sogar nach Konstruktion iiber O, aus-
gezeichnet. Nach Induktionsannahme gilt also:

i e | fo=] 1 g0 | i = [ I 90 gm0 G

1) Vgl. M II, Satz 4.
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d. h. es ist l:j/i/[ 9’”'1—1(9_1)] Jiei~0 (“T%m)

Da jede 2-Kohomologicklasse C aus I7 $(0/9O;..,: M) nach Hilfssatz
8 einen iiber O,_; ausgezeichneten 2-Kozyklus enthiilt, so gilt nach dem
cben Bewicsenen stets:

I:j/;/[ ‘F'J—l(ﬁj):l C==0;

also ist die Klasse C durch die Differente ®;_, von K/K,., annulliert,

£
weil ;. das durch /] ¢'5_,(8;) erzeugte Hauptideal ist.
j=1

Zusatz 1 zu Hilfssatz 10. Die Differente DAK/k) von K]k annul-
liert jede 2-Kohomologieklasse aus H”(O]o; Np) bzw. HP(O/o; R,

Aus dem Beweis von Hilfssatz 10 erhiilt man folgenden

Zusatz 2 zu Hilfssatz 10. Zu einer normalen 1-Kokette g, von
O/, wber N, existiert stets eine Fortsetzung g, von g, auf
£/, derart, dai g(*)) =0mod " (j=1i + 1, ++-, 8) sind und 6g,-,
uber .-, ausgezeichnet ist.

Nun nchmen wir an, daB HS(O/v; W.) kein Nullmodul ist. Da
H{(O/0 ; N, nach Hilfssatz 9 endlich vicle Erzeugende besitzt, so besitzt
H(C/o; M) eine endliche T-Basis Cy, C., -+, C,, weil O ein euklidischer
Ring ist. Dabei ist jedes C; (1<<i<{r) nach Zusatz 1 zu Hilfssatz 10
durch dic Differente von K/% annulliert; also ist die $-Linge von C; in
H(O/o; M) endlich. Hieraus schlieBt man, daB fiir jede natiirliche
Zahl m HP(S/o: Na) stets endliche O-Lange besitzt.

Nun wollen wir fiir ein hinreichend grofies m die O-Linge von
HZ(O/o; M) bestimmen. Da nach Satz 3 fiir (¢'4(6,)) | B die O-Linge
von HP(O,/v: M. gleich ist dem R-Exponenten der Differente von K, /&,
so wollen wir annehmen, dab fiir jedes hinreichend groBe m die O-Linge
von H(O,_,/0: M, gleich ist dem P-Exponenten d(K;.,/k) der Differente
von K,_/k. Wir ordnen jetzt einem normalen 2-Kozyklus f von ©/o
iber M. dic Einschrinkung f“" von f auf O,_,/v zu. Dadurch gehen
offenbar alle zu f kohomologen, normalen 2-Kozyklen von /v {iber R,
in ein und dieselbe normale 2-Kohomologieklasse von £, /0 iiber R,
iiber. Dic so definierte Zuordnung stellt also einen $O-Homomorphismus
® von H,(C/o: W) 52 HP(O,/0; W,) her. Ist aber f“ " ein beliebi-
ger normaler 2-Kozyklus von ©,_,/0 iiber N, so besitzt f“~" cine solche
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Fortsetzung f auf O/o, daB f iiber £, f-normiert ist’., Fiir ein be-
liebiges Element Xy« "¢l (xF "= O,) aus © und ein beliebiges
Element x aus v gilt also:

DI f(xE0, 08 + f(x, 200D = Tt [ f(xxt", 00
+6Lf(x, 2] mod T

weil f tiber O,.; #-normiert und f(x, x{"") = £ "(x, x{""") = 0 mod P"
ist, so erhilt man aus der obigen Kongruenz:

fx, 2ig'xF 0y = T (x, x5 6) =0 mod P

Daher ist f ein normaler 2-Kozyklus von $/o iiber W,.. Somit ist ge-
zeigt, daB jeder normale 2-Kozyklus von ©;_;/v {iber R, stets cinen
normalen 2-Kozyklus von ©O/o iiber R, als eine Fortsetzung besitzt. Der
oben definierte O-Homomorphismus @® bildet also H*(O/o; RNn) auf
HP(O,_,/o; R, ab. Dabei ist der Kern von @ mit der in £©,_; zerfallen-
‘den Untergruppe H{?(O/o, O, ; Ry) von HP(O/o; N,) identisch. Daher
gilt folgende O-Isomorphicrelation :

(5.2) HP(O /05 R/ HP(OF0, Oy s Rou) 2 HP(O, -1/ 05 D).

Fiir jedes hinreichend groBe s gilt aber nach Satz 1 folgende O-Isomor-
phierelation ;

(5. 3) HP(O[0, O, 1 ; W™ = HP(O/O,1 ; K.
Aus (5. 2) und (5. 3) schlieBt man ohne weiteres :

©-Linge von HP(O/f0; Ry) = O-Linge von HAAO/O,_;; Ra)
+ $-Linge von HP(O,.,/0; Na).

Da D iiber O, cinfach normal ist, so gilt fiir jedes hinreichend groZe m:

©-Linge von H(O/O,_;; Rn) = d(K/ K,—;) (}-Exponent der
Differente von K/K,_;);

daher ist
O-Lénge von H{(O/0; M) = d(K/K._y) + d(K,../k).

Wegen des Schachtelungssatzes iiber Differenten ist dabei d(K/K.-)
+ d(K,-:/ k) gleich dem -Exponenten der Differente von K/k Da nach

1) Vgl. M II, Satz 3.
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Hilfssatz 1 H"(QO/o0; 3i,) zu HY (/o M,) O-ismorph ist, so schlicken
wir aus dem bisher Gezeigten folgenden

Satz 4. Es sei K endlich-separabel ither k und O die Hauptord-
nung von K, Ist dann O itber 0 normal, so besitzi jede (normale) 2
Kohomologiegruppe H*(T/o; WMy (HI(Q/0; M) endliche S-Lange,
und sogar endliche T-Basis, wenn sie kein Nullmodul ist. Ferner
existiert eine natitrliche Zahl N von der Art, da3 fiir jedes m mil
m = N die O-Lange von H*(O/0; Na) (HT (S0 N)) gleich ist dem -
Exponenten der Differente von K/k.

§6. Struktur der 2-Kohomologiegruppen mit allgemeiner
Hauptordnung als Definitionsbereich

Wenn die Hauptordnung © einer endlich-separablen Erweiterung K
iber k nicht notwendig normal iiber v ist, dann betrachten wir einc KX
cnthaltende, cndlich-separable galoissche Erweiterung K* {iber %; dic
Hauptordnung von K* bezcichnen wir mit % Da K* iiber £ bzw. K
galoissch ist, so ist % iiber 0 bzw, £ normal”. Ferner bezeichnen wir
mit P* das nicht-triviale Primideal aus ©%* und mit d*(K*/%k) bzw.
d*(K*/ K) den P¥*.Exponenten der Differente von K*/k bzw. K*/K. Nach
Satz 4 existiert eine natiirliche Zahl N derart, daB fiir jedes m mitm =N
d*¥(K*/k) bzw. d*(K*/ K) gleich ist der £*-Linge der normalen 2-Koho-
mologiegruppe HP(C*/o; ME) bzw. HF(EC* /S NE), wo NE den Rest-
klassenring von % nach P*™ bezeichnet.

Nach dem am Anfang von $5 Bemerkten beweist man leicht, daB
jeder normale 2-Kozyklus von O/o iiber N¥ stets als normaler 2-Kozyklus
auf O¥%/o fortgesetzt werden kann. Wir ordnen nun einem normalen 2-
Kozyklus f* von ©O*/o iiber N¥ die Einschriankung f von f* auf O/o
zu; durch diese Zuordnug entsteht offenbar ein O*-Homomorphismus ®
von H(O%/o; RX) auf H(O/o; RE). Dabei ist der Kern von P die
in © zerfallende Untergruppe Hy'($%* /o, O; NE) von HE(O*/o: R¥). Fiir
cine beliebige natiirliche Zahl m gilt also folgende ©*-Isomorphicrelation:

(6.1) HEP(O*Jo; RO/ HP(S*fo, O3 RE) == HAO v : RE),

Da nach Satz 4 H*(T%/ 0; M%) endliche O*.Linge besitzt, so ist die O%-
Linge von H(O/o; R¥) auch endlich. Somit ist bewiesen :
Hilfssatz 11. Die O*-Linge einer beliebigen (normalen) 2-Koho-

1) M1, S, 128—129, Hilfssatz 4.
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mologiegruppe HO(O[o; NE) (HH(O[o; RE)) ist endlich.

Nun wollen wir annchmen, daB die oben bestimmte nitiirlich Zahl
N von vornherein so grof gewihlt ist, dab H»(O%/o, O; N¥) nach Satz
1 zu HP(O%/O; NX) O*.isomorph ist; also ist fiir m = N die $*.Linge
von HP(O% /o, D, NE) gleich d*(K*/K). Fiir jedes m mit m=N
schliefbt man also aus (6. 1):

(6. 2) O*.Linge von HP(O/o; R¥) =d¥(K*/k) — d¥(K*|K).

Wegen des Schachtelungssatzes iiber Differenten ist d*(K*/k)—d*(K*/ K)
offenbar gleich dem P*.Exponenten der Differente von K/k.

Im folgenden bezeichnen wir mit € die Verzweigungsordnung von K*
iber K, und wir betrachten den Restklassenring Rm, bzw. RE von O
nach " bzw. O* nach ¥*™, wo m=m,e gesetzt ist. Ist dann HZ(O/o; RE)
kein Nullmodul, so ist nach (6.1) H{'(£%*/o; R%) auch kein Null-
modul, also besitzt H;”(O*/0;R¥) nach Satz 4 einc $*-Basis. Wegen
der Relation (6. 1) besitzt H{7(&/o; N¥) auch endliche T*-Basis. Nach
Satz 2 besitzt dann HY (D/D,J{.ma) eine &-Basis C,, C.,+, C,: ferner
bilden die C; (=1, 2, -+, 7) auch eine O*-Basis von H(CT/o; RE).
Bezeichnet nun 7; die ©-Linge von C, so ist [;¢ nach der Bemerkung von
§3 gleich der ©*.Linge von C,. Also ist Xi-.[.¢ gleich der O*.Linge
von HP (/o NE),

Wenn insbesondere m,e = N ist, so gilt nach (6. 2):
(6. 3) Yo lie == d*(K*/k) — d*(K¥* ] K);

also ist (d*(K*/k) — d*(K*/K))/e offenbar gleich dem J-Exponenten
d(K|k) der Differente von K/k. Daher folgt aus (6. 3):

Xl = d(K/k).

Da %i.iJ, die O-Linge von H{(C/o; Nu,) ist, so ist gezeigt, daB dic O-
Linge von H{'(O/o; Na) gleich d(K/k) ist.

Alles zusammenfassend haben wir bewiesen :

Satz 5. Es sei W, der Restklassenring von O nach T". Dann
besitzt die (normale) 2- Kohomologiegruppe H™(T/o; Nu) (HP(O/0; Fn))
endliche $-Basis, wenn sie kein Nullmodul ist. Ferner existiert eine
solche naturliche Zahl N, dap fitr jedes m 2= N (einschlie3lich m==o0)
die O-Lange von H®(O/o: M) (HH(C/o; Ra) gleich ist dem P-Ex-
ponenten der Differente D(K/E) von K/k; also ist jede normale 2-
Kohomologieklasse aus H®(O[v; R.) (HH(DO/0; W) durch S(K|k) an-
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nulliert.

Nach Satz 5 besitzt H(O/o; /) offenbar die O-Linge d(K/ k).
Da nach Verabredung O = O/~ gesetzt ist, so bezeichnen wir im fol-
genden H{*(O/o; O/P*) mit HI(O/o; D). Es sei f ein normaler 2-
Kozyklus von O/ iiber . Dann heiRe die C-Léinge der f enthaltenden,
normalen 2-Kohomologieklasse von $/o iiber © die O-Linge von f in
H?(Q/o; Q). Fiir jede natiirliche Zahl s induziert f offenbar einen
normalen 2-Kozyklus von Ofo iiber M, wo O/R™ == R, gesetzt ist. Ist
nun a, die $-Linge von f in H*(</0; R.), so ist nach Satz 5

améa(K/k).
Ferner gilt fiir #; < m.:
Qn = Qn,
Denn fiir cin Primelement 7/ von P aus O gilt offenbar
1 f= 6gm, mod P,

WO g, cinc normale 1-Kokette von Dfo uber Na, bezeichnet; weil gu,
offenbar cine normale 1-Kokette von O/o iiber R, ist, so gilt

i me f= (;gmz mod i{m’,

also ist Qw, éam__,. Daher existieren eine natiirliche Zahl N und eine

nicht-negative ganze rationale Zahl @ von der Art, da?’ fiir jedes # mit
m = N stets a,, == a ist. Offenbar gilt dabzi die Ungleichung;

(6.4) a < ©-Linge von f in H?(O/o; 0O)

Ferner existiert eine normale 1-Kokette g, mit //*f =4 g, mod P", wenn
m Z N ist. . Fiir beliebige Elemente X, Y aus © gilt dann:

”\(gmv-H - gm.)(AX) Y) - ﬁ(bf(x Y) _ ﬁaj.(X; Y) = 0 mOd V?Em;

d.h. D, == gu.1 — gu ist cine Derivation von Ofv iiber M. Nun be-
zeichnen wir mit W, W4, -+, W, eine Minimalbasis von O iiber v und
mit ¢(5) (1 =7 < ») das Minimalpolynom von W; in v. Wegen ¢ W))
== () gilt dann;

e (WID.(Wi)=0 mod ",

wo ¢’i(Z) die Ableitung von ¢.(Z) nach = bezeichnet. Weil offenbar
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o' Wi) # 0 ist, so besitzt ¢';( W) den P-Exponenten w,(w; < co); daher
ist D,( Wi)=0 mod T" ", Hieraus schliebt man ohne Schwicrigkeit,
daB lim D,(W;) =0 ist. Da ecin belicbiges Element X aus © von der

Mm—oa

Form
X=X x.W, (x; ED)
ist, so gilt:
D(X) — 2 %D, W)=0 mod P*;
hieraus schlieBbt man:

lim Dm(X) ==lim Z}::leDm(Wi,) == 0-

m—roo Mm—o0

Dies besagt aber, da® diec Folge {D,(X),m =N, N+ 1, --} gleichmiibig
zur Null konvergiert; d. h. zu einer beliebigen natiirlichen Zahl v exis-
tiert eine solche natiirliche Zahl N(v) = », dab fiir ein beliebiges Element
X aus © und fur jedes s mit m = N{(v) stets

D,(X)=0  mod

gilt.

Betrachtet man also g,(X) als eine Funktion von X, so konvergiert
die Funktionenfolge {g.(X);m=N N+1, --} gleichmBig zu einem
Element g(X) aus ©. Nach Definition gilt fiir ein belicbiges Element x
aus D

lim gn(xX) =gxX);

m—rca

weil aber gn(xX) = xg.(X) mod " ist, so ist

lim g.(xX) =1lim xg.(X) = xg(X),

Mores moe
also ist:

gxX)=xg(X).
Ferner gelten fiir ein beliebiges Element ¥ aus O

lim g.(X) = g(X), lim g.(Y) = g(¥) und lim g(X +- ¥)=g(X + Y);

Mmoo Mo

da g X+Y)=g.(X)+ g.(Y) mod 3" ist, so schlieBt man ohne
Schwierigkeit :
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g X+ Y)=g(X)+ g(Y).

Somit ist gezeigt, daB g eine normale 1-Kokette von O/o iiber O ist.
Wegen der Kongruenz 77°f(X, Y)=dg.( X, V)= Yg.(X) +Xg.Y) —
gn(XY) mod J" ergibt sich:

m-sco

=Yg(X)+ Xg(Y) - g XY)=0g(X,Y);

die ©-Linge von f in H(O/o; Q) ist also nicht grober als @. Hieraus
schlieBt man nach (6. 4):

a = O-Liange von f in HP(C/o; Q).

Mithin ist bewiesen :

Hilfssatz 12. Es sei [ ein normaler 2-Kozyklus von Ofo wber D
mit der O-Lange a in H(O/o; ). Dann existiert cine natiirliche
Zahl N, so daB fiir jedes m mit m= N die O-Linge von f in
HO/o; Ra) gleich a ist.  Insbesondere ist dann und nur dann f ~0
(P=), wenn fiir jedes hinreichend grole m stets f~0 (™) ist.

Nun scien fi, fo -, f» ©-unabhingige, normale 2-Kozyklen von O/o
iiber 51 d. h. aus A, f; 4+ A.f +++A,f.~0 (F) mit den Koeffizienten
A (i=1,2, -, 7)aus O folgen A,f, ~ Asfs~+~A,.f,~0(F). Fer-
. ner seien a,, @., -+, @, bzw. dic O-Lingen von fy, fo,+, f, in H(O/o; Oy
Dann existiert eine natiirliche Zahl N derart, daB fiir jedes m mit
m=N fi, fy *, f» als normale 2-Kozyklen von ©/o iiber R, auch O-
unabhingig sind. Da nimlich die Behauptung nach Hilfssatz 12 fiir
r =1 richtig ist, so wollen wir annehmen, daB die Behauptung fiir f;,
£, -+, f+_ richtig ist. Existiert aber zu f,, f;, -+, f keine solche Zahl N,
so gibt es eine aufsteigende unendliche Folge der natiirlichen Zahlen
my  ma oor Cmy o+ derart, dab fiir jedes w1, (11 < 00) fi, fo, o0 [
als 2-Kozyklen von O/o iiber J{,, nicht D-unabhingig sind. Dabei kann
man ohne Einschrinkung der Allgemcinheit annehmen, dad nach Hilfs-
satz 12 die ©-Lingen von den f; (i==1, -, 7) in den Hﬁ,’-”(-D/o;ﬂ—{,,.y) (v ==
1, 2, =) bzw. gleich a: sind, und dab f,, f5 -, f,-1 als 2-Kozyklen von
Ofo iiber N, O-unabhingig sind. Nach Voraussetzung gilt also zu
jedem mz, folgende Kohomologierelation :

1) Weil fi, fa,, f» D-unabhiingig sind, so sind die aii = 1,2,--7) alle gréBer als
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(6- 5) A-V,If] +- A—U.Zf_‘ + o 4 Av,rerO (;’Emy );

wo mindestens ein A,,.f; mod P" zur Null nicht kohomolog ist. Ist da-
bei A,,.f»~0 (P™), so miissen wegen A,, [ 3+ -+ + Ay, froy~ 0 (F™)
und folglich nach Voraussetzung

A_mfl ~ A—v.‘zfz e A‘:.r—l w1~ 0 (igmv )
sein, was aber ein Widerspruch ist. Es ist also fiir jedes #s,
A, fr™0 CR™) .

Bezeichnet man nun mit b, den Y3-Exponenten von /T.,,,. und mit // ein
Primelement von ¥}, so ist 7/’* A; eine Einheit aus ©. Durch Multipli-
kation mit 77 A;} erhdlt man aus (6.5):

(6- 6) B-v,l_f] + Bv.'.’f: + ver _iA E'J,r'—].fr—l + l_[bv.f"’vo (;‘Bmv ):

wo B,.= A, A; 11" (i =1, 2, -, 7 — 1) gesetzt sind. Offenbar ist dabei
O < b, < a,. Es cxistiert also eine unendliche Teilfolge von {b,; » ==1,
2, +-+}, deren Glieder alle gleich sind. Daher kann man ohne Einschrin-
kung der Allgemeinheit annehmen, dad von vornherein

by=by==ro =h,=ree =)
sind. Da aus (6. 6) stets
Byifi+ By fod o+ By foy + 1I'fr~0 (BT
folgt, so kann man annchmen, daB fiir jcdes # mit #m = 1, stets
(6.7) Buifi+ Bupfe+ o+ Buos four + T, ~0 (T

gilt, wodie B,; (i =1, 2, -, — 1) Elemente aus O bezeichnen. Dann
schlieBt man aus (6. 7):

(517z»+],l - Em,])fl 5 oeee + (Bm+l,r—1 s Em,r—-l)fr—-l ~0 (‘ﬂ._{m).

Weil nach Voraussctzung f), /o, , f.—1 als 2-Kozyklen von 9O/o iiber R,
O-unabhiingig sind, so miissen
(Bm-e-l,l - Bm,]).fl adiiend (Bmi—l.r-l - B_m,r—l) fr—-l -~ 0 OBW)

sein; hicraus folgt fiir jedes i mit 1 <;<r — 1;

Bm+],i = B mai mod ;l-{”"" .
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Da aber m belicbig sein kann, soweit sz = #1, ist, so erhilt man:

Bm,i—:_Bm,ﬁ-l,fE "'EBm.iE"' mod TS{”-

|
Setzt man dabei E”‘J" = B, soist
B.:—B:=0  mod " ;

also gilt (B,... — B.)) fi~0 (R~) und infolgedessen ist

Bu.:fi=B.f:+ (Bu, — B) fi~B, f; (B=).
Man erhilt also aus (6. 7);
(6. 8) Bifi+B.fu+ + By foa+ IPfi~0 (P,
woraus nach Hilfssatz 12

B fi+ Bafo+ o =B fo + I ~0 ()

folgt, was aber ein Widerspruch ist. Somit ist bewiesen :

Hilfssatz 13. Es seien fi, f., =, f. O-unabhingige, normale 2-
Kozyklen von Ofo wther T und a, a., -, a.-bzw. die O-Liangen von fi,
fo, o fo in HE(XO/0: ). Dann existiert eine naturliche Zahl N von
der Art, da3 fitr jedes m mit m= N f, [, -, [ in H2(L/o: Ra) bzw.

die $-Langen a,, a., -, a. besitzen und sogar als 2-Kozyklen von Ofo

uber M, O-unabhdngig sind.

Nun kann man folgenden Satz beweisen :

Satz 6. Es existiert eine natitrliche Zahl N derart, da8 fiir jedes
m mit m=N die (normale) 2-Kohomologiegruppe H(/0; Rm)
(HP(O 0 0)) 2z HT(O[0; ) (HP(O/0; D)) T-isomorph ist.

Beweis. Nach Hilfssatz 1 braucht man den Satz nur fiir dic nor-
malen 2-Kohomologicgruppen zu beweisen. Nach Satz 5 existiert eine
natiirliche Zahl N, von der Art, daB fiir jedes m mit m = N, die O-Linge
von H®(O/o; M) gleich d(K/k) ist, wo d(K/k) den P-Exponenten der
Differentec von K/ bezeichnet. Wenn also H(Q/o; O) der Nullmodul
ist, so ist d(K/k) == 0 und infolgedessen ist H{?(O/o:N,) auch Nullmo-
dul. Ist aber H&(O/v: O) kein Nullmodul, so besitzt H(O/o; O) nach
Satz 5 eine endlich ©-Basis C,, C., --,C,. Wir bezeichnen mit den [;
(f==1,2, -, #) bzw. die ©-Lingen von den C; (: =1, 2, -++, ) und mit den
fi(i=1,2, -, 7) bzw. die Vertreterkozyklen aus den C,. Nach Hilfssatz
13 existiert dann eine natiirliche Zahl N, von der Art, daB fiir jedes m



76 MIKAO MORIYA

mit m = N, fi, J, -, f. als 2-Kozyklen aus H(O/o:R,) O-unabhingig
sind und bzw. die O-Lingen [, -, -+, [, besitzen. Fiir jedes m mit m =
Max (N;, N.) bezeichnen wir mit C,(f) (1 <i<y) die f, enthaltende 2-
Kohomologicklasse aus H{¥($/v; W) ; offenbar ist die ©-Linge von Culf)
in HPO/o: R, gleich .. Ferner sind C.(f1), Culfe), =, Culf,) in
H®(O/o; R,) O-unabhingig. Daher besitzt der durch die Cn( f3) (F==1, 2,+-,
7) erzeugte O-Untermodul von H?(O/o; Ry) die ©-Linge XZinl, = d(K/ k)
(==O-Linge von H®Q/o:M,); d.h. die Culf)) G==1,2, -, 7) bilden
eine O-Basis von H(O/0; Rn).

Eine beliebige 2-Kohomologieklasse C aus H*($/o; D) ist von Form
C =i, A, mit den Koeffizienten A,(; =1, 2, -, 7) aus ©. Ordnet
man nun C die 2-Kohomologieklasse C, = X i A.C.(f:) zu, so ergibt sich
durch diese Zuordung ein $-Homomorphismus v von HP(O/o; O) auf
HP(O/o; Ra), weil die C( f3) (=1, 2,++, 7) eine T-Basis von H($/0; R
bilden. Da die &-Lingen von HZ(O/0: ) und HP(©O/o; R,) einander
gleich sind, so muB +}, sicher ein Isomorphismus sein, w. z. b. w.

Es sei K ein Zwischenkorper zwischen 2 und K und ©Y die Haupt-
ordnung von K. Ordnet man dann einem beliebigen 2-Kozyklus f von
O/o iiber R, die Einschrinkung f von f auf OP/v zu, so induziert
diese Zuordnung einen O-Homomorphismus ® von H*(O/o;R,) in
H?©OM/o; R,). Dabei bezeichnet N, wieder den Restklassenring von O
nach T". Nach Satz 5 existiert eine natiirliche Zahl N derart, daB fiir
jedes m mit m = N die ©-Liangen von HY(D/o;W,), HPO/OM: N,
und H*(OM /o; R,.) bzw. d(K/k), d(K/K™) und (K™ /k) sind, wo d(K/k),
d(K/K"™) und d(K"}/%) bzw. die [-Exponenten der Differenten von K/%,
K/K"Y und K"/k bezeichnen. Ferner kann man nach Satz 1 ohne Ein-
schrinkung der Allgemeinheit annehmen, daB fiir jedes m (= N) die in
©OW zerfallende Untergruppe H®(C/o, S N.) zu HAS/OV; R, O-
isomorph ist. Da offenbar H*(Q/o, O ; §,.) den Kern des O-Homomor-
phismus & bildet, so schlieBt man ohne Schwierigkeit :

d(K/k) < d(K" k) + D-Linge von H*(D/o, OV ; R,
< d(KVE) + dIK/K™),

Wegen des Schachtelungssatzes iiber Differenten muB dabei Gleichheit
d(K/k)=d(K"/k)+ d(K/K") bestehen; d. h. durch & ergibt sich fol-
gende O-Isomorphierelation

(6. 9) H(2)(Q/D; ﬁm)/H(m(’S/D, O . ﬂm) o~ H(ﬁ)(@(?)/ 0; ﬂm).

Satz 7. Es sei O die Hauptordnung eines beliebigen Zwischen-
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korpers K'" zwischen k und K. Dann existiert eine natiirliche Zahl N
von der Art, da3 fiir jedes m mit m = N stets die $-Isomorphierela-
tion )

HP(S o3 R HP(S 0, O3 M) 22 HH(OT [0 3

gilt, wo N, den Restklassenring von O nach R, und H(O/o, OV N..)
die in TV zerfallende Untergruppe von H' (/o N.) bezeichnet.

)

Nun sei /" ein 2-Kozyklus von £"/o {iber R,. Dann besagt die
Relation (6. 9), daB es cinen 2-Kozyklus f von </v iiber N, gibt, dessen
Einschrinkung auf ©/o mod . zu f' kohomolog ist; d.h. als 2-
Kozyklus von ©"/v iiber W, gilt:

fo(]) (gm).
1]

Es existiert also eine 1-Kokette g von £ /o iiber R,, fiir die in
,H‘Q?(Q‘”/n;%,.)
=" 4og® mod P,

gilt. Wie schon am Anfang von §2 gezeigt ist, besitzt g‘" eine Fort-
sctzung g auf Ofo. Der 2-Kozyklus f — og ist also eine Fortsetzung von
Y auf ©/o, Somit ist bewiesen

Zusatz 1 zn Satz 7. Es existiert eine naturliche Zahl N derart,
das fitr jedes m mit m= N ein beliebiger 2-Kozyklus f von /o
wber N, stets auf T/v fortsetzbar ist.

Stimmt nun K" mit seinem Trdgheitskorper iiber k iiberein, so ist
O einfach normal iiber o, und der ®-Exponent der Differente von K'V/%
ist gleich 0V. Also ist H**(2"/o; N,,) nach Satz 3 stets Nullmodul. Weil
aber fiir jedes m HY(S[o: W)/ HP(C/ o, O N, O-isomorph in
H>(CW /o, 9..) abgebildet ist, so mub H*{C/o; N,) = HP(O/o, S5 W)
sein; d.h. jeder 2-Kozyklus von C/v iiber 9, zerfillt stets in <.

Zusatz 2 zu Satz 7. Es sei K" ein Zwischenkorper zwischen k
und K, und O sei die Hauptordnung von K. Ist dann K" mit
seinem Tragheitskovper uber k identisch, so zerfallt jeder 2-Kozyklus
von Ofov itber N, stets in O,

1) Vgl. etwa E.Artin, a.a.0., S. 91—92,
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