SUR UNE CLASSE DE FONCTIONS CONTINUES
DE TYPE POSITIF SUR UN GROUPE
LOCALEMENT COMPACT

Par Osamu TAKENOUCHI

Dans la théorie de la représentation unitaire d’'un groupe locale-
ment compact, un probléme central sera de chercher les représenta-
tions irréductibles et d’étudier de composer une représentation arbi-
traire de ces représentations irréductibles. Un procédé de composition
ou décomposition, initié par F. I Mautner [12], est développé par
plusieurs auteurs. (Voir p. ex. R. Godement [7], I. E. Segal [13].)
Leur méthode consiste a représenter l’espace de Hilbert en base a
une forme d’intégrale des autres espaces de Hilbert, et a définir sur
chaque espace composant la représentation de groupe. Ces représen-
tations composantes sont presque partout irréductibles., Alors il sera
en question quelles sortes des représentations irréductibles apparitront
dans les composants de la représentation considérée. Une catégorie
des représentations irréductibles contenant ces représentations com-
posantes s’obtient en résolvant un certain probléme d’approximation
sur le groupe. On pourrait dire & un certain sens qu’une représenta-
tion est obtenue en décomposant la représentation donnée, si elle
satisfait aux conditions de ce probléme.

Ce probléme d’approximation revient, dans le cas de la représen-
tation réguliére, 4 considérer la fonction continue sur le groupe qui
est uniformément approchée sur tout ensemble compact par la fonc-

tion continue de la forme xx%(g) = Sx(gh)x(h)dk ol x(g) est une

fonction continue nulle en dehors d’un ensemble compact. La re-
présentation réguliére sera la représentation du groupe obtenue la
plus simplement parmi les autres et on espérerait qu’une représenta-
tion irréductible arbitraire sera obtenue en décomposant la représen-
tation réguliére. Mais cela n’est pas le cas. En effet, I. M. Gelfand
et M. A. Naimark [2, 3] ont remarqué qu’un groupe de Lie semi-sim-
ple a nécessairement une représentation irréductible qui n’est pas
déduite de la représentation réguliére. Quoique nous ne puissons pas
encore savoir leur méthode”, nous pourrons vérifier ce fait implicite-

1) Parce que les journaux russes publiés pendant la guerre et aussi aprés 13 jusqu'a
1950 ne sont pas encore importés au Japon.

143



144 Osamu TAKENOUCHI

ment en montrant que la représentation irréductible d’'un tel groupe
ne toute résout pas notre probléme d’approximation. Pour dire que,
dans un groupe, toute la représentation résout notre probléme d’ap-
proximation, il suffit seulement de dire que la constante 1 est ap-
prochable uniformément sur tout ensemble compact par la fonction
de la forme xxx(g). Ce dernier probléme d’approximation sur un
groupe est déja plusieurs fois considéré, voir p. ex. R. Godement [6, 7],
H. Yoshizawa [17). En particulier, H. Yoshizawa [17] a montré que
ce probléme est négativement résolu par un groupe libre discret.
Dans notre cas, il revient a répondre a ce probléme négativement
pour un groupe de Lie semi-simple non-compact. Alors, il arrivera
une autre question. Par quelle sorte de groupe notre probléme d’ap-
proximation est résolu affirmativement? Il est difficile 4 répondre a
cette question complétement, mais, dans le cas du groupe dont le
quotient par son composant connexe de l'unité est compact, le groupe
du type (C) considéré par K.Iwasawa [10] seulement possédra la pro-
priété proposée, La difficulté du cas le plus général die principale-
ment & la difficulté de manier les groupes discrets.

Dans cette note, nous démontrerons ces faits exposés ci-dessus.
Le §1 est consacré a la considération préliminaire et a la position de
probléme. Notre probléme d’approximation est établi en deux maniéres
(1.2, 1.3). Pendant ces considérations nous obtenons aussi le probléme
d’étendre une fonction continue de type positif sur un groupe a une
fonction de type positif de C*-algébre d’opérateur. Nous donnerons
une condition nécessaire et suffisante & ce probléme comme théoréme
1. (Ce théoréme a été annoncé indépendament par H. Yoshizawa [18].)
De suite nous cherchons le type de groupe qui résout notre probleme
d’approximation affirmativement par rapport & toute sa représentation.
C’est le théoréme 2. Le §2 contient la démonstration du théoréme 1
et le §3 contient celle du théoréme 2.

Je remerci beaucoup MM. H. Yoshizawa et M. Tomita qu’ils ont
bien voulu discuter ensemble et me communiquer les résultats intéres-
sants.

§1. Position de probléme et les résultats.

1.1. Préliminaire.
Soit G un groupe localement compact. Une intégration ou une
mesure de Haar invariante a gauche sur G soit fixée et soit désignée

par g -dg. Soit L*(G) (p >1) l'espace de Banach formé par les fonc-
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tions de p-iéme puissance sommable par rapport & cette mesure de
Haar, et soit M(G) 'espace formé par les fonctions sommables sur
tout ensemble compact et bornées sauf sur un ensemble négligéable,
a savoir Pespace conjugué de LY(G). On dira qu’une fonction x(g) sur
G est une C-fonction, si elle est continue et nulle en dehors d'un
ensemble compact. Nous utilisons plusieurs fois la fonction 4(g) sur
G qui fait satisfaire toute C-fonction x(g) sur G a 1’égalité

Sax(kg“)dh = 4(g) ng(h)dh.

4(g) est partout positive et continue, et satisfait a 4(g,g) = 4(g) 4(g)
(A. Weil [15]))*. En utilisant cette fonction, nous avons

| »@dg = S %(g) A(g™)dg.
G G

C’est maintenant bien connu qu’entre les intégrations de Haar
S -dg, 5 -dh, S +dg* sur G, sur N: un sous-groupe invariant de G,
et sur G* = G/N resp., la relation

( S % (gh)dh)dg*

G

o = |

subsiste pour toute C-fonction x(g) sur G, dans le membre a droite
de laquelle g est un élément de classe g* suivant N (A. Weil [15))™.
Nous utilserons les notations

() = x(g™'h),
¥g = x@g"),
x(g = 4dighxg),

pour une fonction x(g), et nous définissons la convolution de deux
fonctions x(g), ¥(g) par

x;y(g) = Sx(gk)y(h")dk = Sx(k)y(h— g)dh,
G G
pourvu que cette intégration ait un sens. Nous remarquons ici

S xxy(gdg = (S xtg)ng(S y(@dg).
G G G

1) A.Weil {15], p. 39, 40.
2) A.Weil [15], p.45.
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La representation (unitaire) de G sur un espace de Hilbert  est
par définition une application g— V, de G dans l’ensemble des
opérateurs unitaires sur $ assujettie aux conditions

@ Vi, =V*V, (ou V,* désigne l'opérateur adjoint de V),

(2) quels que soient ¥, y€ 9, la fonction (V,¥, y) de g soit con-
tinue sur G.

La représentation obtenue la plus simplement parmi les autres sera
la representation réguliere. Cela est la représentation de G sur
L*(G), dans laquelle l'opérateur U, est définit par

U,x(h) = x(g™'h) (xh) € LNG)).

On dira qu’une représentation V, sur  de G est contenue dans
une autre représentation W, sur l'espace & s’il existe un isomor-
phisme ¢ de  sur un sous-espace 8, de & tel qu’on ait

¢'Va = Wa'd)

quel que soit g€ G. De plus on entend par une représentation c¢yc-
ligue de G sur D une représentation qui admet un élément spécial,
dit ’¢lément cyclique, ¥, dans © dont les images par V, engendrent
tout . Et aussi on entend par une représentation irreductible une
représentation qui ne fait aucun sous-espace invariante sous tous les
V, (g€ G) autre que {0} et © lui-méme. On voie facilement qu’une
représentation irréductible est toujours cyclique, et qu’une représen-
tation arbitraire est une somme directe des représentations cycliques.

Maintenant, soit g—» V, une représentation de G. En définissant
l'opérateur S; pour toute é(g) € L'(G) par lintégrale forte

S, = Sffg)v,,dg“,

£ — S; détermine une représentation de L'(G) au sens suivant:

(i) S; dépend de ¢ig) € LY{G) linéairement,

() mSen<l| €1,

(i) S¢ = Sy,

@iv) Sésn = SE*n' .
Inversement, soit &(g) — S; une correspondance de ¢ig)e LY(G) a un
opérateur linéaire et borné sur un espace de Hilbert %, qui posséde

1) A savoir, pour tout x¢ 9, I’intégraleff(g)Vgxdg existe par rapport a la topo-
logie forte de 9. ¢
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les propriétés (i)—(iv) ci-dessus. Soit $, le sous-espace de 9, formé
par les x € §, tels quon ait S;x = 0 pour toute £(g) € L'(G), et soit H
le sous-espace de 9, orthogonalement complémentaire a 9,. Alors
§ — S; se décompose a la somme directe des représentation sur $ et
sur 9,. La dernjére étant la représentation qui fait correspondre
toute £(g) avec l'opérateur 0, il suffit de ne considérer que la repré-
sentation sur $. Dans 9, les combinaisons linéaires de S;¥, ou
£ig) € LY(G), et x € D, sous-tendent un sous-ensemble linéaire et dense M.
Considérons #(%) € LY(G) qui est >0 et nulle en dehors d’un voisinage

assez petit de e, et qui satisfait a S &(h)dh = 1. Alors, comme on a
G

|| (r,8) & — 7, ||
- S ! Seqs(g"k)é(k"h)dk — &(g~h) | dh
&

< [ o (| | eeigreym — egmy | dmar
= [0 (| I=¢argm) - w60 | ama,

en contractant le support de ¢ a e, (r,4)%¢ converge fortement vers
7,¢ dans LY(G). Donc, S 4S; converge uniformément vers S; e, et a
plus forte raison, S, ,S:;x¥ converge fortement vers S,q;x. Comme M
était un ensemble dense dans $, il s’en suit que, pour un x€ 9
arbitraire, S,,x¥ converge vers un certain élément. Cet élément
limite dépend de x linéairement, et sa norme est <|| x| . Donc un
opérateur lindaire et borné V, existe qui fait correspondre x avec cet
élément limite. Nous avons alors V,S; = S.,.qg (g€ G, &) e LY(G)). On
voie facilement que cette correspondance g— V, définit une repré-
sentation unitaire de G sur 9, et, de plus, comme

|s@Vus,mde = | £@S.xdg = S ko
J6
= Sgy¥ = 5;5,%, (68, 7(8) € L1G)),

on a
S; = S §(@)V,dg ('intégrale forte).
G

Nous avons ainsi déterminé une représentation de G de la représen-
tation de LY(G) par un procédé inverse.
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1.2. La fonction continue de type positif sur un groupe.

D’aprés la théorie de I. M. Gelfand et D. Raikov [4]”, nous savons
qu’une représentation cyclique d'un groupe G sur £ est complétement
caractérisée par la fonction continue de type positif p(g) sur G qui est
obtenue en posant

p(g) = (Iqu(l’ xq)):

ot x, est ’élément cyclique de cette représentation. Ici on dit qu'une
fonction continue p(g) est de type positif si elle satisfait a

S SP(g"k)x(g)oTh)dgdk >0

pour toute C-fonction x(g). Cette inégalité peut étre écrite aussi,
en modifiant un peu, sous la forme

(%) Sﬁx*i(h)zﬁ(h)dk > 0.

En écrivant ainsi, on peut dire, par rapport a la dualité de LYG) et
M(G), qu'une fonction p(g) de M(G) est de type positif, si elle satis-
fait a () pour toute x(g)e L'(G). Ces fonctions sont nécessairement
continues d’aprés un théoréme de I. M. Gelfand et D. Raikov [4]”.

La combinaison linéaire A coefficient positif des fonctions conti-’
nues de type positif étant encore une telle fonction, une fonction
continue de type positif est dite élementaire, si elle n’est pas repré-
sentable comme une somme des autres fonctions continues de type
positif, c.-a-d. une fonction p(g) telle qu’on ait de p(g) = ap(g) + BH.(&)
D8 = a'p(g) et p(g) = B'p(g). Il correspond exactement 4 une telle
fonction la représentation irréductible du groupe, et toute la fonction
continue de type positif s’exprime comme une limite uniforme sur
tout ensemble compact des combinaisons linéaires a coefficient posi-
tif des fonctions continues de type positif élémentaires.

Nous allons expliquer cette exposition plus précisément en utilisant
la discussion faite par R. Godement [6]?. Soit P, ’ensemble des fonc-
tions continues de type positif sur G a pe)<1 (ou ||| <1 dans
M(G)). Une partie A de P, est dite réguliére si

(1) A est un ensemble convexe et fermé par rapport a la topo-
logie faible de M(G) comme I'espace conjugué de LYG),

1) Voir aussi R. Godement [6], p. 19.
2) Voir aussi R. Godement [6], p. 25.
3) R.Godement [6], p.39.
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(2) avec p(g)e A, toute g{g)e P, est aussi contenue dans A
pourvu que

| {aemrigrmidgan < [ | #em @)% dgan

soit valable pour toute C-fonction x(g),

(3) avec p(g)e A, p(g/ble)e A.

R. Godement montre que I'ensemble A, des points extremaux au sens
de M. Krein et D. Milman [11] de A, consiste a toute la fonction con-
tinue de type positif élémentaire de G a ple) =1 et a 0 contenue
dans A, et que A consiste a toute la fonction a p(e) <1 qui est une
limite uniforme sur tout ensemble compact des combinaisons linéaires
a coefficient positif des fonctions de A.,. Ou, en d’autre terme, cor-
respondant a p(g)€ A, il existe une mesure réguliére m, sur la
fermeture faible A, de A, telle que g(g) soit continue par rapport a
ge A, et g€ G sauf sur un g-ensemble de m,-mesure nulle et telle

qu’on ait
pg) = S_ q(g)dm,(q)
A.

(cette intégrale converge uniformément sur tout ensemble compact
par rapport a g). De ces expositions nous voyons a un sens un peu
vague que p(g) et donc la représentation cyclique correspondant a
" cette fonction continue de type positif se compose de g.g)€ A, ou de
la représentation irréductible correspondante. '
Nous nous plagons maintenant de chercher, en se donnant une
représentation g— V, de G sur 9, la plus petite famille des repré-
sentations irréductibles qui composent la représentation cyclique con-
tenue dans cette représentation au sens expliqué ci-dessus. Ce pro-
bléme revient a chercher I’ensemble des points extrémaux de la partie
sguliére de P, engendrée par toutes les p(g) = (V,x,x) ol x€ 9,
x| <1. Daprés R. Godement [6]°, cette partie réguliére consiste
a4 toute la fonction qui est une limite uniforme sur tout ensemble
compact des combinaisons linéaires a coefficient positif de ces p(g)
= (V,x, x), 4 savoir une limite de > (V,x;, x;) ou la somme est tenue
sur un ensemble fini de lindice et 3)| #,]*<{1. Donc, la fonction
continue de type positif élémentaire que nous cherchons est celle qui
a cette forme.

1) R. Godement [6}, p.41.
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1.3. L’algébre des opérateurs et la représentation.

Un ensemble M des opérateurs linéaires et bornés sur un espace
de Hilbert $ est une C*-algébre s’il forme une algébre auto-adjointe
et uniformément fermée. Une C*¥-algébre M est dite représentée
dans une autre C*-algébre M, sur l'autre espace de Hilbert 9, s’il
existe une correspondance de AeM a A,e M, qui conserve toutes
les opérations de I’addition, de la multiplication et de prendre l'opéra-
teur adjoint et qui est continue par rapport aux topologies uniformes
de M et M,, et, au surplus, si I'image de M est dense dans M,.
Nous utilisons les phrases comme “une représentation est contenue
dans une autre ”, “la représentation irréductible ”, “ la représentation
cyclique”, etc. aussi comme dans le cas de la représentation du
groupe (v. 1.1). Une représentation cyclique (avec 1’élément cyclique
x,) est caractérisée par la fonction de type positif (ou “state”) P(A)
de M définie par

PA) = (A%, %) (Ae M.
Cela est une fonction linéaire sur M satisfaisant aux conditions

PA4) >0 dans le cas ot A est hermitien positif,
P (A*) = M,
sup PA) < oo ol A: hermitien.
A<l
La fonction de type positif élémentaire étant par définition une fonc-
tion de type positif de M qui n’est pas représentable comme une
somme des autres fonctions de type positif, il correspond a elle la
représentation irréductible de M. .
La fonction de type positif de M est un élément de l’espace
conjugué de l'espace de Banach M muni de la norme d’opérateur.
Sa norme est

| P]| = sup P(A).
A<1

Soit S I'ensemble de tous ces éléments 3 || P|| <1, et soit S, l'en-
semble des points extrémaux de M. Krein et D. Milman [11] de S.
S, consiste 4 toutes les fonctions de type positif élémentaires a
norme 1 contenues dans S et a 0.

F. I. Mautner [12], R. Godement [8], L E. Segal [13] et les autres

montrent que la représentation cyclique de M dans la C*-algebre M,
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sur le sous-espace 9, de © invariant par rapport a4 M et engendré
par tous les Aa, a: fixé € H et Ae M peut se décomposer concernant
4 l'algébre commutative maximale Z contenue dans la C*-algébre M’
sur 9,, l'algébre qui consiste & l'opérateur commutant a tous les
Ae M. Ecrivons comme £ T'espace compact de I. Gelfand [1] déter-
miné par Z. Correspondant a3 ¢ et M, ci-dessus, une mesure g(®) sur
£ et P'espace de Hilbert D(w) (v € 2) se déterminent tels que chaque
x € 9, soit écrit par une intégrale des éléments x(w) de H(»):

x = | s/ dofe),

et tels que, a chaque A€ M, un opérateur A(w) sur H(v) se déter-
mine d'une fagon que

Ar = | Awr) v dila) .

Ainsi nous avons une représentation A — A(») de M qui est cyclique
avec I'élément cyclique a(w), le composant de a. De plus ces repré-
sentations sont presque partout (par rapport a la mesure p(w)) irré-
ductibles. (Voir M. Tomita [13]) Donc l'algébre M,, a savoir, la
C*-algébre sur 9, qui consiste aux opérateurs obtenus en contractant
les Ae M sur 9,, se compose de ces représentations irréductibles.
La fonction de type positif de M définie par PrA) = (4aq, a) est alors

représentée comme P(A) = S P,(A)dp(w), ol 1a fonction de type positif

composante P.(A) = (A(w)alo), a(w)) de M est presque partout élé-
mentaire.

Revenons maintenant a la représentation du groupe. Soit g— V
une représentation de G sur un espace de Hilbert . Alors une
représentation de LY(G)

&g > S; (¢(@ e LI(G))

est déterminée comme nous l'avons vu dans 1.1. Soit M la C*.algébre
sur § engendrée de ces S;. Une représentation de M donne la
représentation de LYG), donc celle de G (v. 1.1). Si celle-la est
irréductible ou cyclique, celle-ci est aussi irréductible ou cyclique resp.

Nous décomposons la représentation cyclique contenue dans la
représentation g— V,. Cela revient aussi & décomposer la représen-
tation sur le sous-espace de 9 invariant par rapport & M engendré
par a. De ce qu’on vient de voir, un espace compact £, une mesure
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p(w) sur £, un espace de Hilbert $(») correspondant & chaque we 2,
et une représentation de M: A — A(v) sur D(w) se déterminent, et
la représentation composante A — A(w) de M donne presque partout
(par rapport A p(@)) une représentation irréductible. Une représenta-
tion irréductible de G g— V,(») est alors obtenue correspondant &
chaque o de cette représentation composante irréductible de M. La
représentation de G ainsi obtenue satisfait bien entendu a

Sitw) = | @) Viw)dg
pour toute &(g) € LY(G). Donc en posant ’
2.(8) = (Vy(v)a(v), a(w)),

nous avons
P.S) = (Sy(o)a(w), a(w))

= Sf(g’ (V,(0) a(@), aw))dg

= S;rgm,(g) dg.

Ici, pour presque tout o, p.g est une fonction continue de type
positif élémentaire.
L’intégrale

(%) SGE(g)P(g) dg

est toujours définie pour une arbitraire fonction continue de type
positif p(g) sur G et pour toute £(g)e L'(G). Mais le fait ci-dessus
dit un peu plus. A savoir il dit que P, peut s’étendre a une fonc-
tionnelle linéaire bornée de la C*-algébre engendrée par S;, ou, en
d’autre terme, la valeur de l'intégrale (¢) est continue par rapport a
la topologie uniforme de l'opérateur. D’oli une question se léve:
Quelle est la fonction continue de type positif sur G pour laquelle
la valeur de lintégrale (%) est continue par rapport a la topologie
uniforme de lopérateur? L’ensemble de telles fonctions peut étre
‘considéré comme déterminant la catégorie de la fonction continue de
type positif qui est obtenue par le procédé de la décomposition ci-
dessus. Nous répondrons a cette question par le théoréme suivant®:

1) Ce résultat a été déji énoncé par M. H. Yoshizawa sans démonstration. Voir
(18]. L’auteur ne le connaissait pas, et a obtenu le théoréme indépendament.
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Théoréme 1. Une représentation g — V, d'un groupe sur un
espace de Hilbert © soit donnee. Soit Ml la plus petite C*-algeébre sur
 contenant tous les operateurs Sy

S = Sfrg) V,dg.

blg) soit une fonction continue de type positif sur G, et considerons la
fonctionnelle lineaire qui applique ¢ S; la valeur

(*) [ s @@ de @ € L'G)).

Alors pour que cette fonctionnelle soit etendue sur toute M comme une
Sfonction de type positif de M, il faut et il suffit que p(g) soit une lLimite
uniforme sur tout ensemble compact des sommes finies des jfonctions
continues de type positif sur G de la forme

(V,%, x) (x€9).

La démonstration sera donnée dans 2.1.

D’aprés ce théoréme, nous voyons que nos deux méthodes exposées
dans 1.2 et dans ce paragraphe donnent la méme notion concernant
a la décomposition de la représentation de groupe. Quant a la com-
position, ce qu’on vient de voir dans ce paragraphe a un sens plus
concret. De l'égalité

P(Sy = jge(gmg‘; dg
= Smsg)do ()

- g ( Sf(g)pu,(g) dg)dp (v),

nous obtenons aussi

plg) = Spm(g) dp (o).

Donc la composition de la représentation exposée ci-dessus ne donne
seulement celle de M, mais aussi la composition de la représentation
g&— V, de G de la représentation composante (irréductible) g— V().

1.4. Cas de la représentation réguliére. La propriété (R).
Maintenant considérons nos problémes dans le cas de la repré-
sentation réguliére de groupe.
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Soit
g—-U

la représentation réguliére, et posons
T, = | ¢@U,dg €(g) € L'G)).

Etudions de. décomposer la représentation cyclique contenue dans cette
représentation. Alors en suivant i laquelle dés méthodes que nous
avons expliquées dans 1.2 et 1.3, nous avons la méme classe de la
représentation, c.-a-d. la représentation caractérisée par la fonction
continue de type positif qui est approchable uniformément sur tout
ensemble compact par la somme des fonctions continues de type
positif de la forme

(%) (U,%, %) = Lx(g“’h)x_(k_)dh‘ @) € L¥G)).

Mais dans ce cas, la somme des fonctions de la forme () peut étre
approchée uniformément par une seule fonction de la forme (x) ou
x(h): C-fonction (v. R. Godement [6], aussi 2.2). Ou, au lieu de la
fonction de la forme (x), nous utilisons plutét la fonction de la forme

(1) , Ux) = Lx(gh):Th)dIz = x+%(g),

ou x(k) € L*(G) ou une C-fonction. Donc, dans ce cas, il s’agit de la
fonction continue de type positif qui est approchée uniformément sur
tout ensemble compact par la fonction continue de type positif de la
forme ().

De suite, nous étudions si toute la fonction continue de type
positif sur un groupe satisfait 3 cette condition. Evidemment, pour .
le groupe compact ou abélien cela est vrai, Mais, d’autre part, pour
le groupe libre cela a été négatié (v. H. Yoshizawa [17]). Il est clair
de ce qu’on vient de voir que, s’il existe une certaine représentation
qui ne satisfait 4 cette condition, cela revient a dire qu’il existe au
moins une représentation irréductible qui ne peut étre pas obtenue
par la maniére expliquée la-haut. Comme R. Godement [6] a remar-
qué®, dire que toute la fonction continue de type positif satisfait a
cette condition se réduit 4 une seule proposition. A savoir:

1) R. Godement [6], p. 77. Il a presenté un probléme si tout le groupe posséde la
propriété que nous appelons la propriété (R).
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«la constante 1 peut étre approchée uniformement sur toul ensemble
compact par la fonction de la forme (1) .

Nous disons qu’un groupe possede la propriete (R) si cette proposi-
tion a lieu sans exposer la proposition ci-dessus chaque fois. Nous
verrons que, comme une extension de cas du groupe abélien ou com-
pact, le groupe solvable ou sa extension par le groupe compact tout
posséde la propriété (R). Quant au groupe de Lie semi-simple, au
contraire, il n’a pas la propriété (R) a moins qu’il soit compact.
Notre résultat s’énonce ainsi:

Théoréme 2. Soit G un groupe localement compact dont le quo-
tient par son composant connexe de l'unilée est compact. Alors pour
gue G posséde la propriete (R), il faut et il suffit qu’il soit un groupe
du type (C).

Ici le groupe du type (C) est la notion introduite par K. Iwasawa
[10]°. Par définition: Un groupe G connexe est du type (C) si le
quotient de G par son sous-groupe invariant solvable connexe maximal,
c.-a-d. le radical de G, est compact. Un groupe de Lie est du type
(C) si son composant connexe est du type (C). Enfin, un groupe G
arbitraire est du type (C) s’il contient une famille {N,} de sous-
groupes invariants telle que

(i) chaque G/N, soit un groupe de Lie du type (C).

(i) nN,= {e}.

La démonstration de ce théoréme se donnera au §3.

L’hypothése que le groupe G soit celui dont le quotient par son
composant connexe est compact ne peut étre éliminée dans notre
considération. Dans le cas le plus général nous ne sommes pas en
position d’établir des résultats généraux. Cela principalement diie a
la complexité de la circonstance dans le cas du groupe discret.

§2. Démonstration du théoréme 1.

2.1. Cas général.
Soit M une C*.algébre d’opérateur sur un espace de Hilbert 9,

et soit S l'ensemble de toute la fonction de type positif de M a
norme < 1.

Lemme 2.1. Soit, dans S, S, ['ensemble de fonction de type
positif P de M definie par

1) K.Iwasawa [10], p. 554.
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P(A) = E(Axt! X)),

on x,€9, x|, et on la somme est tenue sur un ensemble fini
de lindice. Alors cet S, forme une partie convexe et faiblement dense
de S (faiblement dense c.-a-d. dense par rapport a la topologie faible
comme espace conjuguée d’espace de Banach W1 muni de la lopologie
uniforme d’operateur).

Deéemonstration®. 11 est clair que S, forme une partie convexe de
S. 1l reste a4 prouver qu’il est faiblement dense dans S.

Nous précédons par absurde. A savoir, 8’il n’en était pas ainsi,
il existerait une fonction de type positif P, € S qui n’est pas con-
tenue dans la fermeture faible de S,. Alors, par la convexité de
S, il existerait un opérateur hermitien A tel qu’on ait

Al < 1,
P(4) > P4y + ¢ (pour toute Pe S,),

ol ¢ est un nobre >>0.
Dautre part il existe toujours un élément x € © assujetti 2

| PyA) - (Ax, 1) | <&, =) <1,
En effet _
(i) cas ou PyA)=0. On n’a qua poser x = 0.

(ii) cas ou P,(A) > 0. Soient 4*, A~ les parties positive et néga-
tive de A, d’ou

A= A+r—A-.
On a alors, Py(A) < || A*||®. Posons [| A*|| = 2,. Alors dans la
représentation spéctrale

A+ = S“"z dE,

de A*, en prenant E, comme étre continue a droite, on a E,\O— E,\O_E
# 0. Donc en choisissant un élément x,, || %,| = 1, dans (E, — EAO_E)Sg,
on a

1) Cette démonstration diie essentiellement 2 M. M. Tomita.
2) Cela n’est pas immédiat parce que 'opérateur identité 1 n’est pas toujours dans
M. Mais en posant P(1) = sup P{A), ol sup est tenu sur 'ensemble de A ¢« M, A: her-
- mitien, A1, et en I'étendant linéairement sur I'ensemble linéaire d’opérateur M,
-engendré par M et 1, on voit alsément que M, est une C*-algebre d'opérateur sur D et P
définit une fonction de type pasitif sur M;. Alors, comme A+ et A- sont dans M,, et
.comme on a P{A) = P(A+) — P(A-), P(A+), P(A-) >0, 0na P(A) < PA*) < | P [1 A+
< LA+l
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(A%, %) — 4, <e, A x,=0.
Comme 0 < P(A) < 4,, si 'on pose x = (PfA)/ x(,)lT %,,ona |[»]|<1,
et
| (A*x, x) — Po(4) | < e, A x=0.
Donc cet x satisfait a
[PA) -Ar, | < et lxI<L

(iii) cas ot P,(A) < 0. La démonstration se fait d’'une méme
maniére que dans le cas (ii).
Alors comme la fonction de type positif P définie par

PlA) = (Ax, x) (Ae M)

est un membre de S,, ces deux inégalités nous conduiront A 1’absurde.

Maintenant soit G un groupe localement compact et supposons
qu’une représentation g— V, de G sur un espace de Hilbert soit

donnée. Considérons les opérateurs S; = SE (8)V,dg (g e LYG)) et
G
soit M la C*-algébre engendrée par tous ces opérateurs S;. Comme

Sell << || €1, une fonction de type positif P de M toujours définit
une fonctionnelle linéaire et bornée sur LY G) par la correspondance

£(g) - P(Sy.

Donc on peut expresser P(S;) sous la forme

[ s@piede,

ol p(g) est une fonction continue de type positif sur G.

Lemme 2.2. Celte pig) peut étre approchée uniformement sur tout
ensemble compact par la fonction continue de type positif sur G de la
forme

S1(Vuxi, x2)

ot x.€ D el o la somme est tenue sur un ensemble fini de l'indice.
Demonstration. D’aprés le lemme précédant, P s’approche faible-
ment par les éléments de S, d’oli provient que la fonctionnelle Z(S;)
sur LYG) s’approche par Q(S) (Q€ S, faiblement dans l'espace
conjugué de L'G). Par conséquent, @ étant de la forme Q(A)
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= 3} (Ax,, ¥,), la fonction continue de type positif q(g) = 3 (V, ., x))
converge faiblement dans l’espace conjugué de LYG) vers plg). Mais
alors comme on sait (v. R. Godement [6])°, la fonction $*q*§(g) con-
verge uniformément sur tout ensemble compact vers & p*g(g), ol
§(g) est une arbitraire C-fonction. Or, comme, d’une part, on a, en
posant 7(k) = &(R),

txgnilg) = SI(Vi( Srv(lz)V,,dh)xi, (Spv;(h)V,,dh)x[)
= E(Vvsv;xé’ qui)o

et d'autre part, on peut prendre ¢(g) d’'une facon que £*p*§(g) ap-
proche p(g) uniformément sur un ensemble compact donné, on voit
que p(g) s'approche uniformément sur un ensemble compact pré-
alablement donné par la fonction de la forme

Z (‘V:]sz’ xll) (x-’,E ‘b):
c.q.f.d.

Inversement

Lemme 2.3. Une fonction continue de iype positif p(g) sur G qui
est approchable uniformément sur tout ensemble compact par la somme
finie de fonction de la forme

(V,x, x) (x€ D)

est prolongeable a une fonction de type positif de M.

Demonstration. Soit pe) = 1 et g(e) = 1 pour toute fonction gig)
approchant p(g), c’est-a-dire soit 3 || %, [|* =1 si glg) = S (V,%:, x)-
Alors la fonction de type positif @(A) de M définie par Q(A)
=S (A4x;, x) (AeM) est toute contenue dans S, (Lemme 2.1).
Comme ces éléments forment une partie de la sphére unitaire de
I’espace conjugué de M, il existe au moins un point faiblement ad-
hérent 4 ces Q. Ce point est manifestement contenu dans S, et
nous le posons P. Nous allons voir que cette P(A) est une fonction
de type positif de M prolongéant pH(g).

En premier pour un arbitraire g€ G, il existe une g telle qu’on
ait, pour un ¢ > 0 arbitrairement donné,

fqlg) —pig) | < ¢,
[ QV) —PVy) | < ¢

1) R.Godement [6], p.43.
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en méme temps, d’oll on voit que
plg = P(V,.

D’autre part, comme g(g) converge uniformément sur tout en-
semble compact a p{g), nous avons

[s@aarde > | c@pte)de
pour toute £(g) € L(G), ou, en d’autre terme
Qsy —~ (@ Pv)de.
Donc, comme P est le point adhérent & @, on a nécessairement
PS) = (2@ PV de.

On voit ainsi que P est une fonction de type positif de M pro-
longéant p(g).

La démonstration du théoréme 1 se fait alors visiblement en ré-
cueillant les résultats de Lemme 2.2 et Lemme 2.3.

2.2. Cas de la représentation réguliére.

Nous donnerons ici briévement la démonstration du fait que dans
le cas de la représentation réguliére il suffit d’utiliser pour approxi-
mation un seul terme de (U,x, x) et x(k : C-fonction.

Considérons une arbitraire fonction continue de type pcsitif p(g)
de la forme p(g) = X1 (U, %, %) = 21%,%%,(g™"). Comme dans LYG)
I’ensemble de C-fonction forme une partie dense, on peut faire chaque
x,(h) une C-fonction en la modifiant légérement. Alors p(g) est rem-
placée par une C.-fonction de type positif qui différe de p(g) uni-
formément sur G par petites quantités. Cette nouvelle fonction étant
une fonction de L*G), un théoréme de R.Godement [6]” montre qu’il
existe une fonction y(g) € L¥(G) telle que ce soit de la forme yx yig.
En modifiant encore cette y(g) par une petite quantité dans L*(G)
par une C-fonction, on voit & la fin que p(g) est uniformément ap-
prochée sur G par la fonction de la forme zgz(g“) = (U,z, 2), 2(g):
C-fonction. On peut aussi écrire cette zZxZ(g™) a une forme uigz‘ug)
en définissant u(g) = z(g), car

1) R. Godement [6], p.73.
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uritlg) = (U, v) = (u, Uynt)
= (0,2 = (U,z,2) = 2x2(g™".

Donc nous avons le

Théoréme 1'. Pour qu’une fonction continue de type positif p(g)
sur G soit prolongeable ¢ une fonction de type positif de C*-algebre
‘d’operateur M engendree par T; (&(g) € L\ (G)) dans la représentation
réguliere, il faut et il suffit que p(g) soit approchable uniformement
sur tout ensemble compact par la fonction de la forme

x*X(g)

on x(g) est une C-fonction.

§3. Démonstration du théoréme 2,

3.1. La démonstration de la nécessité.

Lemme 3.1. Si le groupe G possede la propricte (R), le groupe
quotient G* de G par un sous-groupe invariant N la posséde aussi.

Démonstration. Soit ¢ 1’homomorphisme canonique de G sur G*.
On sait que, correspondant & chaque ensemble compact C*c G¥*, un
ensemble compact Cc G existe d’'une maniére que

¢(C) = C*.

Du fait que G a la propriété (R), on peut prendre une C-fonction
x(g) sur G telle qu'on ait

[ 2228 — 1] < ¢*/2 (ge C),
x*%(e) = S lx(g)l'dg = 1
G
pour ¢ >0 donné. On a alors, si g'€C,
Sgl x(g'g) — x(g) I*dg

= 2—-2%N S x(g' g)x(g)dg
[#3

< 2/1—-%2%g) |

< &%

Posons maintenant
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Xig*) = ,/ L' x(gh) |2dh g*e G)

ol g est un élément arbitraire dans Ja classe g* suivant N. Cela
est manifestement une C-fonction sur G*. Nous allons voir que cette

X(g*) satisfait a
IX;;X(g*)—ll L e (g*e C*).
En effect, si g'*¢€ C*,
SGJ X(g'*g") — X(g*) |*dg*
= Sg*l]/ SNI x(g'gh) |*dh — }/SNI x(gh) |2 dh |*dg*

< | 1x@en - =@n |*anag*

= Selx(g’g) — x(g) |*dg
< €%
Donc, si g'*e C*% on a
| XxX(g'*) — 1|
= | SG*X(g’*g*)mdg— 1}

= || x@*g - Xe) XlgHdg" |

< ;/S | X(g'*g*) — X(g*) |*dg
G*
< ¢
puisque
[ ) X@n 1rdgx = | (| |xtgh ramdgr = | |xg) 'dg = 1.
Gx &% N ¢
Par conséquent G* posséde la propriété (R).

Lemme 3.2. Si G posséde la propriete (R), son sous-groupe ouvert
H la possede aussi.

Deémonstration. Si H est compact, notre assertion est triviale.
Donc nous supposons que H ne soit pas compact.

Prenons un sous-ensemble compact C de H. On peut supposer
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eec C. Comme G a la propriété (R), il existe une C-fonction x(g) telle
qu’elle satisfasse a

frxx(@) — 1] < ¢ ge O

pour un >0 donné. Soit F le support de x(g). Cela étant un
ensemble compact, on peut prendre un nombre fini d’éléments g,
Loy roerer , &, de G tels qu’on ait

Fc u Ha.
im1

De plus, on peut prendre un ensemble compact C,c H d’une fagon
que

Fc u Cg.
=1

Comme nous avons supposé que H ne soit pas compact, # éléments

)/ 7 A , h,€ H peuvent se choisir tels qu’ils satisfassent a
CCh, n Ch; = ¢ Cx7, i,7=1,2, -+ , 1),
donc aussi, comme ¢€ C,
Cih, 0 Cohy = ¢ 7).
Maintenant soit a, = V/4(g,)/4(h,) et posons
y(h) = ax(hh'g) (si he Cohy pour un i =1, 2, ------ , )
=0 (dans l'autre cas).
Alors, nous avons
yyim = | yom) sy dn

Ms

S (i) 5T db

i Coy

L]
-

I
M=

SC I h) YT Ty A(hy) Al
0

-

-1

Si 'on suppose que k€ C, on peut poser dans chaque terme de ce
dernier membre,

yh) = axh'g) et yhihh) = ax(hhg).
En effet, y(#'h) = a: x(k'g)) suit de h'he C &, et de la définition de .
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y. Quant a yhh'h) = ax(hh'g), si hh'h,e C,h,, cela suit de la dé-
finition de y, mais si k2h'h ¢ Ck,, y(hR'h) = x(Bk'h) = 0, comme on
les vérifie comme suit. A savoir, 4%’k € CCoh, entraine hi'h, & C.h,
(F=1,2, - , 1), donc y(hh'h) =0, et hh'hy & Cyh, donc hh' € C, en-
traine Al'g, & F, donc x(kh'g) = 0. Par conséquent,

Yy = X

Nous avons ainsi
[yedi — 1] = |xx3(h) — 1] < ¢
dans le cas ou %€ C, c.q.f.d.

Le fait le plus essentiel est montré dans le lemme suivant:

Lemme 3.3. Si G est le groupe adjoint d’une algébre de Lie
semi-simple reelle non-compacte, G ne posséde pas la propriete (R).

Demonstration. La structure d’un groupe énoncé dans 1’hypothése
est clairement déterminée par K. Iwasawa [10]°. Selon lui, G con-
tient deux sous-groupes fermés H, K tels quon ait

G = HK = KH et HanK = le},

ol H est un groupe de Lie connexe, simplement connexe et solvable,
et K est un sous-groupe compact maximal de G. Nous désignons
les éléments de volume de Haar invariant 4 gauche de ces groupes
G, H, K par dg, dh, dk, oi comme toujours nous supposons que la
masse totale de K soit égale a3 1. En écrivant toujours un élément
g de G sous la forme k2 (k€ K, he H), la relation fondamentale de
ces éléments de volume est

(*) dg = p(h)dkdh

ou xz(h) est une fonction positive continue de ke H qui n'est pas

identiquement egale ¢ 1 et qui satisfait a w(hh) = #(k)#(R) pour
arbitraires #,, /#, € H (Harisch-Chandra [9]").

1) K. Iwasawa [10], p.525.
2) Harigh-Chandra [9], p. 239. Le fait que p(h) n’est pas identique a 1 est certifié
en examinant la discussion faite dans |9}, p. 188.
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Pour ge G, ke K I'élément gk peut étre écrit sous la forme
k'higk) ot € K et h(gk) est un élément de H qui dépend de g et
& d’'une maniére continue. En choisissant g et %2 convenablement,

h(gk) devient un arbitraire élément de H, donc u(k(gk) < —‘]—i- pour
certains g et k. Soit g, I'un de tels éléments, et posons

E = {k; ke K, nhigh) < _}1_}

Le volume de cet ensemble par rapport a la mesure de Haar fixée
ci-dessus soit «, c.a-d. a = S dk. Alors manifestement a > 0.
B
Prenons 6 >0 et ¢ >0 d’'une facon que

14—55 L < a

Supposons, maintenant, que 1’on puisse déterminer une C-fonction
x(g) sur G telle qu’elle satisfasse a

lxxZ(g) -1 <

sur I'ensemble compact de G C=K"Kg,K. Alors cette hypothése
nous conduira a une contradiction. ,
En premier, de la définition de I'ensemble C, nous avons

[xxxhgk) — 1| < ¢

pour g€ C, k, ke K. Donc en intégrant par rapport aux %, & sur
K, et en écrivant

yig) = L"(kg)dk @€ G),
nous avons
[y — 1] < .

Ici yig) est aussi une C-fonction et si 'on pose dans cette inégalité
£ = e, nous avons

plr—1| < on yir = { I¥@ Ids.

Posons

2(g) = T
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Alors z(g) est une C-fonction avec [ z] =1, et, si g€ C,

[2x2(g) — 1|
_ 1 - 1 . :
< TF 7@ - 1|+ iy - 1
2¢
< 1—c¢
o
< 5
Par conséquent, dans ce cas, nous avons
(+) [ 2eg) ~ 2ig) Irdg < 2.
Nous allons écrire cette inégalité autrement. En posant g’ = &k,
g2g = Rhighh oll ke K.
D’autre part
2(kg) = z(g)

pour k€ K, ge G arbitraires, comme on le voie de la définition. Par
conséquent, en utilisant la relation () ci-dessus, () devient

L( L' 2(h(gh) by — z(h) I u(hydR)dR < o° (g€ C),
donc a plus forte raison,

RORECCOVEED

tu(h)dh)dk < 6 (g€ C).

Posons g =g,, 1’élément utilisé pour déterminer C. Alors, pdurvu
que k€ E, on a

[, | 20y 12y
1
= HEEy ), #B ahdh
>4 L! z(h) 12 u(h)dh.
Or cette derniére intégrale est égale a 1, puisque

[,| 20y |2 iy
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({1200 12ty i
SRECOIORTE
| 2(g) |*dg

.
-
.

De tous ces faits, il s’en suit que

5> ,/ SE( L! 20 g Ry h) — 2(h) 1 () dl) de

>y (| Latamn ramdnae - | (| 1200 00 an @k

>2Va —Va
= 'l/—a_’

mais cela contredit a é* < «, c.q.f.d.

Démonstration de la nécessité. D’aprés la théorie des groupes
de Lie généralisés développée par K.Iwasawa [10], A. M. Gleason [5],
H. Yamabe [18], on sait qu’un groupe localement compact dont le
quotient par son composant connexe est compact contient une famille
de sous-groupes invariants {/V}, telle qu’elle ait les propriétés sui-
vantes:

(i) chaque voisinage U de e contient au moins un membre N
de cette famille,

(ii) G/N est un groupe de Lie ol N est un membre arbitraire
de cette famille,

Si, dans ce cas, on peut démontrer que tous ces G/N sont les
groupes de Lie du type (C), alors par définition (K.Iwasawa [10]V),
G est un (C)-groupe. Donc nous n’avons qu’a démontrer que, si G
posséde la propriété (R), tous ces G/N sont les groupes de Lie du
type (C). '

A cause du Lemme 3.1 on sait que tout ce G/N a la propriété
(R), done, en utilisant le Lemme 3.2, son composant connexe la pos-
séde aussi. Par suite, il revient 4 montrer qu’un groupe de Lie
connexe possédant la propriété (R) est nécessairement un (C)-groupe.

1) Voir aussi 1.4.
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Soit maintenant G un tel groupe, et soit R son radical, a savoir
le sous-groupe invariant solvable connexe maximal. Alors G/R est
un groupe de Lie semi-simple possédant la propriété (R). Le quo-
tient de G/R par son centre posséde aussi la propriété (R) et au
surplus il est le groupe adjoint d’'une algébre de Lie semi-simple
réelle. A cause du lemme 2.3, ce dernier groupe est compact, donc
G| R aussi parce que c’est le revétement d’'un groupe de Lie semi-
simple compact. Par conséquent G est un groupe de Lie du type (C).

Ainsi la démonstration de la nécessité se compléte.

3.2. La démonstration de la suffisance.

Lemme 3.4. Si le groupe quotient d’'un groupe G par son sous-
groupe invariant compact possede la propricte (R), G aussi la possede.

C’est évident.

Lemme 3.5. Supposons que le groupe G contienne deux sous-

groupes H, K tels qu'on ait

G = HK, H K = {e},
et on K soit invariant dans G. Si H, K possede la propricte (R), G
la possede aussi.

Déemonstration. Soit C (c G) un ensemble compact. Alors on
peut prendre les ensembles compacts C', C” de H, K resp. tels que
Yon ait

CccCccr.
Ici on peut supposer comme e€ C'.

Comme H posséde la propriété (R), on peut déterminer une
C-fonction x(k#) sur H d’une {acon que

les®(h) —1] < e (heC)

pour ¢ > 0 donné, Soit C, le support de x(%). C’est un ensemble
compact, et donc l'ensemble C,” défini par

C' = {h'kh; heC,, ke C"}

devient un ensemble compact dans K. Comme K posséde la propriété
(R) aussi, on peut déterminer une C-fonction y(k) sur K d’'une facon
que

lyedll) -1} < ¢ (ke C).
En définissant une C-fonction z(g) sur G par



168 Osawuv TAKENOUCHI

z2(g) = x(h)yR) si g = hk (heH, keK),

nous avons
2x2(g")
= ng(g’g)@dg
= SH ( Lx(h’h) YR Rk %Ry () dk) dh
= | (| yo-wnryy®an xormyzman
= | yey0-wmx@mzman,

ou l'on a utilisé les relations g'g = (W'R)(hk) = Wh(h~ 'k’ h)k et h~'kF'he K.
Donc nous avons

| zxZ(g) — 1|
= ||, ye3oremznnzman - 1|
<|\,re30wmzunzman | somzdan]
H ¥
+ | S ¥ (W% Ry dh — 1|
H
< L' yeyhkh) — L|| xR || x(h) | dh +| Sux(h’h)_x(iz)a’k _1 l
Dans cette inégalité nous supposons que # € C, B e C”. Dans ce
cas, dans le premier terme de ce dernier membre, comme Sﬂpeut
aussi s’écrire comme S , nous pouvons considérer comme h~R'ke G’
00
car e C’, heC,. Donc, si g€C, on a
[zx2(g) — 1|
< e Sl x(Wh) || x) | dh + <
< ES | w(h) |*dh + ¢
rz
< e(l +¢) + e,

Par conséquent, la constante 1 est approchée uniformément sur
C par z+Z(g).
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Lemme 3.6. Le groupe de Lie connexe et solvable posséde la
Dropriete (R).
Demonstration. K. Iwasawa [10]" a montré qu’'un tel groupe G

(a4 dimension #) contient » sous-groupes H,, H,, ------, H, tels que I'on
ait que
(i) chaque H, soit un groupe de Lie connexe a dimension 1.
(ii) G, = H ., H, o H, =012, .- ,n — 1) soit un sous-

groupe de G a dimension # — 7, qui soit invariant dans G,_,.

(iiiiy G = G, et chaque ¢élément g de G puisse étre écrit sous
la forme

g = h,hz ...... h, (h[E H)

uniquement et, %, dépende de g d’'une maniére continue. _

Chaque H, étant abélien, il posséde la propriété (R). Donc, en
utilisant le Lemme 3.4 & plusieur reprises, nous voyons que G pos-
séde la propriété (R).

Lemme 3.7. G soit un groupe de Lie et N soit un sous-groupe
de G invariant, connexe et solvable. Si G* = G|N possede la pro-
priéte (R), G la posséde aussi.

Démonstration. K. Iwasawa [10]” a défini une section M de G*
dans G. En exposant briévement, sa méthode est comme suit. En
écrivant ’homomorphisme canonique de G sur G* comme ¢, il existe
un ensemble compact U de G ayant les propriétés suivantes:

(i) U* = ¢(U) est un voisinage de 'unité dans G*,

(i) ¢ définit un homéomorphisme de U avec U*. Choisissons
81y 835 +++++, 5§, € G d’'une maniére que, en écrivant s* =e¢(s) (=1, 2,
...... , ?’), on ait

G* = (s*U*,
Soit +» l'application de U* a U inverse a ¢, et posons
Vz — ,‘P(si*—l(jélsj* U* _ :@isj* U*)) (.[ — 1’ 2’ ...... . 7-),
Alors I'ensemble M défini par
M = iéfiv‘

1) K. Iwasawa [10], p.521.



ERRATA, VOLUME 4

Au Lemme 3.7 du mémoire d’O. Takenouchi: “Swuz une classe de
Jonctions continues de type positif sur un groupe localement compact’
(ce journal, tom. 4, no 2 (1955), p. 169), il faut lire “Si G* = G/N ecst
compact ” au lieu de “Si G* = G/ N posséde la propriété (R)”.,
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est un ensemble mesurable®, et ¢ applique M biunivoquement sur G*.
Nous utilisons maintenant cet M. Puisqu’on a Mc ‘u s, U, il existe
=1

Y

un ensemble compact C,, C, = C,™* assujetti a
Mc C,.

Au surplus, nous pouvons montrer que tout ensemble compact Cc G
est contenu dans un ensemble de la forme MC, ou C, est un ensem-
ble compact dans N. En effect, correspondant 4 C donné, en posant
successivement

D‘ = S;UN ncC (i =1, 2. «eeer » ),
F, = U)'D,nN =12 eer, 1),
Cl = GE,

on voit que C, est un ensemble compact dans N. Si g=mheC
(me M, he N), pour l'indice i tel que me€ s,V,, nous avons

gesUNNC = D,
h =m'gesU)'D.nN = F,
donc
g = mhe MF, c MC,,
et
Cc MC,.

Maintenant, soit C un ensemble compact dans G. D’aprés ce
qui précede, il existe un ensemble compact C,c N tel que lon ait
Cc MC,. Comme, suivant le Lemme 3.6, N posséde la propriété (R),
on peut trouver une C-fonction x(k) sur N d’une maniére que

lxx2h) —1| < ¢

soit satisfaite pour ¢ > 0 donné pourvu que %Ze C,C,C,nN. Nous
étendons cette x(4) sur tout G par

Xig = xh) si g = mh (meM,heN).

Cela est une fonction € L*(G) a support compact. Alors

1) Od plutét, le produit de M avec un ensemble compact arbitraire devient un en-
semble mesurable.
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X+ X(g) = SGX(g'gJ Xig dg
= (|, Xownmn) Xonkyany am-

= L( g X(n' 'y Xk dhy dm*

:S (S % (W' by %) dh) dm*
G% N
- Sfﬁ 2 (") dm*,
oll nous avons posé g’ = m'k', m'h'm = m"h"’. Or si ge€C, WeC, et
W = m"‘m'hme C}C,C, n N.
Donc, dans ce cas
lxxxh) — 11 < =.
Par conséquent, si g’ € C, nous avons
| X Xig) - 1|
< | Jxszo - 1) dme
(23 !
<

ou l'on a posé comme toujours que la masse totale de G* par rapport
a la mesure de Haar sur G* est égale a 1.
Ainsi nous avons vu que G posséde la propriété (R).

Lemme 3.8. Soit G un groupe localement compact dont le quo-
tient par son composant connexe de l'unite soit compact. Alors, si le
groupe quotient G* de G par un sous-groupe invariant N est un groupe
de Lie, le nombre de classes de G* suivant le composant connexe de
Uunite de G* est fini.

Déemonstration. Soit G, le composant connexe de G et soit H*
celui de G*. Soit H I'image réciproque de H* par rapport a I’homo-
morphisme G — G*. Comme l'image de G, dans G* par l’homomor-
phisme G — G* est connexe, elle est contenue dans H*. Par con-
séquent

G,c H.
Alors l'application continue canonique

G|G, - GI/H
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existe. Comme G/G, était compact, il s’en suit que ‘G/H est compact.
D’autre part, nous avons

G*|H* = G/N/H/N ~ G/H (: isomorph et homéomorph).
Puisque G*/H* est discret, il doit étre un groupe fini.

Démonstration de la suffisance. Soit G un groupe du type (C),
dont le quotient par son composant connexe de l'unité est compact.
D’aprés la théorie de K. Iwasawa [10], A. M. Gleason [5], G contient
un sous-groupe invariant compact K tel que le quotient de G par ce
K so0it un groupe de Lie. On vérifie aisément que ce groupe de Lie
est du type (C) et, d’aprés le Lemme 3.8, il n’a qu’'un nombre fini de
composants connexes. Pour voir que G posséde la propriété (R), il
suffit, d’aprés le Lemme 3.4, de voir que ce groupe quotient posséde
la propriété (R).

Donc nous pouvons supposer que G soit un groupe de Lie du
type (C) & un nombre fini de composants connexes. Soit R le radical
du composant connexe de l'unité de G. Alors G/R est un groupe
compact puisque, d’'une part, le nombre de composants connexes de
ce quotient est fini, et, d’autre part, le composant connexe de 'unité
de ce quotient est un revétement d’'un groupe de Lie semi-simple et
compact, et donc lui-méme est compact. Maintenant notre Lemme
3.7 montre que G posséde la propriété (R).

Note adjutée pendant la correction des épreuves. Aprés avoir
présenté ce mémoire, l'auteur savait que M. W. F. Darsow a montré
dans un mémoire (W.F. Darsow, Positive definite functions and states,
Ann. Math., tom. 60 (1954), p. 447 - 453) un théoréme pareil de notre
théoréme 1 et aussi un résultat qui semble le méme que celui de
H. Yoshizawa [17].
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