ZUR THEORIE DER TOPOLOGISCHEN KORPER"

Mikao MORIYA

In einer friiher erschienenen Arbeit von mir? habe ich die Theo-
rie der halb-topologischen Ko&rper entwickelt. Ein Koérper K mit
einer Topologie heifit halb-topologisch, wenn nur die Addition und
Multiplikation des Koérpers in bezug auf die Topologie stetig sind-—
d.h. ¥ + y (x,y€ K) sind stetige Funktionen in bezug auf die Topo-
logie von K—. Ich habe dort gezeigt, daB ein lokalkompakter®, halb-
topologischer Korper, welcher dem Fréchetschen Trennungsaxiom
geniigt, stets ein Hausdorffscher topologischer Kdérper ist; ferner
geniigt dieser topologische Korper dem ersten Abzidhlbarkeitsaxiom.
AnschlieBend daran will ich hier die lokalkompakten, Hausdorffschen
topologischen Kérper behandeln. Die Struktur der lokalkompakten,
Hausdorffschen topologischen Korper ist bereits—fiir die zusammen-
hingenden Koérper von L. Pontrjagin® und fiir die nicht-zusammen-
hingenden Ko6rper von N. Jacobson®—bestimmt worden. Aber die
Wege, welche die beiden Autoren eingeschlagen haben, sind an
manchen Stellen weitaus verschieden. Daher scheint es mir nicht
ohne Interesse, die Strukturtheorie der lokalkompakten, Hausdorff-
schen topologischen Kérper nochmals vom einheitlicheren Standpunkt
aus zu behandeln. Dies Problem ist neulich von H. J. Kowalsky® in
Angriff genommen; da aber seine Methode auch von der meinigen
verschieden ist, so habe ich mich entschlossen, im folgenden meine
Methode darzulegen.

§1. Vorbereitung. In diesem Paragraphen werden einige wichtige
Tatsachen zusammengestellt, deren Beweise schon bekannt sind. Die

1) One of my works which have been done by the Scientific Research Expenditure
of the Ministry of Education.

2) M, Moriya, Zur Theorie der halb-topologischen Gruppen und K&rper, Math.
Journ., Okayama University, Vol. 1 (1952), S.109 -124. Diese Arbheit wird im folgenden
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3) ,, Lokalkompakt ¢ bedeutet ,, im Kleinen bikompakt “; ebenso bedeutet ,, kom-
pakt “ , bikompakt “.

4) L. Pontrjagin, Uber stetige algebraische Kbtrper, Ann. Math., Vol. 33 (1932),
S.163-174.

5) N. Jacobson, Totally disconnected locally compact rings, Amer. Journ. Math.,
Vol. 58 (1936), S. 433 - 449,
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ganze Arbeit hindurch versteht man unter einem tfopologischen Kirper
einen solchen, dessen *Topologie nicht diskret ist.

Fiir einen lokalkompakten,  Hausdorffschen topologischen (. H.t.)
Korper K gelten folgende Sitze:
Satz 1. FEine kompakte Teilmenge aus K ist stels beschrinkt ;
also ist rechts- und linksbeschrankt.
Satz 2. K genugt dem ersten Abzahlbarkeitsaxiom.
Satz 3. K besitzt mindestens ein analytisch nilpotentes Element;
d.h. es existiert ein Element t 30 aus K mit lim t"— Q.

n o

Satz 4. K ist entweder zusammenhingend oder diskontinuierlich.
Wenn K nicht diskontinuierlich ist, so ist K lokalzusammenhangend ;
d.h. jede Umgebung eines beliebigen Elementes x aus K enthalt eine
offene, zusammenhangende Umgebung von x.

Satz 5. K ist vollstandig; d.h. jede Cauchysche Folge aus K
besitzt stets das Grenzelement aus K.

Zum Beweis von Satz 1—Satz 4 geniigen schon die Giiltigkeit des
Fréchetschen Trennungsaxiomes und die Stetigkeit der Addition und
Multiplikation von XK, also ist die Stetigkeit der Subtraktion und
Division entbehrlich.?

§2. Nilpotente, divergente und neutrale Elemente, Ein Element
t aus einem L.H.t. Kérper K heifit nilpotent, wenn lim " — 0 ist; ist
insbesondere ¢ == 0, so heilt ¢ analytisch nilpotent.

Hilfssatz 1. Ein Element t aus K ist dann und nur dann nil-
potent, wenn fitr irgendeine nichi-leere kompakie Menge B aus K

tBs B

gilt,

Beweis. Zunichst sei tB & B fiir eine nicht-leere kompakte Menge
B aus K und fiir ein Element ¢ aus K. Dann ist ¢ sicher nilpotent,
wenn ¢ =0 ist. Wir nehmen also an, daB £3-0 ist. Nach Voraus-
setzung erhidlt man dann

...... StHB st'Bsg - tBs B.

1) Vgl. etwa Pontrjagin, a.a.O., Hilfssatz 30.
2) Vgl. Hilfssatz 10, Satz’5, Zusatz zu Satz5 und Satz 6 in M.
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Die Folge {t*; n =1, 2, ------} besitzt aber einen H&ufungspunkt %,
und es gilt
Nt"B = t,B = 1,tBV.

n=Q

Wire dann 4, %= 0, so wiirde entgegen der Voraussetzung
tB =B

sein; also muB #, = 0 sein. Da B als kompakte Menge beschrinkt
ist, so existiert zu einer beliebigen Umgebung U wvon 0 eine Um-
bung V von 0, so daB VB s U ist. Weil ¢, =0 ein Hiufungspunkt
von {t*; n=1,2, - } ist, so gibt es ein #™ mit ™€ V; hieraus
folgt, daB fiir alle natiirlichen Zahlen # mit n» > m

t"B = (™ mBg t"Bes U

gelten. Wegen tB< B besi.tzt B ein von Null verschiedenes Element
b, und es gilt:

t"be U m=mm+1,---);
d.h. es ist

lim £* —» 0.

Umgekehrt sel ¢ ein nilpotentes Element aus K und W eine

kompakte Umgebung von 0 (es ist also {0} £ W, weil die Kérper-
topologie nicht diskret ist). Da W beschridnkt und lim #* — 0 ist, so

n -» oc

existiert eine natiirliche Zahl m mit der Eigenschaft, daB fiir jedes
n = m stets

"W e W
gilt. Setzt man dann

B = (’U‘t*W u W,
fm)
so ist B sicher eine nicht-leere kompakte Umgebung von 0, und es
gilt:
tB € B.

Wire dann (B = B, so gilte einerseits

1) Vgl Satz5 in M.
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evee = B = $'B = «eeee. = B = B
und anderseits fiir eine hinreichend grofie natiirliche Zah! v
r'Bs We B,

weil B als kompakte Menge beschrinkt ist; dies ist aber ein Wider-
spruch. Es muB daher

tB £ B

sein.

In der letzteren Hilfte des Beweises von Hilfssatz 1 ist gezeigt,
daB zu einem beliebigen nilpotenten Element ¢ aus K stets eine kom-
pakte (also beschrinkte) Umgebung B von 0 mit #!B S B (=1
existiert. Da B beschrinkt ist, so gibt es eine offene Umgebung U
von 0 mit UB < B; wegen lim ¢* — 0 gilt fiir eine Potenz ™ von #:

n o0

tme U.
Es gibt also eine Umgebung V(¢) von ¢, fiir die
Vityr € U

gilt. Ist also v ein beliebiges Element aus V{(¢), so besteht die
Ungleichung :

v"B £ B;

nach Hilfssatz 1 ist also »™ ein nilpotentes Element. Hieraus schliefit
man ohne Schwierigkeit, daB » selber nilpotent ist; d.h. die Umge-
bung V() besteht aus lauter nilpotenten Elementen.

Somit ist folgender Satz bewiesen :

Satz 6. Die Gesamtheit N aller nilpotenten Elemente aus K bildet
eine offene Teilmenge von K.

Eine Folge {¥,; =1,2, ----- } aus K heiBt divergent, wenn sie
keinen Hiufungspunkt besitzt. Nach N. Jacobson gilt dann®:

Hilfssatz 2. Ist {x,; n=1,2,:----- } eine divergente Folge aus K,
so existiert eine natiirliche Zahl n, von der Art, daB {x;'; n=mn,,
7+ 1, e } eine Nullfolge ist.

Ein Element # aus K heilt divergent, wenn die Folge {#"; n=1,

1) N. Jacobson, a.a.0., Lemma 6.1.
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2y weeeee } divergent ist. Ein Element ¢ aus K, welches weder nilpotent
noch divergent ist, heit neutral.

Hilfssatz 3. Ein Element v aus K ist dann und nur dann diver-
gent, wenn u™' existiert und analytisch nilpotent ist.

Beweis. Ist u divergent, so ist es definitionsgemifi von 0 ver-
schieden. Es existiert also #™, und {#™; =12, - } ist nach
Hilfssatz 2 eine Nullfolge; d.h. «' ist ein analytisch nilpotentes
Element.

Umgekehrt sei fiir ein Element # aus K #~! analytisch nilpotent.
Besifie dann die Folge {#*; n=1,2, - } einen Hiufungspunkt z,,
so wiirde 0-#%, = 0 ein Hiufungspunkt der Folge {#™*u"=1; n=1,
2, -eene- } sein; dies ist aber ein Widerspruch. Es muf also # diver-
gent sein. .

Hilfssatz 4. Eine wunendliche Folge {x,; n=1,2, - }, deren
Glieder x, (n =1, 2, +---- y alle nicht divergent sind, ist nicht divergent.

Beweis. Wir nehmen das Gegenteil an. Da {x,; =12, --.- }
divergent ist, so existiert nach Hilfssatz 2 eine natiirliche Zahl =,,
so daf3

X% n=mn, ny+1, - }

eine Nullfolge ist. Ferner existiert nach Satz 6 eine Umgebung V von
0, die aus lauter nilpotenten Elementen besteht. Wegen lim x;'— 0

n oo

gehort ein x;! zu V; nach Hilfssatz 3 ist also x, divergent, was
aber mit der Voraussetzung im Widerspruch steht.

Im folgenden bezeichnet G durchweg die Gesamtheit aller neu-
tralen und nilpotenten Elemente aus K. Offenbar ist G nicht leer,
und G ist eine Umgebung von 0, weil es die offene Menge NN enthilt
(nach Satz 6).

Satz 7. G ist eine abgeschlossene, kompakte Teilmenge von K.

Beweis. Zunidchst wollen wir zeigen, dal G eine abgeschlossene
Teilmenge von K ist. Dazu nehmen wir das Gegenteil an. Dann
besitzt das Komplement von G mit der abgeschlossenen Hiille G von
G ein Element » gemeinsam, und p ist sicher divergent. Ist also U
eine offene Umgebung von 0, welche aus lauter nilpotenten Elementen
besteht, so gilt fiir eine geeignete nattirliche Zahl #:

p"e U,

weil nach Hilfssatz 3 p~' nilpotent ist. Da U eine offene Menge von
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K ist, so existiert eine Umgebung V(p) von p mit V(p)™"c U.
Ferner ist die Menge V() NG nicht leer. Fiir ein Element x aus
Vip) n G gilt dann:

x*e Vip)™ s U;

hieraus folgt, dafl ¥~* ein nilpotentes Element ist, was aber ein Wider-
spruch ist. Folglich ist G = G; d.h. G ist in K abgeschlossen.

Nun zeigen wir, daff G kompakt ist. Dazu ziehen wir eine offene
Umgebung U von 0 heran, deren abgeschlossene Hiille U kompakt
ist. Ferner sei ¢ ein analytisch nilpotentes Element (ein solches
existiert nach Satz 3). Gilt dann fiir eine Potenz #! (: > 0) von ¢

Gtt = U,
so ist
Ges U

da Ut kompakt und G abgeschlossen ist, so ist G kompakt. Es
geniigt also zu zeigen, dafl die Annahme Gt'¢ U@ =1, 2, ----- ) zum
Widerspruch fiihrt. Ist nun fiir jedes i (7> 1) Gt' ¢ U, so gibt es
ein Element g, aus G mit g;¢te€ C(U), wo C(U) das Komplement von
U in K bezeichnet. Die Folge {g,; i=1,2, «----- } besitzt nach Hiifs-
~ satz 4 einen Hiufungspunkt g; also ist g0 =0 ein Hiufungspunkt
der Folge {g/¢': i=1,2, - } und infolgedessen ist 0€ C(U), weil
C(U) in K abgeschlossen ist. Dies ergibt einen Widerspruch.

§3. Kompakte multiplikative Halbgruppen. Fiir die in §2 ein-
gefiihrte Menge G definieren wir die Menge G* als die Gesamtheit
aller Elemente g* mit g*G £ G. Dann gilt offenbar:

G*G ¢ G:

weil G 1-Element enthilt, so ist G* = G. Ein Element aus G* ist
also entweder neutral oder nilpotent. Nun gilt folgender

Hilfssatz 5.

i) G* ist eine multiplikative Halbgruppe mit 1 wnd 0.

il) G* ist eine abgeschlossene, kompakie Teilmenge von K,

iii) G* ist in K invariant;. d.h. fir ein beliebiges, von Null ver-
schiedenes Element x aus K gilt stels

xG*x"t = G*.
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iv) Ein Element g* aus G* ist dann und nur dann neutral, wenn
g*G = G ist. Die Gesamtheit aller neutralen Elemente aus G* bildet
eine multiplikative Gruppe.

v) Fiir ein beliebiges nilpotentes Element t* aus G* und fitr ein
beliebiges Element g aus G sind t*g und gt* nilpotent.

vi) Die Gesamtheit N* aller nilpotenten Elemente aus G* bildet
eine offene Teilmenge von K.

Beweis. i) Da1l-G=G und 0-G =0¢€ G sind, so sind 1,0 in G*
enthalten. Nun seien g¥, g* beliebige Elemente aus G*. Dann ist

g¥egXG = g¥igrG) < g+G = G;

also ist G* eine multiplikative Halbgruppe mit 1 und 0.

il) p* sei ein Hiufungspunkt von G* und g ein beliebiges Ele-
ment aus G. Dann ist p*g offenbar ein H&ufungspunkt von G*g
(£ G); da G nach Satz 7 in K abgeschlossen ist, so ist p*ge G.
Weil g ein beliebiges Element aus G sein kann, so ist nach Definition

pé— € G*;

d.h. G* ist in K abgeschlossen. Da G* eine abgeschlossene Teil-
menge der kompakten Menge G ist, so ist G* auch kompakt.

~ iii) Offenbar gilt fiir ein beliebiges, von Null verschiedenes Ele-
ment x aus K:

xGx' = G,
Fiir ein beliebiges Element g* aus G* besteht also:
2g*x7'G = (xg*x "V (xGx™) = x%@*G)x' € xGx™' = G;

d.h. es ist xG*x! € G*. Da aber x alle von 0 verschiedenen Ele-
mente aus K durchlaufen kann, so ist

x'G*x € G*;
hieraus folgt:
G* € xG*x' £ G*,

w.z.b.w.
iv) Ist ¢* ein neutrales Element aus G¥*, so muBl ¢*G = G sein.
Denn sonst gilte wegen ¢*G £ G die Ungleichung

e*G £ G;
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da G kompakt ist, so miiite dann nach Hilfssatz 1 ¢* ein nilpotentes
Element sein. Gilt umgekehrt fiir ein Element g* aus G*

g*G = Gl
so sind
...... = g¥G = g*"G = oo = g*G = G.

Wire dann g* nilpotent, so wiirde fiir eine hinreichend grofie natiir-
liche Zahl »n

g*nG £ G

sein, weil G kompakt ist und iiberdies eine Umgebung von 0 ist.
Folglich muf} g* neutral sein.
Sind nun e#, e} neutrale Elemente aus G*, so gilt offenbar:

(efe?)G = ef(erGy = e¥G = G,
also ist efe¥ auch neutrales Element aus G*. Ferner folgt aus e*G
= G die Gleichung
G = e*"'G;

nach dem oben Bewiesenen ist e* ~' ein neutrales Element aus G*,
Somit ist gezeigt, daB die Gesamtheit aller neutralen Elemente aus
G* eine multiplikative Gruppe bildet.

v) Ist g=0, so sind #*g = gt* =0, also sind *g und g#* nil-
potent. Wir nehmen also g0 an.

a) g ist ein analytisch nilpotentes Element. In diesem Fall gilt
fiir jede natiirliche Zahl 7:

(t*g)ﬂ = i*(gt*g") (g'zt*g""’) ...... (g“-li*g'”“)g“.

Nach iii) sind gi#*g€¢ G* (=0,1, ------,n—1); da G* eine multipli-
kative Halbgruppe ist, so sind -

(t*g)" € G*g" (=12 - ).

Weil nach ii) G* kompakt und g nilpotent ist, so existiert zu einer
beliebigen Umgebung U von 0 eine natiirliche Zahl m, so daB fiir
alle n mit n>=m

G*'¢" = U

und infolgedessen
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t*g)" e U
sind; dies besagt aber, daB lim (t*g)* — 0 ist. Ebenso beweist man
leicht, daf -

lim (gt*)* > 0
ist. Also sind #*g und g¢* nilpotent.

b) g ist ein neutrales Element. In diesem Fall besitzt die Folge
{g"; n=1,2, - } einen von O verschiedenen Hiufungspunkt % aus
G. Da das erste Abzidhlbarkeitsaxiom erfiilit ist, so kann man aus
der obigen Folge eine zu % konvergierende Teilfolge {g*»; n =1,
2, ceeeen } herausgreifen. Offenbar konvergiert dann die Folge {g™Z™;
n=12 - } zu 1. Setzt man nun Z27't*h = ¢, so ist #f auch ein
nilpotentes Element aus G*. Ferner gilt:

(t‘;(-g'),rl = t'f(gtf'g—l) ...... (gn—lt?(-g—n...l)gn
= (h—lt*h) (gh—lt*(gh—l)—l) ...... (g"-lh—lt*(gn_lh_l)_l)gn

Nun kann man fiir eine beliebige Umgebung W, von 0 eine offene
Umgebung W von 0 so bestimmen, daB

wG W

in

ist. Dann existiert eine natiirliche Zahl » mit {*™e W. Da W offen
ist, so gibt es eine Umgebung U von £*, fiir die U™ = W ist, Wegen
1-#%-1"' = {* existiert eine Umgebung V von 1 von der Art, daB
Vi*V-1e U ist. Wegen lim g2 > 1 existieren m Elemente g4,

n - =

ghaht, .- y Zhmh (p < py < veeeen < pu,) aus V, und es gilt:
[g”’lh—lt*{g”‘lh")‘l] ......
[g#mh—lt*(g#mk-l)—lje (VeEV-YyY" s U™ W.

Beriicksichtigt man nun die Relation xG* = G*x (¥ &= 0), so erhilt
man fiir jedes # mit > 2, :

(ti‘g)"‘ — [g#, h-1t¥ (g™ ]2—1) —l][guzh-l ¥ (g#sh-l) -1] ......
[g"mh’lt*(g"m}l'l)"]g#g" ,

wo g¥ ein Element aus G* bezeichnet. Wegen g¥g”e G gelten fiir
alle natiirlichen Zahlen »# mit # > «,,:

g e WG = W,
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d.h. {fg ist ein nilpotentes Element. Da #A#*A~' ein nilpotentes Ele-
ment aus G* ist, so folgt aus dem eben Bewiesenen, daB z2~'(ht*h~)hg
= ¥g auch nilpotent ist. Ebenso beweist man leicht, daB gt* auch
ein nilpotentes Element ist.
vi) Fiir ein beliebiges nilpotentes Element #* aus G* gilt nach
V)
t*G € N,

wo N die Gesamtheit aller nilpotenten Elemente aus K bezeichnet.
Da N nach Satz 6 in K offen und G kompakt ist, so gibt es zu einem
beliebigen Element g, aus G eine offe Umgebung U(g, von g, und
eine Umgebung V,(t*) von t* derart, daB

Vit*)U(g) € N

ist. Dann gilt
t#*G c u V.()Ulg) € N.

g)‘( G
Da G kompakt und U = {U(g,); g€ G} eine offene Uberdeckung von
G ist, so kann man aus U endlich viele Elemente Ulg), Uig:), -+ ,

Ulg) so herausgreifen, daB G Uig) =G ist. Setzt man nun V(*)
F] {=1

= {n Vi(t*), so gilt:
=1

Vit G € Vit¥) (¢U1U(g')) s N G.

Hieraus schlieBt man ohne weiteres, daB V(*) < G* ist, und daB
V(#*) nach iv) aus lauter nilpotenten Elementen besteht. Somit ist
bewiesen, daB N* eine offene Teilmenge von K ist.

Ist g* ein beliebiges Element aus G* und ¢ ein nilpotentes Ele-
ment, so kann man ebenso wie beim Beweis von Hilfssatz 5, v) be-
weisen, dafl g*t und Zg* nilpotent sind.

Zusatz, Es gelten:

G*Ne N und NG* € N.

Hilfssatz 6. Es sei M eine nicht-leere Menge aus K mit folgen-
den Eigenschafien :

1) M ist eine multiplikative Halbgruppe.

i) M ist invariant in K.
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iiiy M ist kompakt.
Dann ist M in G* enthalten.

Beweis. Um die Relation M < G* zu beweisen, geniigt zu zeigen,
daB fiir ein beliebiges Element m aus M und fiir ein beliebiges Ele-
ment g (=0) aus G stets mge G gilt. Nun gilt fiir eine beliebige
natiirliche Zahl #»:

(mg)" = migmg ) (g mg? - g mg "+ g";

da die g'mg~*t i=10,1, ----. , #—1) nach ii) alle zu M gehdren, und
da M nach i) eine multiplikative Halbgruppe ist, so geh6rt das
Element

n-1
m, = I g'mg~

zu M. Nun besitzt die Folge {g"; n=1,2, ----.- } einen Hiufungs-
punkt g,, weil ge G ist. Da die Folge {m,; n=1,2, - } zu einer
kompakten Menge M gehért, so kann man einen Hiufungspunkt m,
von {m,; n=1,2, - } so bestimmen, daB m,g, ein Hiufungspunkt
der Folge {(mg)* = m,g"; n=1,2, - } wird; d.h. das Element mg
ist nicht divergent, also ist

mge G, w.z.b.w.

Wie in Hilfssatz 5 bewiesen worden ist, besitzt G* die Eigen-
schaften i), ii), iii) aus Hilfssatz 6. Daher ist G* die griBte Teilmenge
aus K mit den Eigenschaften i), 1i), iii) aus Hilfssatz 6.

§4. Lokalkompakte, zusammenhidngende Hausdorffsche topo-
logische Korper. In diesem Paragraphen betrachten wir durchweg
einen zusammenhangenden [.H.t. Kirper K. G* und N* bedeuten die
Mengen wie die in §3 definierten. Zunichst beweisen wir folgenden

Hilfssatz 7.

i) G* ist zusammenhangend.

ii) Das Komplement F* von N* in G¥ ist nicht leer.

iii) Die abgeschlossene Hiille N* von N* stimmt mit G* iiberein.

Beweis. i) Da K zusammenhingend ist, so ist K nach Satz 4
lokalzusammenhingend., Nun sei Cf die Komponente von 0 in G*.
Setzt man dann voraus, dall Cf in N* enthalten ist, so ist C# eine
offene Teilmenge von K; denn da N* offen und K lokalzusammen-
hingend ist, so besitzt jedes Element aus C¥* eine in N* enthaltene,
offene zusammenhingende Umgebung. Weil aber Cj als eine Kom-
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ponente einer abgeschlossenen Menge G* auch abgeschlossen ist, so
ist C} in K gleichzeitig offen und abgeschlossen; dies ist aber ein
Widerspruch, weil X zusammenhingend ist. Daher muB C}# minde-
stens ein neutrales Element ¢* enthalten. Da aber nach Hilfssatz 5,
iv) e*~'€ G* ist, so ist

1ee*'CF,

und ¢* ~'C} ist eine 0 enthaltende, zusammenhingende Teilmenge von
G*, also ist nach Definition

lee*'CF s Ck.
Ist nun g* 30 ein beliebiges Element aus G*, so ist
g* € g*CF;
da g*CJF zusammenhingend ist und 0 enthilt, so ist
g% e g*Cf = CF.
Hieraus folgt:
G* = G, w.z.b.w.

i) Da K zusammenhingend ist, so ist die offene Menge N*
sicher von der abgeschlossenen Menge G* verschieden. Also ist F*
nicht leer.

iiiy Da G* abgeschlossen ist, so ist N* € G*, und N* enthilt
mindestens ein neutrales Element e¢* aus G*, weil N* 2 N* ist.
Nach Hilfssatz 5, v) und i) ist e**N* eine Teilmenge von N*; hier-
aus folgt sofort

N* = gF'N¥ = g¥-IN* 3 1.

Ist nun g* ein beliebiges Element aus G¥, so ist

g* € g*]v* = g*N*
d.h. es ist G* = N*, w.z.b.w.

n

N*;

Satz 8. G* stimmi mit G #berein.

Beweis. Wir bezeichnen wieder mit N die Gesamtheit aller nil-
potenten Elemente aus XK. Dann ist offenbar N n G* nicht leer. Wir
wollen zundchst zeigen, dall G*N £ G* ist. Ist nimlich G*N ¢ G*,
so existiert ein Element ¢ aus N von der Art, daB die Differenzmenge



ZUR THEORIE DER TOPOLOGISCHEN KORPER 127

G*t — G* nicht leer ist. Bezeichnet man nun mit F* das Komple-
ment von N¥ in G* und nimmt F* n G*¢ als die leere Menge an, so
ist

G*t=G*nG*t = (FFUN*)NG*t = N*nG* (30);

dies ist aber ein Widerspruch, weil sonst die zusammenhingende
Menge G*t eine gleichzeitig offene und abgeschlossene, nicht-leere
Menge enthalten miiBte. Also ist Fn G*¢ eine nicht-leere Menge.
Ein Element aus F* n G*¢ ist aber einerseits nach Definition ein neutra-
les Element und anderseits nach Zusatz zu Hilfssatz 5, ein nilpotentes
Element ; dies ist aber ein Widerspruch. Es muB daher G*N g G*
sein; d.h. G* enthilt die Menge N und folglich ist N* = N.
Da nach Hilfssatz 5, v)

NG = N*G e N
gilt, so folgt ohne weiteres;
~ NG = N*G N = N* = G*;
weil N*G € N*G und N* = G* sind, so gilt
G*G £ G*,

woraus G £ G* folgt, w.z.b.w.

§5. Lokalkompakte, diskontinuierliche Hausdorffsche topolo-
gische Kérper. In diesem Paragraphen bezeichnet K durchweg einen
diskontinuierlichen I.H.t. Korper. G* und N* bezeichnen die Mengen
wie in §3.

Hilfssatz 8. N* ist abgeschlossen, also ist nach Hilfssatz 5, vi)
gleichzeitig offen und abgeschlossen.

Beweis. Da G* abgeschlossen ist, so gehort ein beliebiger Hiu-
fungspunkt p von N* zu G*. Nimmt man nun p als nicht nilpotent
an, so ist p ein neutrales Element, und es ist p~'€ G* (nach Hilfssatz
5, iv)). Da K diskontinuierlich ist, so enthidlt K eine gleichzeitig
offene und abgeschlossene, multiplikative Gruppe V". Weil pV eine
Umgebung von p ist, so enthdlt pV ein Element £* aus N*. Das
Element p~'f* aus V ist also nach Hilfssatz 5, v) nilpotent. Da V
eine abgeschlossene multiplikative Gruppe ist, so gehdért das Grenz-

1) Vgl etwa M, Satz 2.
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element 0 von {(p7't*)"; n=1,2, - } zu V; dies ist aber ein
Widerspruch. Es muB also N* = N* sein.

Aus Hilfssatz 8 folgt ohne weiteres, daB N* als eine abgeschlos-
sene Teilmenge der kompakten Menge G* auch kompakt ist.

Zusatz. N* ist kompakt.

Hilfssatz 9. Es gilt

ceenee = N¥E g N*¥i-1 2 oo & N¥*,
und es ist
nN*¢ = {0}
i=1

Beweis. Da nach Hilfssatz 5, v) und i) N*G* £ N* ist, so gilt
fiir jede natiirliche Zahl v:

N*vi g N*v,

Wir bezeichnen mit S* die Menge aller von Null verschiedenen Ele-
mente aus N** Dann gilt:

N*v+1 — U a‘N% .
a;: S*
Da N#¥*' als Produkt aus » + 1 kompakten Mengen auch kompakt
ist, und da {aN*; n€S*} eine offene Uberdeckung von N*** ist,
so kann man endlich viele Uberdeckungen aN* (i =1,2, -- - ,S) SO
auswihlen, daB

£
U aiN* = N%**!
i1=1

ist. Weil N* offen ist, so ist N*” auch offen; es existiert also eine
Umgebung U von 0 mit U § N** und eine Umgebung V von 0 der-
art, dafl

VN* s Us N*¥

ist, weil N* als kompakte Menge beschrinkt ist. Ferner existiert
eine solche natiirliche Zahl m, daB} die a =1,2, :----- ,8) alle zu V
gehoren. Bildet man dann die Menge (V***Y)™, so ist jedes Element
a aus (N*'*') yon der Form

me ,
a = pI-IxaPtP s
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wodie g, (p=1,2, -+ , ms) Elemente aus der Menge {a,, @, ------ , @}
und die £, (0 =1, 2, ----- , ms) Elemente aus N* sind. Beriicksichtigt
man nun die Relation

*N*x' = N* (K3x%£0),
so ist

ms
a € (T ayN*m.

Da mindestens ein Element aus {a,, a,, - , 4,}, etwa a;, im Produkt

,,}2751 a, mehr als (7 — 1)-mals auftreten muB, so ist
f_fj a, € arN*;
also ist
a€arN*™+ ¢ g"N* ¢ VN* ¢ U.
Da ¢ alle Elemente aus. N*¥*! durchlaufen kann, so ist
(N*vym ¢ U N*Y

Setzt man also als N***'= N**(v>1) voraus, so folgt entgegen
dem oben Bewi}esenen:

e o= (N#YWY™ — . = N*W — N¥*v 2 [J,

Also muf

sein.
Da beim obigen Beweis die Umgebung U beliebig sein kann, so
folgt aus der Ungleichung (N***y™ £ U, daB

AN* = {0}

{m]
ist.

Hilfssatz 10. Die Gesamtheit G¥ aller Elemente x aus K mit
der Eigenschaft xN* € N* ist eine Teilmenge von G*.

Beweis. i) Nach Definition bildet G¥ sicher eine multiplikative
Halbgruppe. ii) Da fiir jedes z = 0 aus K stets zN*z-! = N* ist, so
folgt ohne weiteres: zG¥z™' = G§. iii) Nach Definition gilt fiir ein
analytisch nilpotentes Element #* aus N* (ein solches #* existiert
sicher, weil N* in K offen ist):
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G¥* € N¥;

da N* kompakt ist, so ist G¥ auch kompakt., Da die Eigenschaften.
1), 1i), iii) aus Hilfssatz 6 erfiillt sind, so ist

G¥ € G*.

Nun sei y ein Element aus K, welches nicht zu G* gehdért. Dann
ist nach Hilfssatz 10

yN* & N*,
Da y-0 =0€ N* und N* in K offen ist, so existiert eine Umgebung
U von 0 mit yU = N*. Nach Hilfssatz 9 existiert ein in U ent-

haltenes N*>, weil die N** @ =1,2, -.--.- ) kompakt sind und nN*
{=1
= {0} ist. Es gibt also eine natiirliche Zahl 7, fiir die

yN*t ¢ N* und yN*#+1 g N*
gelten. Wegen yN*! ¢ N* existiert ein n, aus N** mit yr, ¢ N¥; da
ya, N* € yN*#+1 ¢ N*

ist, so muf} y=; ein Element aus G* sein. Wegen y=,¢: N* ist also
ym, ein neutrales- Element e* aus G*. Hieraus folgt ohne weiteres,
daB y~!'= m,e*~! ein analytisch nilpotentes Element ist; d.h. y ist
nach Hilfssatz 3 ein divergentes Element.

Nach dem eben Bewiesenen ist gezeigt, dafl .das Komplement von
G* in K aus lauter divergenten Elementen besteht; es ist also

G* = G.

Da nach Hilfssatz 9 N*?* s N* ist, so existiert ein Element = aus
N* mit = ¢ N**. Bildet man dann fiir ein beliebiges Element #* aus
N* den Quotienten #*z ' =17y, so ist » ein Element aus G*. Denn
sonst wire » nach dem eben Gezeigten divergent, und folglich wiirde
»~! nach Hilfssatz 3 nilpotent sein; daraus folgte entgegen der Vor-
aussetzung

r = y7't* e N¥%;
es muf} also N* £ G¥*r sein. Wegen G*=n < N* gilt daher
G*n = N*.
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Ebenso ist
nG*¥ = N¥,

Satz 9. In einem lokalkompakten, diskontinuierlichen Hausdorff-
schen Korper K gilt stels:

G = G*.

Ferner gibt es ein analytisch nilpotentes Element n von der Art, da8
die Menge =G = Gr mit der Gesamtheit aller nilpotenten Elemente aus
K iibereinstimmt.

§6. Bewertungen und Topologien der lokalkompakten, Hausdorff-
schen topologischen Kérper. Es sei K ein 1.LH.t. Kérper. Dann ist
in §§4 und 5 bewiesen worden, da8 die Gesamtheit G aller neutralen
und nilpotenten Elemente aus K eine multiplikative Halbgruppe bildet.
Ferner besitzt die Gesamtheit N aller nilpotenten Elemente aus K
beide folgenden Eigenschaften :

1) N ist eine offene, beschrankte Teilmenge von K.”

2) Fiir ein beliebiges nilpotentes Element t aus K ist sleis

Gt € N.

Daher kann man nach I. Kaplansky® eine nicht-negative reell-
wertige multiplikative Bewertung® ¢ von K einfiihren, welche in K
eine mit der urspriinglichen Topologie von K #quivalente Topologie
‘induziert. Im folgenden nennen wir ¢ eine zur Topologie von K ge-
horige Bewertung. Wie man leicht bestitigen kann, ist ein Element
# aus K dann und nur dann divergent, wenn e¢(z) > 1 ist. Daher
besteht G aus allen und nur allen Elementen ¥ aus K mit o{x) < 1.
Ferner verifiziert man leicht, daB ein Element ¢ aus K dann und nur
dann neutral ist, wenn ¢(¢) = 1 ist. Da nach Satz5 K stets voll-
stindig ist, so ist K ein perfekter Kérper in bezug auf ¢. Bekannt-
lich ist ¢ entweder archimedisch oder mnicht-archimedisch. Wenn ¢
nicht-archimedisch ist, so bestimmt fiir eine positive Zahl = die
Menge U(e) aller Elemente x aus K mit ¢(x) << eine gleichzeitig

1) Da N eine Teilmenge der kompakten Menge G ist, so ist IV offenbar beschrinkt.

2) I.Kaplansky, Topological methods in valuation theory, Duke Math. Journ. Vol.
14 (1947), S.527 - 541.

3) Eine Bewertung ¢ von K heiBt multiplikativ, wenn stets ¢(xy) = ¢(x)- @(y)
(x, y « K) gilt.
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offene und abgeschlossene Umgebung von 0, also kann X nie zusam-
menhingend sein. Ist aber ¢ archimedisch, so enthilt K bekanntlich
einen zum Ko&rper R aller reellen Zahlen, topologisch isomorphen
Kérper. Da in R das abgeschlossene Intervall [1,0] zusammenhingend
ist, so muf K zusammenhingend sein. Nun gilt:

Satz 10. Ein lokalkompakter, zusammenhangender Hausdor(fscher
topologischer Kirper K ist isomorph® zu einem der drei folgenden
Korper:

1) zum Korper aller recllen Zahlen,

il) zwum Kérper aller komplexen Zahlen,

i) zuim Schiefkiorper aller Quaternionen.

Beweis. Die zur Topologie von K gehérige Bewertung ¢ ist nach
dem oben Gezeigten archimedisch, weil K zusammenhingend ist. Da
K in bezug auf ¢ perfekt ist, so enthilt K einen zu R (K6rper aller
reellen Zahlen) topologisch isomorphen Kérper. Der Einfachheit halber
wollen wir wie {iblich annehmen, da R selber ein Unterkdrper von
K ist. Dann ist R als die perfekte Hiille des rationalen Zahlkdrpers
in bezug auf ¢ im Zentrum von XK enthalten. Ferner ist jedes Ele-
ment aus K stets tiber R algebraisch. Ist nimlich ein Element w
aus K iiber R transzendent, so adjungieren wir zum Koérper R(w)
eine Nullstelle ¢ des Polynomes X° + 1. Bekanntlich ist R(9) iso-
morph zum Koérper aller komplexen Zahlen. Dabei ist w iiber R(8)
transzendent, weil sonst w iiber R algebraisch sein miite. Daher ist
die perfekte Hiille des Korpers R, w) in bezug auf ¢ ein echter
Oberkérper von R(9), was aber nach A. Ostrowski unméglich ist?.
Da jedes Element aus K iiber R algebraisch ist, so ist X nach dem
Satz von Frobenius isomorph zu einem der im Satz genannten
Korper. ‘

Im folgenden bedeutet K durchweg einen diskontinuierlichen I.H.t.
Kérper. Dann ist eine zur Topologie von K gehérige Bewertung ¢
nicht-archimedisch. Fiir beliebige Elemente x, y aus G gilt:

o(x + y) < Max(e(x), ¢(y)) < 1;
d.h. ¥ + y gehoért auch zu G. Weil G eine multiplikative Halbgruppe

1) Das Wort ,,isomorph“ bedeutet im folgenden stets ,, algebraisch und topologisch
isomorph “.

2) A.Ostrowski, Uber einige L8sung der Funktionalgleichung o(x)* () = v(xy),
Acta Math., Bd. 41 (1918), S.271 -284. Man vergl. auch A. A. Albert, Modern Higher Al-
gebra, Chicago (1936).
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ist, so bildet G einen Unterring von K. Da nach Satz 9
N = zG = Gn. (e G)

ist, so ist N ein zweiseitiges Hauptideal aus G ; ferner stimmt N mit
der Gesamtheit aller Elemente ¥ aus K mit ¢(x) < 1 iiberein. Der
Restklassenring G /NN ist daher der Restklassenk6rper von K in bezug,
auf die Bewertung ¢. Nun ist das Mengensystem {N + g.; g€ G}
eine offene Uberdeckung der kompakten Menge G; es existieren
also endlich viele N+ g, ¢=1,2, ------ , S), deren Vereinigung schon
G iiberdeckt. Hieraus schlieBt man, daB G/N ein endlicher Ké&rper
und folglich nach dem Satz von Wedderburn kommutativ ist. Offen-
bar ist die Charakteristik von G/N eine Primzahl p, und die Anzahl
der Elemente von G/N ist eine Potenz ¢ von p. Also geniigt jedes
neutrale Element x aus K der Kongruenz

¥ —-1=0 mod N.

Wir bezeichnen nun mit K, das Zentrum von K (K, kann eventuell
mit K iibereinstimmen). Dann beweist man ohne Schwierigkeit, da
K, in bezug auf die durch ¢ induzierte Bewertung von K, perfekt ist.
Da die Gesamtheit aller von der Nullklasse verschiedenen Klassen
aus G/N eine zyklische Gruppe bildet, so existiert ein neutrales Ele-
ment e, dessen (g¢—1)-te Potenz nach N erst zu 1 kongruent ist.
Adjungiert man nun zum Kérper K, das Element ¢, so beweist man
nach dem Henselschen Lemma, dal die Gleichung x¢1—1 = 0 in der
perfekten Hiille von K,(¢) eine Wurzel e, mit ¢,=¢ mod N besitzt ;
d.h. ¢, ist eine primitive (g —1)-te Einheitswurzel aus K. Bezeichnet
man dann die Menge {0, &, &, ----- ,el7'} mit S, so liBt sich jedes
Element aus K eindeutig in der Form

= .
darstellen, wo die ¢, alle aus der Menge S heraugegriffen sind.
Wenn dabei Ky(e) € K, ist, so ist K sicher kommutativ (also ist
K, = K), weil K = K(e,, n) ist. Wir unterscheiden dann zwei Unter-
fille:

a) Charakteristikgleicher Fall. Bezeichnet man in diesem Fall
den Primkérper von K mit P, so muBl = iiber P(e,) transzendent sein
(P(ey ist ein endlicher Korper mit ¢ Elementen), weil sonst ¢(n) = 1
sein wiirde. Also ist K der Potenzreihenkirper von = iiber Ple,).
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b) Charakteristikungleicher Fall. In diesem Fall muf} die Charak-
teristik von K gleich Null sein, und der Primkérper P von K kann
als der rationale Zahlkdrper angennomen werden. Wir bezeichnen
dann mit P(e,) die perfekte Hiille von P(e,) in bezug auf die durch ¢
induzierte Bewertung von P(eg,). Dann ist fiir ein geeignetes neutrales
Element ¢ aus K :

p = en” (n=1).

Hieraus schlieft man ohne Schwierigkeit, daB = ein algebraisches
Element vom Grade # iiber P(g,) ist. Also ist Pe)@®@) = K und in-
folgedessen ist K ein p-adischer Zahlk6rper®.

Jetzt wenden wir uns dem Schiefkérper K zu. Dann ist K.(e.)
offenbar iiber K, zyklisch von einem Grad m. Ferner kann man ein
Element =z, aus K mit ¢{z) = ¢(n) so bestimmen, dafl die Trans-
formation von K,(e,) durch =, einen erzeugenden Automorphismus von
Kye)| K, ergibt. Ferner ist ' unter den Potenzen = (i =1,2, - )
die friiheste, welche zu K, gehort. Also ist K wie bekannt eine
zentrale zyklische Algebra vom Grade m iiber K”. Somit ist be-
wiesen :

Satz 11. Ist K ein lokalkompakter, diskontinuierlicher Hausdorff-
scher topologischer Kérper, so ist K zu einem der drei folgenden Kor-
pertypen isomorph .

i) zu einem p-adischen Zahlkirper.

il) zwu einem Potenzreihenkiorper einer Unbestimmien mit end-
lichem Korper als Koeffizientenkorper.

iil) zu einer zyklischen Algebra uber einem y-adischen Zahlkorper
als Zentrum.
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1) Genauer gesagt ist K zu einem p-adischen Zahlkdrper topologisch isomorph.
2) H.Hasse, Uber §2-adische Schiefkdrper und ihre Bedeutung fiir die Arithmetik
hyperkomplexer Zahlsysteme, Math. Ann., Bd. 104 (1931), S. 495 - 534.



