ZUR FORTSETZUNG DER 2-COZYKLEN IN
EINEM KOMMUTATIVEN RING

Mikao MORIYA

Die vorliegende Note bildet den algebraischen Teil meiner Unter-
suchung iiber die Struktur der 2-Cohomologiegruppen, welche die
Hauptordnung eines diskret bewerteten perfekten Koérpers als Defini-
tionsbereich besitzen. Ich will im folgenden dje von Y. Kawada®
entwickelte Theorie der 2-Cohomologiegruppen in Henselschen p-adi-
schen Zahlkérpern verallgemeinern und an einigen Stellen ergédnzen.

§1. 2.Cohomologiegruppen in einem kommutativen Ring. R sei
ein kommutativer Ring und M ein R-Linksmodul. Dann versteht
man unter einem 2-Cozyklus f von R iiber M eine eindeutige Ab-
bildung des Produktraumes R x R in M mit folgenden Eigenschaften:

1. Fiir beliebige Elemente a, b aus R gilt

fla, b) = fb a.
2. Fir a,, a; aus R gilt
fa, + a.,b = fla,b) + fla,, b).
3. Fiir a,b und ¢ aus R gilt
af(b, ¢) + f(a, be) = f(ab, ¢) + cf(a, b).

Ist nun g eine 1-Kette von R iliber M (d:h. g ist ein Homomor-
phismus von R als additiver Gruppe in i), so definiert man eine
Abbildung ég von R x R in I durch die Relation

ég(a, b) = ag®) + bgla) — glad),

wo a, b beliebige Elemente aus R bezeichnen. Dann wird dg, wie
leicht bestiitigt, ein 2-Cézyklus von R iiber M ; g heilt der 2-Corand
von g. Fiir beliebige 2-Cozyklen f,, f, von R iiber M definiert man
die Summe f, + f, nach folgender Vorschrift:

f, + f'z)(aa b) = fia,b) + fila, b), a be R,

1) Y.Kawada, On the Derivations in number fields, Ann. of Math., Vol. 54 (1951),
S. 302 - 314.
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Ersichtlich ist f; + f, wieder ein 2-Cozyklus von R iiber 9. Man
sieht ferner sofort ein, daB die Gesamtheit Z@@R; M) aller 2-Co-
zyklen von R iiber M bel obiger Summenbildung eine additive Gruppe
mit R als Linksoperatorenbereich bildet; dabei ist die Gesamtheit
B®R; M) aller 2-Corinder der 1-Ketten eine R-Untergruppe von
Z@@R; M. Die Faktorgruppe HP(R; M) = ZO@HR; M)/BOR; W)
ist die 2-Cohomologiegruppe von R iiber M genannt. Ein Element
aus H®@; M) heiBt 2-Cohomologieklasse; 2-Cozyklen f,, f,, welche
ein und derselben Cohomologieklasse angehdéren, heiflen einander
cohomolog. ‘

§2. Reduktion eines 2-Cozyklus auf einen normierten Cozyklus.
R sei ein kommutativer Ring mit 1-Element und R, ein Unterring
von R, . welcher auch 1 enthilt. Ferner sei vorausgesetzt, daB R
eine linear unabhingige R,-Basis 1,8, .-+ , 0" (m>1) besitzt; d.h.
jedes Element aus N 14t sich eindeutig als lineare Form in 1, 6,
eeees, 0771 mit Koeflizienten aus R, darstellen. Wir betrachten dann
einen R-Modul I mit 1 als Einsoperator. Im folgenden bezeichnen
die kleinen lateinischen Buchstaben @, b,c, -+ oder ¥, 3, :----- Ele-
mente aus R, und die grofien lateinischen Buchstaben A, B, C, +-----
Elemente aus R, wenn nichts anderes ausdriicklich gesagt wird.

Ist nun f ein 2-Cozyklus von R iiber I, so setze man fiir jedes
Element A aus R:

offenbar ist g nach Definition eine 1-Kette von $t iiber M. Ferner
gilt wegen Af1,1) + f(A,. 1) = f(A, 1) + 1f(4,1):

Bildet man also den 2-Cozyklus f, = f — dg, so ist

fl, 4) = f, A) - og(l, 4)
= f1, A) — Ag(l) — 1g(A4) + g(4) = 0.
Daher enthilt jede Cohomologieklasse aus H(R ; M) einen Cozyklus
fo mit £,(1, A) = 0.
Ist A von der Form Eaiﬂ", so sind die Koeffizienten ¢; aus R,
durch A eindeutig bestim;;;:. Setzt man dann
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g = Saa0)
und
&(x0') = filx, ) (=01, ,n-1),
so wird g, eine 1-Kette von R iiber M. Ferner gelten:
) = fix,1) = 0 und g8 = f(1,8) = 0.
Der Cozyklus f, = f, + 8g, geniigt folgenden Relationen:
£, A) = f,(1, A) + g1, A) = Ag(l) + g(4) — g(4) = 0

und

filx, 6Y) = folx, 0) + 3gx, 6
= folx, 8 + 0'g\(x) + xgy(0') — gy(x0")

=0 (=01, .- »n—1).

Betrachtet man nun eine 1-Kette g, von R iiber IM mit den Eigen-
schaften g,(x) =0 und g(x0"") = f,(x0, 8) 0 <Li <n—2), so erhilt
man sofort:

gl(xo) = 0.
Fiir den 2-Cozyklus f, = f, + g, besteht :
filx, 6Y = filx, 8') + dgi(x, 0%)

= f'g(x) + xg.(6") — g (x06")
= xg,(0) — g(x8).

Da nach Definition g(¥) = 0 und g(xf6) = 0 sind, so gelten fiir
3=01: :

fulx, 8 = 0.

Fir 2<{i<n-—1 gilt aber wegen xf,(4, 6'"") + f.(x, 6') = f,(x6, 6'°")
+ 0 f(x, 6):

xg(0) = gi(x6).
Hieraus schlieft man sofort:
fAx, 6% =0 i=0,1, - ymn—1);
ferner gilt auch £,(1, 4) = 0. Wegen g,(x0) = 0 ist
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f:(x0,0) = fi(x0, 6) + 8g\(x0, 6)

= fi(x0, 0) + 0g,(x0) + x0g,0) — g,(x6")

= f,(x0,6) — f(x0,0) = 0.
Nun nehmen wir an, daB zu jeder natiirlichen Zahl { mit i<n-—1
stets ein zu f cohomologer 2-Cozyklus f; mit f(x, 6% =0 (f =0, 1,
------ ,n—1) und mit f(x6,6) =0 (h=0,1, ------,7—1) existiert. Ist
dann noch 7 + 1 <#n-—1, so betrachten wir eine 1-Kette g, von R
iiber M mit g(x) =0 und g(x6’*Y =f,(x6,60%) (j =0,1, -+ . n—2).
Wegen xf (0, 6°-") + fi(x, 0’) = fi(x0, 6/-Y) + 67-'f(x, 6) besteht fiir 1 <j
<n-1:

2£(0°) — g.(x8)) = xf,(6,0'") — f(x6, 6°") = 0;
hieraus schliet man fiir 7 =0, 1, «---.- ,m—1:
fux, 0)) + ogux, 0)) = fu(%, 0') + 0'gux) + xg(0’) — gi(x6")
= xg(0) — g(x6’) = 0.
Setzt man nun
Jio = fi + 82,
so sind fiir 2=0,1, ------ , £ —1 nach Definition:

fli-l(xo' 6”) = .fl(xol 0") + 5'8’;(30. 0“)
= O0"g,(x0) + x0g,06") — g(x0") = 0,

weil nach Definition g,x6") =0 (2 =0,1, ----.- ,1) sind; es ist aber
Sia(20, 6Y. = fi(x0, 8') + Sg(x0, 6°)
= fu(x0, 0') + 0'g(x0) + x0g,0") — g(x6**")
= f,(x8, 0') — g, (x6'*) = 0.
Somit ist gezeigt:
(i) .fH—l(x’ 01) = 0 (j=o, 1’ ""'-,n—l),
(i) fior(x6,0% = 0 (h =01, , 9).

Durch vollstindige Induktion kann man also folgenden Hilfssatz be-
weisen :

Hilfssatz 1. Jede Cohomologieklasse aus H®(R ; M) besitzt einen
2-Cozyklus f mit folgenden Eigenschaften:
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(i) flx, 6% =0 G =01, .n=1),
(ii) flx0,6% =0 G=0,1,-- , n—2).

Ein 2-Cozyklus f von R iiber 9 mit den Eigenschaften (i) und
(ii) in Hilfssatz 1 heiBt iber R, 0-normieri.
Hilfssatz 2. Es sei f ein itber R, 0-normierter 2-Cozyklus von R

Ziber M und A = E}laiﬂ‘ ein beliebiges Element aus R. Dann gelten:

i=0
n-1

1) flx, A) = 2 0f1x, a),

)
2) f(x6, A) = :'z:éo‘“ﬂx. a) + flxa,_,, 0% + xa,_.f(9, 677,
3) flxo', A) = Of(x6'"', A) + f(0, x6'A) ALi<n-1).
Beweis. 1) 'Da f iiber R, 6-normiert ist, so sind
fla,, ) = fixa,b6) = 0 i=0,1, .- ,n—1);
aus ¥f(a,, 0°) + f(x, a,0) = f(xa,, 6') + 6'f(%, @) erhdlt man daher
f(x, a6 = 6*f(x, a).
Es gilt also:
f5 4) = TS a0y = 30z, a).

2) Beriicksichtigt man nun die Relation f(9, xa,6') = xa,f(8, 5"
+ f(xa;, 6**) — 6f(xa,, 6°), so gelten:
fi6, xa,6) = 0 t=0,1, - ,n—2)

und

f0, xa,_,0"") = xa,. f(,6"") + fxa,_,, 0.
Weil aber

f(x0, a6y = 6f(x, a,6") + f(0, xa,0") — a,0'f(x, 6)

= 0*'f(x, a) + f(6, xa,8")

ist, so besteht

fws, A) = 3 fx0, a9

n-1
= § 0t+lf(x, a) + f(xa,_,, ") + xa,,_lf(ﬁ, go-1).
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3) Aus f(x#', A) + Af(6, x0'"') = 8f(x0*~', A) + f(6, x6'*A) folgt:
flx0', A) = 0f(x6', A) + f10, x6'-A),
‘weil nach 2) fiir 1<ign—-1 f(6, x6") = 6'f(1, x) = 0 ist.

§3. Fortsetzung eines 2-Cozyklus auf einen Oberring. In diesem
Paragraphen bedeuten R, und R bzw. I kommutative Ringe bzw.
R-Linksmodul wie in §2. Ferner ist 1, 4, ------ , "1 (n>1) eine linear
unabhingige R,-Basis von R. Die kleinen bzw. groBen lateinischen
Buchstaben bezeichnen wieder Elemente aus R, bzw. R, wenn nichts
anderes ausdriicklich gesagt wird. Nun wollen wir im folgenden be-
weisen, dafl ein 2-Cozyklus f von R, iiber M stets auf R fortsetzbar
ist; d.h. es existiert ein 2-Cozyklus f* von R iiber M, welcher in R,
f induziert. Dabei heift f* einfach eine Forisetzung von f auf R.
Um die obige Behauptung zu bestitigen, kann man ohne Einschrin-
kung der Allgemeinheit annehmen, daB stets f(1, x) =0 ist. Nimlich
sonst definiere man eine 1-Kette g von R, iiber M durch g(x) = f(1, x)

und eine 1-Kette g* von R {iber M durch g*(4) = g(a,) fiir A = :‘E-fa, 0
-l
es ist dann
f— )L %) = 0.

Wenn also f — dg eine Fortsetzung f* auf R besitzt, so ist f* + dg*
sicher eine Fortsetzung von f auf ]R. Wir wollen daher im folgenden
stets annehmen, daB von vornherein f(1, ¥) = 0 ist.

Nun definieren wir eine Abbildung f* des Produktraumes R x R
in M durch folgende Festsetzungen:

1) Fir A = "}__‘:aiﬂ‘ ist

im0
fXx, A) = :?;gﬂ‘f(x, a)
gesetzt.

2) f¥(x0,A) = ':ﬁ)ﬂ‘“f(x, a) + f*(xa,.,, ") + xa,_, 2.

Dabei ist A4 = :E_l} a0 und p éin beliebig festgelegtes Element
=0
aus M.

3) Ist i eine beliebige natiirliche Zahl mit 2 <i<<n—1, so ist
frxet, A) = of* (16", A) + f4(0, x6'" A).
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4) Ist A= "E-}lalo‘, so ist
i=0

YA B = S f*@?, B
=0

gesetzt.
‘Bemerkung. Da 1,84, - , "1 eine linear unabhiingige R,-Basis
von RN ist, so sind die Koeffizienten a@; (¢ =0, 1, ------ ,n—1) von A

durch A eindeutig bestimmt. Daher ist f*(x, A) nach Festsetzung,

1) durch ¥ und A eindeutig bestimmt, ebenso ist es auch f*(x4, A),

soweit ¢ festgelegt ist. Weil Festsetzung, 3) die Induktionsvorschrift

zur Definition von f*(x¢, A) (2<i<mn—1) angibt, so ist f*{x¢, A)

fiir jedes 7 mit 0 <i<n—1 durch ¥ und A eindeutig bestimmt.
Hilfssatz 3. Es gelten:

) f*,y0) = 6'f(x, ») (=01, - ,n—1),
insbesondere sind f*(x,60) =0 i=0,1, ----- ,n—1).
ii) f*(ﬂ,ﬂi) =0 fur 1=0,1, - T, n—2

und
fXe, ) = p
ili) Im allgemeinen sind fiir v =0,1 und fiir i mit 0 <iKn—1:
fHx®, y6Y) = 0°f(x, y) + f*(xy, 6') + x3f* (", 0).

Beweis. Die Behauptung i) folgt ohne weiteres aus Festsetzung,
1). Setzt man in Festsetzung, 2) ¥ =1 und A=¢" 7=0,1, ------ R
n —1), so sind offenbar:

f¥o,0m =0 fiir i=0,1, - ,n—2
und
f*,0m) = 61, 1) + f*@1, 0") + .
n—1

Da 6" von der Form #* = 3¢, 6" ist, so ist nach Festsetzung, 1)

1m0
A = S0, 0) = 0,

also ist f*(8, 0*~Y) = x. Somit ist ii) bewiesen.
Die Behauptung iii) folgt ohne Schwierigkeit aus i), ii) und Fest-
setzung, 2).
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Zusatz zu Hilfssatz 3. Ist A =:§:;:a,ot, so gelten fir v=0,1:
f*xov, A) = ’:_i:f*(xﬂ“, a, 6.
Beweis. Fiir v = 0 gilt nach Festsetzung, 1) und Hilfssatz 3:
Fre A = 50fw,a) = 31 a0,
Fir v = 1 gilt nach Festsetzung, 2):
Frx0, ) = S0S(x, ) + f* @, 07) + V0,05
da nach Hilfssatz 3

:?:f*(xo, ad) = ’:z:[‘;fi‘“f(x, a) + gf*(xa, , %) 4 gxaif*(ﬁ, )
= ':):T:,‘ o f(x, a) + f*(xa,.., ") + xa,_,2x
ist, so gilt:
f*x6, A) = ‘g;: f*(x0, a,6").
Hilfssatz 4. Fiir jede ganze rationale Zahl v mit 0 <v<n-—1
gilt stets:

f*x6*, A + B) = f*(x0", A) + f*(x6", B).

Beweis. Setzt man A :nﬁa, f und B = S}Ib,o‘, so gelten fiir

i=0 =0

v =0, 1 nach Zusatz zu Hilfssatz 3:

Fre, A) = S f*(x6%, a0,  f*x0", B) = 2‘ £ (x0%, b,0Y)
und - -
f*x6", A + B) = :?;;lf*(xﬂ”. (@, + b)6")
= :'Z‘; o> f(%, (@ + b)) + gf*(x(at + by), 6+
+ Z'Z:‘Ex(ax + b)f*(, 6%
= ‘2' {0 f(x, @) + f*(xa,, 0'*") + xa,f*(0", 0')}

+ S {0 f(x, by + fr(xb,, 6% + b fiO", )}
i=0
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n- n-1
— SIfHE, a0h + 3 £* (67, bt
i=0

{=0
Es sind also fiir v =0, 1:
f*(x6", A+ B) = f*(xt", A) + f*(x0", B).

Ist 2< v <{n—1, so nehmen wir an, dafl die Behauptung des Satzes
bis » — 1 richtig ist. Nun gilt nach Festsetzung, 3):

f*(x6", A+ B) = 0f*(x6"", A+ B) + f*(6, x6*""(A + B)).
Wegen Induktionsannahme sind
Of*(xt"', A+ B) = 0f*(x0""', A) + 6f*(x6""", B)
und
F*(6, x*~HA + B)) = f*(6, x0"*A) + f*(6, x6""'B) ;
hieraus schlieft man sofort :

f*x0°, A+ B) = 0f*(x0"", A) + f*(6, x6*7'A)
+ 0f*(£6°, B) + f*(0, x6*'B)
= f*@x6", A) + f*(x0", B).
Beriicksichtigt man nun die Festsetzung, 4), so beweist man leicht
mit Hilfe von Hilfssatz 4:
Hilfssatz 5. FEs gilt:

fHA + 4, B + B) = Sf*(A, B).

Wenn also beide folgenden Tatsachen «) und B) iiber f* bewiesen
werden, so wird f* sicher ein iiber R, #-normierter 2-Cozyklus von
R Gber M, welcher eine Fortsetzung von f ist:

a)  f*(A, B) = f*(B, A).
By  AfYB,C) + f*(A,BC) = f*(AB, C) + Cf*(4A, B).

Zum Beweis der letzten Tatsachen gehen wir schrittweise vor.
Hilfssatz 6. Es gelten: '
(1) fXix8, Ay = f*(x, 0A) + xf*(0, A).
(2) f*(x8, Ay = f*0,xA) + 0f*(x, A).
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n-1 n-1
Beweis. Man setze A = 3]a,0' und 6" = 3¢, 6% Dann erhilt
{=0

i=0

man aus Festsetzung, 2) und Festsetzung, 1)

f*(x6, A) = "ilﬁ”‘f(x, @) + f* (X, 0 + Xa,_ 2t

=0

n-1 n-1
= SV flx, a) + 30 f(xa,_,, ¢) + xa,_, ~

i=u 1m0y

und

250, A) = %0V, @) + % 0@y, ) + Kz
i=0

tmt)
n—1

= X VO @y, C) + XQ,_ 20
f=0

n=-2 n=-1

Wegen 04 = S)g, 6+ + a,_, > ¢ gilt offenbar

= &
fHx, 04) = 'ga“lf(x, a) + :_z"jﬂ"f(x, @aeiC).
Hieraus folgt
f¥x8, A) — f*(x, 84) — xf* 8, A)
= 0"f(%, a,.) + :g_’"ﬁff(xan-u ) — xg 0 f(@a-y, €)

n-1
- ; 0'f(x, a,_.c)
=0

n=-1

= E O{f(xau_s, C) + Cf(%, usy) — f(@n-y, €) — f(X, @y}

= 0,

weil f ein 2-Cozyklus von R, iiber M ist. Somit ist die Formel 1)
bewiesen.
Nun erhilt man

1O, %A) = F40, S xa,0) = S £, vay
i=0n 1=0

+ f¥(xa,.,, ") + xa,_,»
und

0ft(x, A) = 510f(x, a).
i=0
Hieraus folgt ohne weiteres :
f*(x6, A) — f*(0, xA) — 6f*(x, A) = 0.

Mithin ist die Formel (2) bewiesen.
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Hilfssatz 7. Fir v =0,1 wund fiir jedes j mit 0<j<n-—1
gelten :

fHxoY, yo)) = f*(y0’, x0").
Beweis. Nach Hilfssatz 3, iii) gelten einerseits fiir » =0, 1
f*(x0%, y8%) = 07 f(x, 3) + f*(xy, 077) + x3f*(", )
und anderseits fiir j = 0,1
(0, x0%) = 07f(x, 3) + f*(xy, 07) + xyf* (07, 8).

Ist hierbei Min(», j) = 0, so ist stets f*(8, 6%) = f*(#/, ") = 0; sonst
ist f*(6*, 0) = f*(6, 0) = f*(64, ). Daraus schlieBt man fiir j =0, 1:

S *(x8*, y0°) = f*(y67, x6).

Wenn also 7> 2 ist, so nehmen wir an, dafl fiir jedes %~ mit
k < j stets '

f*(xav, yoh) — f*(y{)h’ xav)
gilt. Nun folgt aus Festsetzung, 3) und Hilfssatz 3, iii):

f*(yﬂf, x0%) = Of*(ygj—l, ) + f*(ﬁ, xyﬁi""—l)
= 0f*(x0% y0'=') + f*(6, xy0’*"")
= (671 f(x, 3) + f* &y, 0747 + xyf*(0”, 0°7Y)
+ 0, xy) + f*(xy, 07%Y) + xyf*(0, 6+ ;

da wegen j + v—1<m—1 stets f*(xy, 8/+*Y) = f*(6", 0-Y) = 0 sind,
so erhidlt man sofort:

[¥(y0, x6%) = 07f(x, ) + f*(xy, 07%) + xyf* (9, 67)
= f*(x6", y#). (nach Hilfssatz 3, iii))

Zusatz zu Hilfssatz 7. Fiir v = 0,1 gelten:
frxov, A) = fX(A, x07).

n-1
Beweis. Setzt man A =;a,0‘, 80 erhidlt man nach Zusatz zu
Hilfssatz 3:

n-1
f*x0v, A) = ;:f*(xﬂ“, af);
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da nach Hilfssatz 7 f*(x6" a,0') = f*(@a,0', x6") 0 <Li<n~—1) ist, so
ist f*(x07, A) = ”}_j: Sf*a. b, x0") = f*(A, x6") (nach Festsetzung, 4)).

{=0

Hilfssatz 8. Unter der Einschrinkung Max(i, j) < n—1 gilt stets:
f*{xd, y0)) = f*(y0, x6).

Beweis. Fiir £ =0,1 oder fiir f =0,1 gelten die Gleichungen
nach Hilfssatz 7. Dabei kénnen j fiir / = 0,1 und 7 fiir j = 0,1 die
Zahlen 0,1, ... , n — 1 durchlaufen. Ist nun Min(, j) > 2, so kdnnen
wir annehmen, daB fiir jedes 2 mit 0 << 7 < { und fiir alle j(£n-1)
stets

fXx6", y0) = f*(y0’, x0")

gelten, und, daB fiir jedes / mit 0 </ < j und alle i (< n—1) stets
[*(x0, y8) = f*(y6, x6")

gelten. Nun ist

FH(x0', y0%) = 6f*(x6'"", y6’) + f*(8, xyoi*I)
(nach Festsetzung, 3))

0f*(yg)’ x@l—l) + f*(g’ xyﬂtu—l)
(nach Induktionsannahme)
_ 02f*(y0_1—1’ xai—l} + 0f*(0’ xy0£+1-2) +f*(ﬂ: xyou-j-l)
(nach Festsetzung, 3));

li

ebenso ist
*(67, x0) = G f*(x0", y0I7") + Gf*(0, xy0'+I-Y) + f*(0, xyo*+I-).
f*y ) ( y

Da nach Induktionsannahme f*(x6'-!, y6'-') = f*(y6'-!, x6'"") ist, so
gilt

X (xb', y8) = f*(y0’, x0").

Mit Hilfe von Festsetzung, 4) und von Hilfssatz 8 kann man
leicht folgenden Satz beweisen :
Satz 1. Sind A, B beliebige Elemente aus R, so gilt slets:

f*(A, B) = fX(B, A).

Hilfssatz 9. Fitr jedes j mit 0 <j < n—1 und fur eine beliebige
natirliche Zahl i gilt:
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f*(xybt, 20%) + 2607 f*(x9, poYy = xOf*(y0' ", 267) + f*(x0, yz6t+i-h).

n-1 n~-l
Beweis. Setzt man 6-' =3 ¢£,0" und 0" = > ¢, 0, so ist

ve=ll ymi)

n=2 n-1
o= SN+ D0
y=10

i=0
Hieraus schlieBft man fiir 7 = 0:
fr(xyft, 20°) = f*(z, xy0) (nach Zusatz zu Hilfssatz 7)
= S oise, wt) + 2 0f2 1300
und
2f*(x0, y0'7) = z{g f(x, yb) + f* (Xt 0"}
+ xyat,_ f*0, 6°7Y.

Beriicksichtigt man dabei, daB f ein 2-Cozyklus von R, iiber I
ist, so gilt fiir jedes » mit 0 <»<n—1:

F@, xyt,_,€) = fiXxy2t,(, ) + €[z, Xyt ) — 2f(XYt,_y, C) 5

also ist

n-1 n-1 n-1
S10f(z, ¥Pta_i6) = S0 fixyat, ., 6) + D 6.0 f2, ¥8,.)
v=0

v={) el

n-=1
— 2> 0 f(xyt,_y, )

=

= f*(xyzt,_,, 0") + 0"f(2, xyl._) — zf*(xyt,_,, O°).
Daher gilt:

n-1 n—
f*xyd, 2) + 2f*(x0, y0'~) = gﬁ“*’f(z. xyt) + zzf 0+ f(x, yt.)

=y

+f*(xyztn_“ 0") + xyzt"_lf*(ﬁ, 071—1).

Nun sind aber fiir j =0:

n-—

XOf*(y0'-Y, 200) = x0f*(z, y6'™Y) = }_‘:xo"“f(z, yt,)

Y=

und

n-1
f*(x0, y260+9-1) = f*(x8, yz0*~') = 350" f(x, yzt)) + f*(xyzt, ., 1)
+ xyzt,_, f* (0, 0"7).
Hieraus folgt
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FHxy0", 2) + 2f*(x0, y0'-1) — x0f*(y6'~Y, 2) — f*(x0, yz6'-")
= y§=3" G {f(xyt,, 2} + 2f (x, y1,) — 2f(¥t,, 2) — flx, y2t,)}
= 0,
weil f ein 2-Cozyklus von R, fiber M ist.

Wir nehmen also an, daB die Behauptung des Satzes bis j—1
richtig ist. Dann ist

fHxyb', 260%) = f*@20, xy0h) = 0f* (2607, xy0) + f*(8, xyz6'+I-Y),
Da nach Induktionsannahme

FH0, xy0') = f*(xy0', z677")
= X0 (017, 2077") + f¥(x0, y20'+i-?)
— 20771 f*(x6, y0'-)
gilt, so ist '

F*(xy0', 20°) + 20°f*(x0, yo'~)
— xazf*(yol—-l’ zﬂj—l) + ﬁf*(xg,yzgﬂj-Z) +f*(ﬂ. xyzﬂu-j-x)
= XOf*(y0'7, 20°7") + f*(0, xy20*771) 1 x0*(6, yz0'*i-?)
+ 6 f*(x, yz0i+i-Y (nach Hilfssatz 6, (1)).
Weil nach Festsetzung, 3) x0/*(y0'", 20%) = x0f*(z07, y6'-) =

xX0°f* (2677, y6'~') + x0f*(9, y26'*’-?) ist und nach Hilfssatz 6, (2)
fH(x0, y26'77Y) = 6f*(x, yz0'*77") + f*(8, xyz0'+!7Y) ist, so gilt:

x0f* (y6'71, 26%) + f*(x0, y20'*7")
= X0 f*(2077, y6'~Y) + f*(0, xy20'*7-Y) + x0f*(0, yz6'+-Y)
+ 0f*(x, y20'*77Y) ;

also ist die Behauptung des Satzes fiir j auch richtig.

Aus Hilfssatz 9 schlieft man mit Hilfe von Hilfssatz 4 ohne
Schwierigkeit :

Zusatz zu Hilfssatz 9. Fiir eine beliebige natiirliche Zahl i gilt:

frxyo', A) + Af*(x0, y0'Y) = x0f(y0'', A) + f*(x0, y8'-'A).

Hilfssatz 10. Unter der Einschrankung Max(i, j, ) <n—1 gilt
stets:

X0 f* (0, 26Y + F*(x6", yz0i*Y) = * (XY, 20 + 26 F* (x6", 6%,
y
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Beweis. 1) i =j = 0. Dann sind nach Festsetzung, 1):
f*(y, 209 + f*(x, y20) = 0'{xf(y, 2) + f(x, y2)}
und
S*(xy, 20 + 20'f(x, ) = 0 {f(xy, 2) + 2f(x, )} ;

weil f ein 2-Cozyklus von R, {iber I ist, so ist

xf(, 2) + f(x, y2) = flxy, 2) + 2f(x, ¥).
Also ist die Behauptung des Satzes fiir 7 = j = 0 richtig.
2) i=0und 1<j={»n—1. Dann nehmen wir an, dafl die Be-
hauptung des Satzes bis j — 1 richtig ist. Nun gelten:
S (900, 20) = XOF*(Y07, 26 + Kf*(0, Y207
und
f*(x, y26'*) = f*(yz67*, %)
= Of*(p2077, %) + F(0, xy267+Y)
— xf*(0, yz67+) (nach Hilfssatz 9).
Hieraus folgt: ,
xf*(y0%, 20" + f*(x, y26°*)
O[xf ¥ (y07, 26°) + f*(x, y207+71)] + f* (0, xy267*'")
OLf*(xy877, 26Y) + 20°f*(x, y§°7)]
+ %0, xyz6*Y) (nach Induktionsannahme)
= Of*(xy0’7", 20Y) + 207 f(x, y) + f*(0, xyz67*").

.
li

Ferner sind
FHaynt, 26 = 0f*(xy077, 20Y + f*(0, xy267*')
— 20'f*(0, xy87) (nach Hilfssatz 9)
Of* (xy877%, 26Y + f*(6, xyz0°++Y)

und
20'f*(x, y0%) = 207'f(x, ¥);
also gilt
fXxytl, 26%) + 26'f*(x, y8)) = O0f*(xy077%, 26°) + 26°*'f(x, )
+ f*(8, xyz07+i-),

Somit ist gezeigt, daB die Behauptung des Satzes fiir i = 0 und fir
j=0,1,-...-,n—1 richtig ist.
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3) Nun nehmen wir an, daB die Behauptung des Satzes bis 7 —1
richtig ist. Dann erhilt man aus Zusatz zu Hilfssatz 9:
f*(xﬁi, yZﬁj'H) —_ 0f*(xai—l, yzﬁj+l) + f*(ﬁ’ xyzﬂuj-n-l)
—_— yzﬂj-#lf*(ﬁ. xa»i—l);
also ist
X0f (30, 20% + fr (0, yz07%)
— xﬂif*(yﬁj’ Z@l) + ﬁf*(xghl, yzﬁ’”) +f*(ﬂ' xyzal+1+l—l).
Ferner gilt nach Hilfssatz 9:
F*(xy0'*d, 20 + 26'f*(x0", y6)
— 0f*(xyﬂi+j—l, 20') -f-f*(@, xyng.H-l—l) —_ Zﬁlf*(ﬁ, xyaﬂj—l}
+ Zﬁ”lf*(xﬂi—l, yaj) + Zﬁlf*(ﬁ, xyﬂi-rj—l) _ yzﬁj-(-lf*(ﬂ’ xat-l)
—_ 0f*(xy3i+j—l, Zﬂl) + f*(g’ xyzat+j+l—1) + z01+1f*(xﬁt—l’ yﬂj).
Hieraus folgt
X0 f(y0, 20Y) + fr(x0, y267) — fr(xy0'+S, 26Y) — 26'f*(x6%, y§Y)
= O[x07f*(y0, 20°) + f*(x0'7Y, y207+1) — f*(xy04+7-1, 20"
— 20 f* (26", y67)]
=0 ' (nach Induktionsannahme), w.z.b.w.

Satz 2. Es gilt:
Af*(B,C) + f*(4, BC) = f*(AB, C) + Cf*(4, B).

. n—1 n—1 n=-1
Beweis. Setzt man A= 3a0, B=356 und C=73 ¢, so
=0 1=0 i=0

bestehen :

AFB,C) =, 3 arf b a,

FHA, BC) = 30 fHa.0', b0y,

i, Jyl=0

fHAB.C) = ST Fr@,b,6M, 6, 0Y,

Jul=0

CFr A B) = 53 ai'f @0, b0,

s Jol=0

Fiir ein festgelegtes System (7, 7, /) gilt nach Hilfssatz 10:

a,0' f*(b;07, €, 0") + f*(a; 6", byc,67*)
= f¥(a;b,6', ¢.6) + c,0'f*(@a,0", b,0),
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woraus sofort die Behauptung des Satzes folgt.

Wie bereits bemerkt ist, ist f* nach Satz 1 und Satz 2 eine Fort-
setzung von f auf R geworden.

Satz 3. Ist f ein 2-Cozyklus von R, itber M, so existiert zu
einem beliebigen Element v aus M stets genaw eine iber N, 8-normierte
Fortsetzung f* von f auf R mit f*(0, 0°™") = n.

Beweis. Es ist nur zu zeigen, daB es héchstens eine iiber ‘R,
#.normierte Fortsetzung f* von f mit f*(4, 0"') = u# gibt. Nun seien

*, f¥ iber R, 6-normierte Fortsetzungen von f mit f*(4, 6*7)
= f¥(8, 6*') = p. Bildet man dann den 2-Cozyklus f* = f¥ — fF, so
ist f* sicher #-normiert iiber R,; ferner sind f*(4, ¢*') =0 und
f*(x,y) =0. Fir A beweist man nach 1) und 2) aus Hilfssatz 2
ohne Schwierigkeit :

f*x, A =0 und  f*(x6, 4) = 0.

Beriicksichtigt man ferner die Relation 3) aus Hilfssatz 2, so schlieft
man durch vollstindige Induktion :

f*(x0, A) = 0 Z=0,1, - ,n—1).
Hieraus ergibt sich:
f*(A,B) = 0;
d.h. es ist f* = 0 und infolgedessen f* =f.
Nun sei ¢(x) = ¥™ + €,_,¥""* + ------ + ¢, das Minimalpolynom von

6 in R,. Dann setzen wir fiir eine 1-Kette g von R, iiber M:

'(0) = ﬂiﬂ‘g(a) und  ¢,0) = Ez‘c,.of-l.

i=Q i=1
Nun gilt folgender
Satz 4. FEs sei g eine 1-Kette von R, sber M mit g(l) = 0 und

o(x) das Minimalpolynom von 0 in N,. Dann ist die Lisbarkeit der
Gleichung

e ()% + ¢°(0) — . = 0 (e

in M notwendig und hinreichend dafier, dal fir eine geeignete Forl-
setzung g* von g auf R ég* ein iber R, 0-normierter 2-Cozyklus mit
8g*(0, ") = p ist.

Beweis. Fiir eine 1-Kette g* von R iliber M, welche eine Fort-
setzung von g ist, sei dg* i{iber R, f-normiert und dg*(4, 6" ") = s.
Dann folgen aus dg*(x, 69 =0
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g¥(x0) = xg*(f) + 0'g(®) (i=0,1, ,n—1),
und aus ég*(x4, 6%) = 0
gx(0) = i0''g*(0) (G=1,2 -, n—1).
Hieraus schliefft man sofort:
n—-1 n-1
g = —g%( tz.;ciﬂ‘) = —¢%0) — ( gz’czﬁ"‘)g*(ﬂ).
Wegen der Relation
7 o= Bg*(g, gu—l) — gg*(on-L) + 0u—1g*(0) _g*(on)
= n0righO) + ¢°0) + (3ic0)g*0)
= ¢%0) + ¢, (0)g*(0)
ist g*(#) eine Losung der Gleichung ¢,(f)x + ¢?(6) — 2 = 0.
Umgekehrt sei 2€ I eine Lésung der Gleichung ¢, (0)x + ¢%(68)
— 2 =0. Dann setzen wir:
i) g*(x) = glx), ii) g*(0) =4, iii) g*(0) =i0"'g*®) (i=1,2, ------ ,
n—1), iv) g*(x0) = 0'g(x) + xg* (8. .
Setzt man fiir ein beliebiges Element A = ‘S‘_Jazli‘
-()

g*(A) = Eg*(alﬂ‘):

so verifiziert man leicht, dal g* eine 1-Kette von R {iber M ist, die
eine Fortsetzung von g ist. Aus iii) folgen 6g*(0,6) =0¢=0,1,
------ ,#—2) und aus iv) dg*(x,0) =0 (i=0,1, ------,  —1). Ferner
folgt aus ¢,(0)g*(0) + ¢°(6) — = 0:

og*8, ") = p.

Daher ist dg* ein iiber R, 6-normierter 2-Cozyklus mit ag*(6, 6*') = .
Ein 1-Cozyklus von R iiber 9% heiBt eine Derivation. Ist nun D
eine Derivation von R iiber M, so gilt stets:

sD(A, B) = 0.

Nun kann man mit Hilfe von Satz 4 folgenden Satz beweisen :

Satz 5. Eine Derivation D von R, ither W besitzt dann und nur
dann eine Fortsetzung auf R, wenn die Gleiehung ¢,0)x + ¢2(0) =0
in M losbar ist.?

1) Y.Kawada, a.a.O., S. 303 - 304.
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Beweis. Da ¢D(1,1) =0 ist, so ist D(1) =0. Nun sei D* eine
Fortsetzung von D auf R. Dann sind fiir ein beliebiges Element x
aus R,

oD¥*(x,8) = 0
und
6D*(x0,60% = 0

woi=20,1,---,72—1 sind. 6D* ist also ein iiber R, f-normierter
2-Cozyklus mit éD*(#, 67') = 0. Nach Satz 4 muf} also die Gleichung

eo0)x + 0°(0) = 0

in M losbar sein.

Umgekehrt sei die Gleichung ¢,(0)x + ¢”{0) = 0 in I l6sbar. Zu
einer beliebigen Losung 4 der Gleichung existiert dann nach Satz 4
eine Fortsetzung D* von D auf R mit D*(8) = 2 derart, daBl éD* ein
{iber R, 0-normierter 2-Cozyklus mit éD¥(9, ') =0. Nach Hilfssatz
2 kann man leicht beweisen, da8 fiir i =0,1, -----. ,m—1 6D*(x6', B)
=0 sind und infolgedessen stets dD*(4, B) =0 gilt; d.h. D* ist
eine Derivation von R iiber M, welche eine Fortsetzung von D ist.
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