SUR LE CARACTERE FONCTIONELLE DE
LA SOLUTION DU PROBLEME
DE DIRICHLET

Nosuyukr NINOMIYA

Placons-nous dans l'espace euclidien R™ a (= 3) dimensions.
Soit ¥ dans la suite l'’ensemble de toutes les fonctions réelles con-
tinues données sur la frontiére F d’un domaine D. Alors, comme bien
connu, la solution H”(M) du probléme généralisé de Dirichlet pour D
et f de ¥ est linéaire et non-négative, quel que soit un M fixé de D,
considérie comme fonctionelle de f donnée sur ¥. Inversement, étant
donnée une fonction A,(f) dans D bien déterminée pour toute f de
% qui est linéaire et non-négative, quel que soit un M fixé de D,
considérée comme fonctionelle de f donnée sur §, sous quelles condi-
tions A, (f) représente-t-elle la solution HZY(f) du probléme généralisé
de Dirichlet pour D et f? Quant a ce probléme, on connait les
résultats récents obtenus par M. M. Keldych et M. M. Inoue.

Rappel du théoréme de M. Keldych?: Soient D .un domaine
borné, F sa frontiére, et A,(f) une fonctionelle bien déterminée pour
un M de D et toute f de § satisfaisante aux conditions suivantes.

(1) Ax(f) est linéaire comme fonctionelle de f donnée sur .
(2) min Q)< Ay(f) < max f(Q) en tout M de D.
Qe F Qe F

(3) Si le probléeme classique de Dirichlet est soluble pour D et
f, Ax(f) est égale 3 cette solution.
(4) Ax(f) est harmonique dans D.

Alors, A,(f) est déterminée de la seule maniére pour toute f de
X

Rappel du théoréme de M. Inoue®: Soient D un domaine de fron-
tiere F bornée et A,(f) une fonctionelle bien déterminée pour un M
de D et toute f de i satisfaisante aux conditions suivantes.

(1) Ax(f) est linéaire et non-négative comme fonctionelle de f
donnée sur J.

1) M. Keldych, Sur le probléme de Dirichlet, C.R. Acad. Sci. URSS, 32, 1941, pp.
308 - 309.

2) M. Inoue, Sur la détermination fonctionelle de la solution du probléme de Di-
richlet, Memoirs Fac. Sci. Kyushu Univ., 5, 1950, pp. 69 - 74.
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(2) Ay(rel) < vu(Q) en tout point-frontiére € et pour tout =

assez grand.

(3) Ay(vy) = u(M) pour toute fonction 2z harmonique dans D

dont la p.g.l. en tout point-frontiére @ est au plus égale a
v (Q).
Ot »,(Q) = Mlicj et [vol = min [vy #]. Alors, Ay(f) coincide néces-
sairement avec HY(f) pour toute f de .

Dans cette note, on énoncera quelques remarques pour leurs
théorémes. Soient désormais D un ensemble ouvert dont la frontiére
F est un compact de capacité positive, ¢, la masse unité placée en
un point M, A une distribution sphérique?, et «® la distribution posi-

tive donnée par 3° a,4;, ou {4} E=1,2, -0 ) est la séquence de toute
i=1

distribution sphérique de rayon nombre rationnel et centrée en point
rationnel et {a,} ( =1, 2, ---+-- ) est une séquence de nombres positifs
telle que U%Q)® soit continu en tout @ de R”. Alors, on a;

Théoréme 1. Soit Au(f) une fonctionelle bien determinee pour un
M de D et toute f de ¥ satisfaisante aux conditions suivantes.

(a) Aylf)-est lincaire et non-négative comme fonctionelle de f
donnee sur .
(b) Pour toute f, de § donnée par un potentiel de toute 2 sphéri-
que, Ay(f,) est majoree par UM).
(c) Pour toute f de § donnée par un potentiel continy d’'une dis-
tribution positive poritee par CD, A,(f) est égale ¢ la valeur
de ce potentiel en M.
Alors, Ay(f) coincide nécessairement avec HJ(f) pour toute f de §.
En effet, d’aprés la condition (a) posée & Ay(f), on peut trouver
une seule distribution », positive portée par F, au moyen de laquelle
Ay(f) s’écrit sous la forme

1) Une distribution positive de masse totale unité avec la densité constante portée
par une surface sphérique.

2) Cette & a étée construite par M.H. Cartan, et la distribution obtenue par le
balayage (intérieur ou extérieur) de celle-ci sur un ensemble quelconque est caractéris-
tique. (H. Cartan, Théorie générale du balayage en potentiel newtonien, Ann. Univ.
Grenoble, Sec. Sci. Math. Phys., 22, 1946, voir n° 21 et n® 22).

3) Soit UHQ) = f @(QP)d u(P) le potentiel d’une distribution u de masse. La fonc-

1

tion fondamentale est @(}) = s (n=3).
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Aulf) = f FQdr Q).

Pour prouver le théoréme, il suffit donc de montrer que v, est d’accord
avec la distribution z, obtenue par le balayage de la masse unité ¢,
sur la frontiére F de D. En vertu de la condition (c) posée a A,(f),
si un potentiel U*(@Q) d’une distribution » positive portée par CD est
continu en tout @ de R”, on a

f UQ)dv,,(Q) = U*(M), c’est-a-dire,
| f U@ dm@Q) = f U(Q) dn(Q),

ce qui entraine la .coincidence d’entre les deux potentiels U™*(Q) et
U™Q) en tout @ de CD sauf sur un ensemble de capacité nulle.
Car, étant donné un ensemble borné et borélien quelconque des capa-
cité positive, on peut toujours trouver une distribution positive portée
par celui-ci dont le potentiel est continu en tout point de R*. Na-
turellement, les deux coincident en tout point extérieur de D. D’autre
part, en vertu de la condition (b) posée & A, f), on a pour toute 2
sphérique

f UNQ)drvy(Q) < U(M), c’est-a-dire,
f Ur@diQ < [UQdiQ),

ce qui entraine en tout ¢ de R™ I'inégalité

U™Q) < U™E®Q).

Donc, on a v, = zy. .
Remarque. Le théoréme montre que dans le théoréme de M.
Keldych I'harmonicité de A,(f) est inutile sous la condition (b).

Théoréme 2. Soit A,(f) une fonctionelle bien determinée pour un
M de D et toute f de § satisfaisante aux conditions suivantes.
(a) Ax(f) est lincaire et non-négative comme fonctionelle de f
donnee sur .
(b) Pour toute f, de § donnee par un potentiel de toute i spheri-
que, Ay(f\) est majorée par UMNM).
(¢c) Pour une f, de § donnée par le potentiel U*(Q), Axlf,) est
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égale a la solution du probleme généralise de Dirichlet pour
f. et D (c’est-a-dire, le potentiel U* (M) de la distribution o'
obtenue par le balayage de o sur CD).
Alors, Ay(f) coincide necessairement avec Hy(f) pour toute f de F.
En effect, d’aprés la condition (a) posée a Ay(f), on peut trouver
une seule distribution v, positive portée par F, au moyen de laquelle
Ay(f) s’écrit sous la forme

Adf) = [FQdnu(@.

Pour prouver le théoréme, il suffit donc de montrer que v, est d’accord
avec la distribution #, obtenue par le balayage de la masse unité e,
sur la frontiére F de D. Pour cela, il suffit® de montrer que l'on a
pour toute distribution 2 sphérique

f UQdn(@ = [UQdne@-

Comme on l'a déja dit, la condition (b) posée a A,(f) entraine en tout
Q de R* l'inégalité

U*Q < U™@Q).
Par suite, on a en tout @ de D
U*Q < U™@Q).

Car, U"¥(Q) est la plus grand minorante harmonique de U™(Q) dans
D. D’autre part, la méme inégalité a lieu en tout ¢ de CD sauf sur
un ensemble de points-frontiéres irréguliers pour le probléme de Di-
richlet. En définitive, on a en tout @ de R*

U Q) < U"Q).
Par conséquent, on a pour toute 2 sphérique

f Q) dvy(Q) = f UNQ dru(Q)

et encore on a

1) H. Cartan, loc. cit., voir n°3.
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Aulfy) = f UQ)dvu(Q) < f UQ)dm(Q) = U*(M).
Donc, on a
f U*@Q)dv(Q) = f U“@Q)d (@),

ce qui entraine pour toute %, sphérique de rayon nombre rationnel et
centrée en point rationnel

["Q@dn@ = [U@dm@.
¥ F
Alors, on a facilement pour toute 4 sphérique

[ UNQ)dvu(@) = f UMQ) d (@)

Donc, on a vy, = 17,.

Remarque. Le théoréme montre que dans le théoréme de M. Inoue
la condition (2) équivaut 4 la condition (b) et la condition (3) peut étre
remplacée par la condition (¢) plus facile a comprendre.

Remarque. Le théoréme 2 différe du théoréme 1 au sens essentiel.
En effet, on sait® que la fonction continue donnée sur la frontiére
d’un ensemble D ouvert quelconque par le potentiel U%(Q) n’est soluble
pour le probléme classique de Dirichlet pour D que si D est régulier
pour le probléme de Dirichlet.

Voici une amélioration du théoréme de M. Keldych.
Théoréme 3. Soit A,(f) une fonctionelle bien déterminge pour un
M de D et toute f de 3§ satisfaisante aux conditions suivantes.

(a) A, (f) est lineaire el non-négative comme fonctionelle de f
donnee sur 5.
(b) M(f)smaxf(Q) en tout M de D.

(c) Pour toute f de ¥ donmée par un potentiel continu d’une
distribution positive poriee par CD, Au(f) est égale a la
valeur de ce polentiel en M.

(d) Pour une f, de F donnée par le potentiel U*(Q), Ax(fs) esi
une fonction harmonique ou sousharmonique dans D.

1) H. Cartan, loc. cit., voir n° 22,
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Alors, Ay(f) coincide necessairement avec HJ(f) pour toute f de F.

En effet, d’aprés la condition (a) posée a A, (f), on peut trouver
une seule distribution », positive portée par F, au moyen de laquelle
A, (f) s’écrit sous la forme

Ay(f) = f F@ dvy(@).

Alors, d’apres la condition (b) posée a A,,'( £), la masse totale de v,
est toujours au plus égale a l'unité. Pour prouver le théoréme, il
suffit donc de montrer que v, est d’accord avec la distribution s,
obtenue par le balayage de la masse unité ¢, sur la frontiére F de
D. Comme on l'a déja dit, la condition (c) posée a A,(f) entraine la
coincidence d’entre les deux potentiels U™¥(Q) et U™@Q) en tout Q
de CD sauf sur un ensemble de capacité nulle. Par suite, on a, quelle
que soit une distribution 2 positive d’énergie finie,

f‘U“’(Q)dvy(Q) — U*(M),

ou /' désigne la distribution obtenue par le balayage de 2 sur CD.
Car, ' étant d’énergie finie aussi, elle ne peut charger aucune masse
sur un ensemble de capacité nulle. Soit r la distribution de mesure
au sens de Lebesgue dans une petite sphére centréée en un point-
frontiére P régulier pour le probléme de Dirichlet. Soulignons que
le potentiel U(Q) est continu en tout @ de R" et admet un maximum
absolu strict en le centre P de cette sphére. Alors, on a en tout M
de D

f U@ dva(@ = U"(M).
Comme M- P, on a

UP) = lim U"(M) = lim f U@ dvx(Q)

HP

< lim [U@dn(@ = T [ U@dvua(@ < UTiP).

M- P

Donc; on a .

lim [ U'@dv(@Q) = U'(P).
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En tenant compte de »,(F) = 1, cela montre que, si M tend vers un

point-frontiére P régulier quelconque, », converge vaguement vers

¢,. Encore, en tenant compte de min U'(Q)-vy(F) = U (M), on
Qe F

sait évidemment que, si M tend vers linfini, v,(F) tend vers nulle.
Par suite, si P est un point-frontiére régulier, on a

‘{mi U@ dvy Q) = U“(P)

et encore

lim U*@)d»y(Q) = U(P).

La fonction f*(Q) = U%(Q) — U~ (Q) définie sur F est nécessairement
nulle en tout @ régulier et positive en tout @ irrégulier®. Posons

Vi) = [1*@dnd@ = A — U=,

alors, elle est harmonique ou sousharmonique, non-négative et bornée
supérieurement dans D. De plus, si M tend vers un point-frontiére
P régulier, elle tend nécessairement vers nulle, et, si M tend vers
Tinfini, elle l'est aussi. Par conséquent, on a V(M) = 0 dans D.
Donc, on a V(M) =0 dans D. Ainsi, on sait que v, ne charge
aucune masse sur un ensemble de points-frontiéres irréguliers de D.
Alors, la relation

f U@ dvy(@ = U(M)
ayant lieu pour toute 4 sphérique équivaut a
f UQ)dru(@ = U'M) = f UNQ)d2n(@).

F

Donc, on a vy = 1y .
Remarque. On pourra montrer analoguement que, lorsque » = 2,
les trois théorémes rapportés plus haut sont établis aussi pour tout

1) H. Cartan, loc. cit., voir n> 22,
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‘ensemble D ouvert et borné en considérant des potentiels logarith-

miques du type f log% ds.
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