ZUR THEORIE DER HALB-TOPOLOGISCHEN
GRUPPEN UND KORPER"-?

Mikao MORIYA

Die Strukturtheorie der im Kleinen kompakten, topologischen
Korper ist bisher von mehreren Autoren (Van Dantzig [1], [2]; Jacob-
son [1], [2]; Otobe [1], [2]; Kaplansky [1})» in Angriff genommen
worden. Dabei haben Jacobson (Jacobson [1]) und Otobe (Otobe [1],
[2]) gezeigt, da8 die Voraussetzung iiber die Stetigkeit der Division
entbehrlich ist. Dies fiihrt uns naturgemiB zur Theorie der halb-
topologischen Gruppen und Kérper, die ich in der vorliegenden Arbeit
entwickeln will. Wie spiter in §3 gezeigt wird, folgert sich die
Stetigkeit der Subtraktion und Division notwendig bei im Kleinen
kompakten halb-topologischen Koérpern, welche dem Fréchetschen
Trennungsaxiom gentigen.

§1. Halb-topologische und topologische Gruppen.

Eine nicht leere Menge M ist bekanntlich eine Halbgruppe ge-
nannt, wenn fiir je zwei Elemente x, y aus M stets ihr Produkt xy
aus M eindeutig definiert ist und das assoziative Gesetz (xV)z = x(y2)
erfiillt ist, wo z auch ein Element aus M bezeichnet. Wenn ferner
die Halbgruppe M im Sinne von Kuratowski einen topologischen
Raum bildet (Vgl. etwa Alexandroff-Hopf [1], S. 37.) und die Abbildung
x, ) > xy des Produktraumes M x M in M stetig ist, dann heifle
M eine topologische Halbgruppe. Eine Gruppe G ist offenbar eine
Halbgruppe. Bildet ferner G eine topologische Halbgruppe, so nennt
man G eine halb-topologische Gruppe.

Hilfssatz 1. | Sind M,, M,, ---.. , M, nicht leere, kompakie® Men-
gen aus einer topologischen Halbgruppe M, so ist das Produkt M,M,
------ M, auch kompakt.

1) A work by the Scientific Research Expenditure of the Ministry of Education.

2) Diese Arbeit ist ein Teil meiner Vorlesung .,ﬁber topologische Korper*,
die ich in 1949/50. an der Universitit Hokkaido gehalten hatte.

3) Die zwischen eckigen Klammern stehenden Nummern beziehen sich aul
Literaturverzeichnis am SchluB dieser Arbeit,

4) Das Wort ,, kompakt ‘‘ bedeutet hier ,, bikompakt ‘.
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Beweis. Es ist wohlbekannt, da8 im Produktraum P
=Mx M x - x M die _Tei]menge M, x M, x «ocoet x M, kompakt

ist. Ist (x,, %z, -----, x,) ein Punkt aus P, so definiert die Zuordnung

(x1! Xy toove » xn) = X X X, (GM)

eine stetige Abbildung von P in M. Durch diese Abbildung geht
aber die kompakte Menge M, x M, x -.--.- x M, auf das Produkt
M, M, ... M, iiber, daher ist M, M, .----- M, kompakt.

Hilfssatz 2. Es sei M eine topologische Halbgrutpe, und N
= {a\b.; A€ 4} eine Teilmenge aus M, wobei die a,, b, (A€ A) Elemente
aus M sind. Ferner sei die Menge A = {a,; A€ A} in einer ab-
geschiossenen, kompakten Menge aus M enthalten. Dann existiert zu
einem belicbigen Element b aus der abgeschlossenen Hiille der Menge
B ={b,; i€ 4} ein Element a aus der abgeschlossenen Hille von A
derart, daBl das Produki ab der abgeschlossenen Hiulle von N angehort.

Beweis. Vgl. Numakura (1], Lemma 1). Die dort angefiigte
Voraussetzung, dal M dem Hausdorffschen Trennungsaxiom geniigt,
ist {iberfliissig.

Nun beweist man leicht folgenden ’

Hilfssatz 3. In einer halb-ltopologischen Gruppe G ist die Ab-
bildung x — ax (oder x — xa)* ein Homoomorphismus von G auf sich
selbst, wobei a ein beliebig festgelegtes Element aus G ist und x alle
Elemente aus G durchlauft.

Hilfssatz 4. Es sei G ¢ine halb-topologische Gruppe, welche dem
Fréchetschen Trennungsaxiom geniigt. Ferner sei- B eine nicht leere,
kompakte und abgeschlossene Teilmenge aus G. Gilt dann fiur ein
Element p aus G

Bp

in

B,

so ist Bp = B.
Beweis. Aus der Voraussetzung folgt die Relation

B=Bp =Bp = eees 2 BpP = veneen,

Bezeichnet nun & ein Element aus B, so ist 5B eine kompakte

1) Wenn die Gruppenoperation Addition ist, so ist x - a4 x (oder x > x + @)
ein Homdomorphismus von G auf sich selbst.
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Menge, und es enthilt die Menge {§*; i =1,2, «----- ) My veeeee ). Wie
in der vorangehenden Arbeit von Numakura (Numakura [1], Lemma 2),
schlieBt man ohne Schwierigkeit, daf es ein Element ¢ aus G gibt,
fiir welches '

Bq = Bpg
gilt, woraus B = Bp folgt.

Hilfssatz 5. Eine halb-topologische Gruppe G ist dann und niur
dann topologische Gruppe, wenn zu einer beliebigen Umgebung U(e)
des Einheitselementes e stets eine Umgebung V(e) von e existiert, so
dal

Vie)™* = Ule)
ist.

Beweis. Wenn G eine topologische Gruppe ist, so existiert zu
einer Umgebung U(e) von e = e' eine Umgebung Vi{e) derart, daB
Vie)* = Ule) ist.

Nun wollen wir die Umkehrung beweisen. Zu diesem Zweck
nehmen wir ein beliebiges Element ¥ aus G und eine beliebige Um-
gebung U(x~') von x~! heraus. Dann existiert eine Umgebung Ule)
von e derart, dal U(e)x* S Ulx™) ist, weil G halb-topologische Gruppe
ist. Nun gibt es nach Voraussetzung eine solche Umgebung Vie),
daB8 V(e)* = Ule) ist, und folglich gilt ohne weiteres:

Vi) ix* = Uex™ = Ux™).

Da xV{e) eine ¥ enthaltende offene Menge ist, so existiert eine in
xV(e) enthaltene Umgebung V(x) von x; daher gilt:

Vi)t = (xVie)™ = Viey'xt = Ux').

Dies zeigt aber, da8 die halb-topologische Gruppe G eine topolo-
gische Gruppe bildet.

Satz 1. Eine halb-topologische Gruppe G ist dann und nur dann
eine topologische Gruppe, wenn fiur jede nicht leere, abgeschlossene
Menge F stets die Relation

N (UeF) = F

gilt, wobei U\(e) alle Umgebungen aus einem vollen Umgebungssystem
des Einheitselementes e aus G durchlaufi.
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‘Beweis. Es sei G eine topologische Gruppe und F eine nicht
leere, abgeschlossene Menge aus G. Ferner sei

Q (U\e)F) &= F,
wobei U,(e) alle Umgebungen aus einem vollen Umgebungssystem X,
von ¢ durchlduft. Dann gibt es ein Element p aus T(U,\(e)F), welches
nicht zu F gehért. Weil F abgeschlossen ist, so gibt es eine Um-
gebj.m‘g Vie) von e derart, daB
FnViep = ¢ (leere Menge)

ist. Aus Hilfssatz 5 schlieBt man sofort, da es eine Umgebung
UyJe) aus 2, gibt, so daBl Vie)yp= Ule)™'p ist. Hieraus folgt:

FnUf()'p = ¢.
Nun sieht man sofort ein, da
U@F 3 p

und infolgedessen n U,(e)F 3 p ist; dies ist aber ein Widerspruch.
A

Umgekehrt nehmen wir an, da8 fiir jede nicht leere, abgeschlos-

sene Menge F stets nU,(e)F = F ist. Ist nnn Ufe) eine beliebige
A

Umgebung von e, so ist das Komplement F, von U{¢) in G ab-
geschlossen. Weil QU,\(e)F(, = F, ist, so gibt es eine Umgebung U.(e)
aus 2, derart, dai Ule)F,5e ist. Hieraus schlieft man sofort, dafl

FEnUlet =¢

ist; d.h. Ufe)™* muB in U{e) enthalten sein. Dies besagt aber nach
Hilfssatz 5, daB G eine topologische Gruppe ist,
Zusatz. FEine kompakte halb-topologische Gruppe, welche dem
Frechetschern Trennungsaxiom geniigt, ist eine topologische Gruppe.
Beweis. Ist F eine nicht leere, abgeschlossene Menge aus G, so
ist F bekanntlich kompakt. Nun sei p ein beliebiges Element aus
n U.(e)F, wobei U,{e) alle Umgebungen aus einem vollen Umgebungs-
A
system von e durchliduft. Dann gibt es zu jedem Index 2 ein Element
u, bzw. f, aus U,(e) bzw. F derart, da

b = wf
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jst. Nun ist aber das Einheitselement ¢ ein Hiufungspunkt der Menge
fu,; A}. Daher gibt es nach Hilfssatz 2 ein solches Element f aus F,
daB es in der abgeschlossenen Hiille von p enthalten ist. Weil G dem
Fréchetschen Trennungsaxiom geniigt, so ist f = p; d.h. jeder Punkt
aus QU,L(e)F ist in F enthalten. Hieraus folgt sofort:

nU\e)F = F.
A

Gemif Satz 1 ist G eine topologische Gruppe.

§2. Im Kleinen kompakte, Hausdorffsche
halb-topologische Gruppen.

Hilfssatz 6. Ein im Kleinen kompakier, Hausdorffscher Raum ist
regular.

Beweis. Vgl. etwa Alexandroff-Hopf [1], S. 92.

In diesem Paragraphen bezeichnet G durchweg eine im Kleinen
kompakte, Hausdorffsche halb-topologische Gruppe. Also ist jede kom-
pakte Teilmenge aus G stets abgeschlossen. Ferner legen wir ein
volles Umgebungssystem 2, des Einheitselementes ¢ aus G fest, und
verstehen unter einer Umgebung von e stets eine solche aus 2.

Hilfssatz 7. Es seien A und B disjunkte nicht leere, ‘kompakte
Mengen aus G. Dann existiert eine Unigebung V wvon e derart,
dafl

AV n BV = ¢
ist.
Beweis. .Zunéichst wollen wir zeigen, da8 fiir eine passend ge-
wihlte Umgebung V, von e

AV, n B = ¢

gilt. Zu diesem Zweck nehmen wir das Gegenteil ‘an. Dann ist fiir
jede Umgebung U, aus dem vollen Umgebungssystem 2, von e die
Menge AU, N B nicht leer. Fiir geeignete Punkte a,€ 4, »,€ U und
b, € B gilt daher:

aku)\ = b)\ -

Da offenbar e ein Hiufungspunkt der Menge {u,; u,€ U,, U.€ 2}
ist, so existiert nach Hilfssatz 2 ein Punkt ¢ aus der abgeschlossenen



114 Mikao MORIYA

Hiille A, der Menge A, = {a,; a,€ A} derart, daB @ = ee zur ab-
geschlossenen Hiille B, der Menge B, = {b,; b,€ B} gehért; d.h. es
ist A,nB,3=¢. Dies ist aber ein Widerspruch, weil 4, = A, B,= B
sind und AnB=¢ ist. Es muf also eine Umgebung V, aus 2|
geben, so daf§

AV, n B = ¢
ist.
Nun ist aber G nach Voraussetzung im Kleinen kompakt und
infolgedessen nach Hilfssatz 6 reguldr. Daher kann man ohne Ein-
schrinkung annehmen, da8 ¥; kompakt und AV, nB = ¢ ist. Da nach

Hilfssatz 1 AV, kompakt ist, so kann man wie oben die Existenz
einer solchen Umgebung V. aus I, beweisen, da8

AV, n BV, = ¢
gilt. ‘Fir eine in V, n V; enthaltene Umgebung V aus 2, gilt offenbar :
AV n BV = ¢.

Es sei M(%=¢) eine kompakte Menge aus G und U eine Umge-
bung.aus 2, Dann heifit eine Punktfolge pu, p., -+, b, aus M eine
U-Kette auf M, wenn

Pin€pU oder p€p.aU z=0,1, - ys—1)

gilt. Der Punkt p, bzw. p, ist dabei der Anfangs- bzw. Endpunkt der
U-Kette genannt.

Ein Punkt p aus M heifle ,,auf M mit einem Punkt ¢ U-ver-
kettet“, wenn es eine U-Kette auf M gibt, deren Anfangs- bzw.
Endpunkt p bzw. a ist. Nach Definition ist ein Punkt & aus M mit
einem Punkt p auf M U-verkettet, wenn p mit « so ist. '

Fiir eine Umgebung U aus 3, und fiir einen Punkt @ aus M
bezeichnen wir mit M,(a) die Menge aller derjenigen Punkte aus M,
die auf M niit .@ U-verkettet sind.

Nun beweist man ohne Schwierigkeit folgende Tatsachen:

i) Sind p, ¢ verschiedene Punkte aus My(a), so ist ¢ auf My(a)
mit p U-verkettet.

ii) Fiir Umgebungen U, V aus 23, gilt stets:

M,(a) = My(a),

wenn V = U ist.



ZUR THEORIE DER HALB-TOPOLOGISCHEN GRUPPEN USW. 115

iiiy M,y(a) ist gleichzeitig offen und abgeschlossen im Relativ-
raum M.

Als eine abgeschlossene Teilmenge aus der kompakten Menge
M ist My(a) auch kompakt. Ferner ist die (nicht leere) Menge

Mya) = ” (ﬂ%Mv(a)

kompakt und relativ abgeschlossen im Relativraum M., Die Menge
Mya) heiit die Nullkomponente von a in M.

Sind nun U, ------ , U, beliebig endlich viele Umgebungen aus
Y,, so gilt fir eine in U, -+ U, enthaltene Umgebung V aus 2,

M(@) £ 1 M, (@)

Gemi8 der eben gezeigten Tatsache gilt folgender

Hilfssatz 8. Ist O eine die Nullkomponente M,(a) vorn a ent-
haltende, offene Menge aus G, so existierl eine Umgebung U aus 2,
derart, daf

My@@) = 0
ist.

Hilfssatz 9. Fiur eine nicht leere, kompakte Menge M und einen
Punkt a aus M ist die Nullkomponente My(a) von a in M stets zusam-
menhangend. o

Beweis. Wir nehmen an, dal My (a) nicht zusammenhingend ist.
Dann existieren nicht leere, abgeschlossene Mengen A, B von der
Art, da8 Mya) -~ AuB und AnB=¢ ist. Nach Hilfssatz 7 gibt es
eine Umgebung V aus Y, derart, dafl

AV BY = ¢

ist. Nun greifen wir aus 2, eine solche Umgebung V, heraus, da8
Vis Vist. Weil AV,u BV, eine My(a) enthaltende, offne Menge aus
G ist, so gibt es nach Hilfssatz 8 eine Umgebung U aus 2,, fiir
welche die Relation

AV,u BV, 2 My(a)

gilt. Dabei kann man U von vornherein so wihlen, da U E V, ist.
Nun sei ¢ Element aus A. Dann ist ein Punkt & aus B auf M
mit ¢ U-verkettet. Es gibt also eine U-Kette p, = a, p,, -+, p.=b
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aus M (a). Nun kann man einen Index 7 (0 < i < s — 1) so bestimmen,
daf

D eEAV, und D € BV,
ist._ Ferner gilt:
b€ U oder b €U

Setzt man dabei p;, = a,v, (a,€ A, v,€ Vi) und py1 = b,410p4, (D14 € B,
0,4, € V3), so erhilt man:

e €b 0, UEb. Vi E0.V
oder

b«;+1vz+1 € al V;
hieraus folgt ohne weiteres, daB
AV n BV ¢

ist. Dies ist aber ein Widerspruch. Daher muf My (@) zusammen-
hiingend sein.

Satz 2. Es sei G eine im Kleinen kompakte, Hausdorffsche halb-
topologische Gruppe, und U eine Umgebung des Einheitselementes e
von G. Ferner sei die Komponente von e im Relativiaum U ein-
punktig. Dann enthalt U eine offene Untergruppe von G, und G ist
diskontinuierlich. '

Beweis. Zunichst legen wir ein volles Umgebungssystem ¥, von
e fest.” Da nach Hilfssatz 6 G regulidr ist, so gibt es eine Umgebung
W aus 2, deren abgeschlossene Hiille W in U enthalten ist. Ferner
kann man ohne Einschrinkung der Allgemeinheit annehmen, da W
kompakt ist. Fiir eine Umgebung V aus Y, bezeichnen wir mit W,
die Menge aller derjenigen Punkte aus W, welche auf W mit e V-
verkettet sind. Dann ist nach Hilfssatz 9 die Menge n W, zusam-

Velo

menhingend. Die letzte Menge mufl aber in der Komponente von e
aus dem Relativraum U enthalten sein; daraus folgt:
e = N WV .

Vo

Nun sei V, eine Umgebung aus Y,, fiir welche die Relation Vi W
gilt, Dann -existiert nach Hilfssatz 8 eine Umgebung V, aus 2, der-
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art, daB V, = W,, ist. Ersichtlich ist Wy, = V,; = W.  Nun seien a,
b Punkte aus W,,. Dann gibt es zw_ei Vi-Ketten p, = e, p;, = .
p,=a und g, = e,iq., ~-,q =0 auf W. Nun sieht man sofort ein,

da8 die Punktfolge

pu = e:pl, """’ps:‘a9 Ps+1=a(11, """ »ps+t?ab

eine V,-Kette auf W ist. Also ist abe W,,. Mithin gilt fiir einen
beliebigen Punkt x aus W,, stets:

¥W,. = W,,.

Weil W,, kompakt ist, so mu8 nach Hilfssatz 4 die Relation x Wy, = W,,
bestehen; d.h. ein beliebiges Element x aus W, besitzt sein Inverses
auch in W,,. Daher bildet W,, eine abgeschlossene Untergruppe
von G. _

Weil W,, relativ offen in W ist, so existiert eine solche offene
Menge 0 aus G, da8 0n W = W,, ist. Hieraus folgt sofort:

We200W =00V, = W, ;

d.h. W, =0nYV, ist eine offene Menge aus G. Somit ist bewiesen,
da8 U eine gleichzeitig offene und abgeschlossene Untergruppe von
G enthilt.

Nun sei W eine beliebige Umgebung von e. Dann ist e in einer
beliebigen, in Wn U enthaltenen Umgebung V von e eine Kompo-
nente, Denn sonst wiirde die Komponente von ¢ in U mehrpunktig
sain. Man kann daher wie oben beweisen, da V, um so mehr W,
eine offene und abgeschlossene Untergruppe H von G enthilt. Also
mufl G diskontinuierlich sein. Bezeichnet man nun mit V(€ Y,) eine
in H enthaltene Umgebung von e, so gilt offenbar:

VisH*'=H=W.
Nach Hilfssatz b wird also G eine topologische Gruppe.

Wenn eine Menge diskontinuierlich ist, so ist jede nicht leere
Teilmenge auch diskontinuierlich. Es gilt daher folgender

Satz 3. Es sei G eine im Kleinen kompakte, Hausdorffsche halb-
topologische Gruppe, und ferner sei G diskontinuierlich. Dann enthalt
Jede Umgebung des Einheitselementes von G stets eine offene Unter-
gruppe von G, und infolgedessen wird G eine topologische Gruppe.
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Ein topologischer Raum heifit im Kleinen zusammenhangend, wenn
fiir einen beliebigen Punkt x aus R und fiir eine beliebige Umgebung
U(x) von x die Komponente von ¥ in U(x) eine offene Menge aus
R bildet.

Satz 4. Eine im Kleinen kompakte, im Kleinen zusammenhin-
gende und Hausdor(fsche halb-topologische Gruppe G ist eine topologische
Gruppe.

Beweis. Wenn G diskret ist, so ist G offenbar eine topologische
Gruppe. Im folgenden nehmen wir also an, da G nicht diskret ist.

Es sei Ule) eine solche beliebige Umgebung des Einheitselementes
e aus G, daB die abgeschlossene Hiille U(e) von U(e) kompakt ist.
Bezeichnet dann K die Komponente von e in Ule), so existiert eine
Umgebung W(e) von ¢ derart, daB W(e) £ K ist, weil K eine offene
Menge aus G ist und G nicht diskret ist. Die abgeschlossene Hiille
W(e) von W(e) ist von W(e) verschieden, weil sonst wegen der
Relation

WenK = WelnK = W(e) £ K
K nicht zusammenhinged sein wiirde. Daher ist
Wie) — Wie) == ¢.

Nun kann man ohne Einschrinkung annehmen, daf fiir die oben
gewihlte Umgebung U(e) von e von vornherein

U = Ule) — Ule) £ ¢

gilt. Ist dann p, ein Punkt aus U’, so existiert eine Umgebung V,(e}
von ¢ und U{p,) von p, derart, daB

Vi@UpinVie = ¢
ist. Weil v U(p,) 2 U’ und U’ kompakt ist, so kann man U’ mit

el
endlich vielen U(p), Upy), -+ ,» Uip,) aus {U(p,) ; pr€ U’} iiberdecken.
Bezeichnet man nun mit V(e) eine in rj V.(e) enthaltene Umgebung

von e, so gilt offenbar :
{Vie) (G Upn}nVie =

woraus die Relatlon Ve U'n V(e) = ¢ folgt. Fiir die komponente K-
von ¢ in Vi(e) gilt also:
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KU nK, = ¢.
Ist nun p ein solcher Punkt aus K, da p~*€ Ule) ist, so ist
K, n U = ¢,
Denn sonst gilte offenbar :
pK, = KNG = 7 K, nU)u 07 Ky 0 (G — T));

weil p' K, nU3e und p7'K, n(G — U)3p~" ist, so wire p—'K, nicht
zusammenhingend, was aber ein Widerspruch ist. Da 'K, nU' ==¢
ist, so schlieft man sofort, da

¢ :#KvnpUl :’_E'. KynKVU, = ¢;

dies ist aber ein Widerspruch. Es muff also K-’ E Ufe) sein.

Weil G im Kleinen zusammenhingend ist, so ist K, eine offene
Menge aus G, und es gilt fiir eine in K, enthaltene Umgebung V(e)
von e:

Voe)' = Ule);

d.h. nach Hilfssatz 5 ist G eine topologische Gruppe.

§3 Halb-topologisché und topologische Korper.

~ Ein assoziativer Ring R heifie halb-topologischer Ring, wenn in R
eine Topologie derart eingefiihrt ist, da8 in bezug auf diese Topologie
R einerseits eine additive halb-topologische Gruppe und anderseits
eine multiplikative topologische Halbgruppe bildet. Wenn insbesondere
R eine additive topologische Gruppe ist, so heifit R ein topologischer
Ring. Ein Koérper heiit kalb-topologischer Korper, wenn er ein halb-
topologischer Ring ist. Dabei braucht der Koérper nicht notwendig
kommutativ zu sein. Fiir ein von Null verschiedenes Element ¢ aus
einem halb-topologischen Kérper K ist die Abbildung

x - ax (oder x — xaq)

ein Hom6éomorphismus von K auf sich selbst, wenn x alle Elemente
aus K durchlauft. Es sei x¥ ein beliebiges, von Null verschiedenes
Element aus einem halb-topologischen Koérper K, und U(x~') eine
Umgebung von x~' aus K. Gibt es dann eine Umgebung V(x) von x
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derart, dal V(x)' = U(x~'") ist, und bildet ferner K eine additive
topologische Gruppe, so heifit K ein topologischer Kérper. Wenn die
Topologie eines halb-topologischen Kérpers XK diskret ist, so ist K
offenbar ein topologischer Kérper. Nun kann man sich leicht davon
tiberzeugen, dafl ein halb-topologischer Korper entweder diskontinuier-
lich oder zusammenhingend ist.

Eine nicht leere Teilmenge A aus einem halb-topologischen Ring
heifit rechtsbeschrinkt, wenn zu einer beliebigen Umgebung U(0) des
Nullelementes 0 stets eine solche Umgebung V(0) von 0 existiert, daf

VA = U©)

ist. Ebenso kann man die Linksbeschrinktheit definieren. Eine Teil-
menge aus einem halb-topologischen Ring heifit beschrankt, wenn sie
gleichzeitig links- uud rechtsbeschrinkt ist.

Hilfssatz 10. Eine nicht leere, kompakie Teilmenge aus einem
halb-topologischen Ring ist stets beschriankt.

Beweis. Es sei B eine nicht leere, kompakte Teilmenge aus einem
halb-topologischen Ring K. Dann gibt es fiir eine beliebige Umgebung
U{0) von 0 aus R und fiir einen beliebigen Punkt 5 aus B eine Um-
gebung V,(0) von 0 und Vb, von b, derart, daB

VoaV.0) = U0)

ist, weil 5,0 =0 ist. Da {V{,); b.€ B} eine offene I'Jberdeclmng
der kompakten Menge B ist, so kann man daraus eine endliche Uber-
deckung V(b,), V(b,), ---+-- » V(b,) von B herausgreifen. Offenbar gilt

fiir eine in N V:(0) enthaltene Umgebung V(0) von 0:
i=1

BV(0) £ (U V6)VO) £ U (V) V.0) S UO);

d.h. B ist linksbeschréinkt. Ebenso kann man bestitigen, dafl B auch
rechtsbeschrinkt ist.

Satz 5. Ein im Kleinen 'kompakter, halb-topologischer Korper,
welcher dem Frechelschen Tremnungsaxiom gentigt, bildet einen Haus-
dorffscken Raum und geniugt dem ersten Abzahlbarkeitsaxiom.

Beweis. Wir betrachten einen im Kleinen kompakten, halb-
topologischen Korper K, dessen Topologie nicht diskret ist, weil sonst
die Behauptung trivial ist.
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Nun sei U eine Umgebung von 0, deren abgeschlossene Hiille U
kompakt ist. Offenbar gibt es eine in U enthaltene Umgebung V von
0, welche von U verschieden ist. Da U kompakt und infolgedessen
nach Hilfssatz 10 beschrinkt ist, so existiert eine Umgebung W von
0 derart, daB

UWs OWs Ve U
ist. Weil K nicht diskret ist, so enthdlt W ein von Null verschiedenes
Element p, fiir das ersichtlich
UzU=20p=2Up R - 2Up=Upf2 -
gilt. Nun betrachten wir die absteigende Mengenfolge
UzUp20pz2 - 2UPRE o

Wie beim Beweis von Hilfssatz 4 besitzt dann die Menge {p'; i =1,
2, reees , #, +----} einen Héufungspunkt ¢, und es gilt:

nUp = Ug.

1=0

Weil Up auch kompakt ist, so gilt auch:
161 l_]'pi = 1§o(ﬁp)p“ = (ﬁp)q'

Ist also g von Null verschieden, so erhilt man offenbar U = Up, was
aber ein Widerspruch ist. Es mufl also ¢ =0 sein, woraus die
Relation ‘

AT = 0
im0

folgt. Fiir eine beliebige, 0 enthaltende offene Menge 0 aus K gibt
es eine natiirliche Zahl N von der‘ Art, daB fiir n > N

Upr s Up* s 0

ist, weil die Menge Up* G =1, 2, -+ ) in der kompakten Menge I
abgeschlossen sind. Da die Mengen Up' (¢ =1, 2, -.--..) alle offen
sind, so bildet das Mengensystem {Up'; i =0,1, 2, ----.. } ein volles
Umgebungssystem von 0. Daher geniigt K als eine additive halb-
topologische Gruppe dem ersten Abzdhlbarkeitsaxiom.
Weil bei 0
nUpt =0

1=0
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ist, so schlieft man leicht, da8 K einen Hausdorffschen Raum bildet.

Bemerkung Beim Beweis von Satz 5 hat man die Existenz eines
Elementes p &= 0 bewiesen, fiir das Up* = 0 (» > N) ist, wo O eine
beliebige, 0 enthaltende offene Menge, und N eine von 0 abhingige
natiirliche Zahl ist.

Ist nun #==0 ein Element aus U und W eine beliebige Um-
gebung von 0, so ist #W eine 0 enthaltende offene Menge aus K
Es existiert also eine natiirliche Zahl N derart, da8 fiir # > N

upre Up" s uW
gilt; d.h. fiir » > N dilt:
e w.

Daher konvergiert -die Folge p, 5 ----- y DBy ereees zu 0. Wir nennen
ein Element aus K nilpotent, wenn die Potenzen dieses Elementes zur
Null konvergiert. Dann gilt folgender

Zusatz. Ein im Kleinen kompakter, halb-topologischer Korper,
welcher dem Fréchetschen Trennungsaxiom genugt, enthdlt stets ein
von O wverschiedenes, nilpotentes Element, falls die Topologie mnicht
diskret ist.

Satz 6. Ein im Kleinen kompakier, halb-topologischer Korper,
welcher dem Fréchetschen Trennungsaxiom geniigt, ist stets im Kleinen
zusammenhangend, wenn er nicht diskontinuierlich ist.

Beweis. K sei ein halb-topologischer Korper, welcher die Vor-
aussetzung des Satzes erfiillt. Dann ist die Komponente X, von 0 in
K von 0 verschieden, weil K nicht diskontinuierlich ist. Daraus folgt
sofort, dafl die Topologie von K nicht diskret ist.

Nun sei V(0) eine Umgebung von 0, deren abgeschlossene Hiille
V() kompakt ist. Dann ist die Komponente von 0 in V(0) nicht
einpunktig, weil sonst K, als eine additive halb-topologische Gruppe,
nach Satz 2 diskontinuierlich sein miifite. Daher ist die Komponente
C, von 0 in der Menge V(0) von 0 verschieden. Weil V(0) links-
beschrinkt ist, so ist es auch C,; es existiert also eine Umgebung
W) von 0 darart, da8 C,W({0) s V(0) ist. Weil

W) = U I'N W(O)
Co> Ba+0
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ist, so ist C,W(0) eine offene Menge aus K. Da aber

CGW(0) = U Cow,
W3 we+0
und jedes Cyw; eine 0 enthaltende, zusammenhdngende Menge ist, so
ist C,W(0) eine offene und zusammenhingende Teilmenge aus V/(0).
Nun sei U(a) eine Umgebung von a aus K. Dann bezeichnen
wir mit K, die Komponente von ¢ in U(g). Zu jedem Punkt x aus
K, existiert eine Umgebung V,(0) von 0 derart, daf§

V.0 +x £ Ul

ist. Die Menge V,(0) enthidlt nach dem oben Bewiesenen eine offene
zusammenhingende und 0 enthaltende Teilmenge C,(x), also ist die
Menge C,(x) + x auch offen und zusammenhingend, und sie enthdlt
x; daher ist : C)(x) + ¥ £ K,. Offenbar gilt:

U (G®) +x) = K
Ix

d.h. die Komponente von a in Ul(g) ist als die Vereinigung dér offenen
Menge C,(x) + x(x € K;) auch offen. Nach Definition ist also K im
Kleinen zusammenhéngend.

Satz 7. Ein im Kleinen kompakter, halb-topologischer Korper K,
‘welcher dem Fréchetschen Trennungsaxiom geniigt, ist stets ein topolo-
gischer Korper.

Beweis. Nach Satz 5 wird K ein Hausdorffscher Raum.  Nun
unterscheiden wir zwei Unterfélle. ‘

1) K ist diskontinuierlich. Zunichst betrachten wir K als eine
additive halb-topologische Gruppe. Dann wird K nach Satz 3 eine
additive topologische Gruppe; d.h. K ist ein topologischer Ring. Nun
ziehen wir die multiplikative Gruppe K* aller von. Null verschiedenen
Elemente aus K in Betracht. Weil K* als ein Relativraum von K
eine multiplikative halb-topologische Gruppe ist, so beweist man nach
Satz 3, daB K eine topologische Gruppe ist. Wegen des Fréchetschen
Trennungsaxiomes ist K* eine offene Menge aus K, also ist jede
offene Menge aus K* auch in K offen. Ist nun U(e™') eine Um-
gebung eines von Null verschiedenen Elementes a™' aus K, so ist
U@ n 'K* eine offene Menge aus K*. Es existiert also eine Um-
gebung Vi(g) von a aus K¥*, fiir die V@ < U™ n K* gilt. Da
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V(a) eine offene Menge aus K ist, so. wird K nach Definition ein
topologischer Korper.

2) K ist nicht diskontinuierlich (also zusammenhangend). In die-
sem Fall ist K nach Satz 6 im Kleinen zusammenhingend. Die addi-
tive halb-topologische Gruppe K wird nach Satz 4 eine topologische
Gruppe. Wegen des Fréchetschen Trennungsaxiomes wird die Menge
K* aller von Null verschiedenen Elemente aus K. im Kleinen zusam-
menhdngend. Also ist die multiplikative halb-topologische Gruppe K*
nach Satz 4 eine topologische Gruppe. Ebenso wie bei 1) kann man
beweisen, da K ein topologischer Korper ist.
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